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Общая характеристика работы 

Работа посвящена теоретическому исследованию гетерогенных сред. Ге-

терогенные системы – структурно-неоднородные системы, состоящие из одно-

родных частей (фаз), разделённых поверхностью раздела, химический состав и 

физические свойства которых во всех частях одинаковы и меняются скачкооб-

разно при переходе между фазами.  

Актуальность темы исследования 

Гетерогенные среды широко распространены в природе и все чаще встре-

чаются во всех сферах человеческой деятельности вследствие их преимуществ 

над традиционными материалами (легкость, высокая удельная прочность, изно-

состойкость, жесткость, преимущества в тепло- и электропроводности и т.д.). 

Особенно перспективными свойствами обладают гетерогенные материалы, со-

здаваемые в рамках аддитивных технологий (например, управляемым лазерным 

воздействием). Потребность в гетерогенных материалах вследствие имеющихся 

у них свойств с каждым годом возрастает. Для определения и анализа свойств 

таких сред можно каждый раз использовать эксперимент, но это непрактично, 

да и к тому же в ряде ситуаций постановка эксперимента весьма затруднитель-

на (например, при определении межфазных взаимодействий). Исходя из этого 

умение аналитически предсказывать поведение существующих и создаваемых 

новых гетерогенных материалов является актуальным и необходимым. 

Научная и практическая значимость. Степень разработанности темы  

исследования 

Аналитическое моделирование распространения поля по гетерогенной 

среде представляет собой комплексную задачу с нерешенными проблемами. 

Данная задача напрямую связана с построением математической модели гете-

рогенной среды с определенными эффективными коэффициентами переноса, 

входящими в осредненные уравнения и отображающими микроструктуру си-

стемы (геометрию и физические свойства фаз). Для решения данной задачи 

необходимо учесть коллективное влияние фаз на распространяющееся исследу-

емое поле по гетерогенной среде, что имеет отношение к задаче многих тел. За-

дача многих тел для гетерогенной среды связана с описанием влияния на поле 

конфигурации внутренних границ, разделяющих занятые фазами области с раз-

ными физическими свойствами. Сложность задачи заключается в поиске необ-

ходимого математического аппарата и последующего нахождения решения. 

История теоретического описания микронеоднородных сред насчитывает 

уже более ста лет, начиная с работ Максвелла (эффективные коэффициенты 

электропроводности, теплопроводности) и Эйнштейна (эффективная вязкость 

суспензий). К настоящему времени разработан ряд подходов, обладающих ши-

роким математическим аппаратом. Этот математический формализм по боль-

шей части направлен на получение из исходных уравнений осредненных с вхо-

дящими в них эффективными коэффициентами переноса, отображающими кон-

тинуальное “размазывание” истинной среды. При этом границы раздела фаз 

либо не учитываются (соответственно и размеры), либо их учет производится с 
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введением упрощений (например, рассмотрение периодической структуры или 

введение феноменологических коэффициентов). То есть отсутствует математи-

ческая концепция по учету микроструктуры гетерогенной среды, отображающая 

задачу многих тел (коллективное взаимодействие фаз) для гетерогенной среды, на 

основе которой строится решение. Поэтому получаемые в рамках существующих 

подходов эффективные коэффициенты переноса ограничены в описании поведения 

гетерогенной среды на всем интервале объемных концентраций и при существенно 

различных физических свойствах фаз. 

Практическая значимость исследования заключается в улучшении пред-

сказательной способности поведения гетерогенных сред. При этом стоит цель 

по обоснованию способа создания объемного изделия на основе гетерогенного 

материала с заданными физико-механическими свойствами и составом, полу-

ченного, например, управляемым лазерным воздействием. 

Цель работы и задачи  

Создание математической модели гетерогенной среды, эффективные ко-

эффициенты переноса которой интегрально учитывают ее микроструктуру и 

коллективный вклад фаз в распространение поля по гетерогенной структуре, в 

результате чего предсказываются физико-механические свойства и состав по-

лучаемого гетерогенного материала на всем интервале объемной концентрации, 

включая окрестность структурного фазового перехода. 

Для достижения данной цели решаются следующие задачи.  

1. Получение эффективных коэффициентов переноса, интегрально учи-

тывающих микроструктуру системы (физические свойства фаз и характерные 

масштабы) в явном виде. Для этого следует произвести аналитический учет 

влияния внутренних границ гетерогенной среды на распространение поля упру-

гости по ней. Сформулировать при этом задачу многих тел для гетерогенной 

среды и найти ее решение, отображающее коллективное влияние фаз на рас-

пространение поля по гетерогенной среде. 

2. Произвести обобщение эффективных коэффициентов на случай задан-

ной размерности пространства. 

3. Из анализа найденных эффективных коэффициентов нахождение при-

знаки несущей фазы и структурного фазового перехода (перколяции, фазовых 

переходов первого и второго рода).  

4. Разработка математической модели по предсказанию структурно-

фазового состава и физико-механических характеристик гетерогенного матери-

ала, полученного с помощью управляемой лазерной обработки. 

Научная новизна 

На основе индикаторной функции, входящей в функционал внутренней 

энергии, и с использованием вариационного исчисления, получена формула для 

обобщенной производной, учитывающая влияние внутренних границ гетерогенной 

среды, разделяющих фазы с разными физическими свойствами, на распространение 

поля по ней и приводящая к интегро-дифференциальному уравнению переноса. 
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Использование концепции обобщенной производной приводит к форму-

лам пространственной теоремы осреднения в рамках теории смесей.  

На основе введенного формализма сформулирована задача многих тел 

на функцию Грина для гетерогенной среды и найдено ее решение, отображаю-

щее коллективное влияние фаз на распространение поля по гетерогенной среде. 

Нахождение решения интегро-дифференциального уравнения с разрывами на 

осредненную функцию Грина основано на анализе соответствующего операто-

ра и имеет вид потенциала Юкавы, характеризующего с физической точки зре-

ния переходный слой, вызванный экранированием зарядов. 

Полученные эффективные коэффициенты переноса обобщены на случай 

заданной размерности пространства и интегрально учитывают микроструктуру 

системы (упругие, вязкоупругие, электрические свойства фаз и характерные 

размеры) в явном виде и согласуются в частных случаях с существующими 

подходами. 

Из анализа найденных эффективных коэффициентов, примененного для 

гетерогенных сред с существенно различающимися свойствами фаз, предсказа-

но наличие несущей фазы и структурного фазового перехода (перколяции).  

На основе разработанной математической модели, учитывающей про-

цесс растворения и протекание химической реакции, показано, что итоговое со-

стояние гетерогенного материала есть следствие подаваемой на исходную си-

стему энергии, что дает возможность контролировать состав и свойства конеч-

ной структуры. 

На основе анализа осредненных уравнений методом условных момен-

тов, с учетом анализа эффективных коэффициентов, представлено нахождение 

структурного вида коэффициента пропорциональности (для высокопористых 

сред) в законе Дарси, отражающего микроструктуру среды и удовлетворитель-

но согласовывающегося с экспериментом.  

Методология и методы исследования  

В работе применялись методы по анализу гетерогенных сред, включаю-

щие различный математический формализм (операторный формализм, методы 

ТФКП, теории вероятностей и функционально анализа). Центральным матема-

тическим объектом в работе является обобщенная производная, использованы 

также: вариационный формализм, аппарат функций Грина, метод условного 

осреднения, преобразование Фурье. 

Основные положения, выносимые на защиту 

1. На основе математического формализма обобщенной производной 

проведение аналитического учета влияния внутренних границ гетерогенной 

среды, разделяющих фазы с разными физическими свойствами, на распростра-

нение поля по ней. Постановку на основе концепции обобщенной производной 

задачи многих тел для гетерогенной среды и нахождение ее решения. Нахожде-

ние решения интегро-дифференциального уравнения с разрывами на осреднен-

ную функцию Грина, что основано на анализе соответствующего оператора. 
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Интегральный учет в полученных эффективных коэффициентах переноса мик-

роструктуры системы (физические свойства фаз и характерные масштабы) в 

явном виде. Обобщение эффективных коэффициентов на случай заданной раз-

мерности пространства. 

2. Предсказание наличия несущей фазы и структурного фазового пере-

хода (перколяции), полученное из анализа найденных эффективных коэффици-

ентов, примененного для гетерогенных сред с существенно различающимися 

свойствами фаз.  

3. Разработка математической модели, учитывающей процесс растворе-

ния и протекание химической реакции, демонстрирующей, что итоговое состо-

яние гетерогенного материала есть следствие подаваемой на исходную систему 

энергии, что дает возможность контролировать состав и свойства конечной 

структуры. 

4. Получение на основе анализа осредненных уравнений (полученных 

методом условных моментов) структурного вида коэффициента пропорцио-

нальности (для высокопористых сред) в законе Дарси, отражающего микро-

структуру среды. Проведение сравнения полученных формул с эксперимен-

тальными данными, показывшего удовлетворительное согласование. 

Степень достоверности и апробация работы  

Достоверность результатов обеспечивается сопоставлением полученных 

результатов с данными существующих подходов и сравнением с эксперимен-

тальными данными. 

Основные результаты научно-квалификационной работы докладывались 

автором на научных конференциях: 

Международная конференция по методам аэрофизических исследований 

(ICMAR), г. Новосибирск, Россия, 2017; International Conference on Interaction of 

Intense Energy Fluxes with Matter (IIEFM), пос. Терскол, Кабардино-Балкария, 

Эльбрус, Россия, 2018, 2021; Equations of State for Matter (EOS), пос. Терскол, 

Кабардино-Балкария, Эльбрус, Россия, 2022; пленарный доклад на Всероссий-

ской конференции для молодых ученых “34 Сибирский теплофизический семи-

нар”, посвященный 85-летию академика А.К. Реброва, г. Новосибирск, Россия, 

2018; Всероссийская конференция молодых учёных-механиков, г. Сочи, Панси-

онат Буревестник, Россия, 2018; 2021; 2022; XII Всероссийский съезд по фун-

даментальным и прикладным проблемам теоретической и прикладной механи-

ки, г. Уфа, Россия, 2017; XII всероссийской конференции молодых ученых 

Проблемы механики: теория, эксперимент и новые технологии, пос. Шерегеш, 

Россия, 2016. 

В процессе написания диссертации автор принял участие в проектах: 

РНФ № 16-19-10300, 2019-2020 и в проекте Министерства науки и высшего об-

разования Российской Федерации № 075-15-2020-781, 2020-2022 исполнителем, 

основным исполнителем в РНФ № 21-19-00733, 2021-2023, РФФИ “Аспиранты” 

20-31-90090, 2021-2023. 
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Личный вклад автора 

Соискатель принимал участие в постановке задач и впервые для анализа 

микроструктуры гетерогенной среды ввел формализм обобщенной производ-

ной. В результате получена математическая модель гетерогенной среды, эф-

фективные коэффициенты переноса которой интегрально учитывают ее микро-

структуру в явном виде. 

Структура и объем работы 

Диссертационная работа состоит из введения, четырех глав, заключения и 

списка цитируемой литературы. Материал изложен на 148 страницах и содер-

жит 14 рисунков и список литературы из 76 источников. 

Публикации по теме диссертации 

По теме диссертации опубликовано 8 статей (из них 6 в научных изданиях, 

индексированных в Web of Science/Scopus). 
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Содержание работы 

Во введении представляются основные аспекты работы: актуальность 

темы исследования, цели и задачи работы, научная новизна и практическая зна-

чимость результатов. Изложены основные положения, выносимые на защиту, 

приводится список публикаций и сведения о степени достоверности и об апро-

бации результатов работы. 

В главе 1 представлен литературный обзор моделей по описанию гетеро-

генных сред, показывающий специфику развития области. На основе проведен-

ного исследования указано, что существующий математический аппарат, со-

держащийся в представленных подходах, либо не учитывает границы раздела 

фаз, либо вводит их упрощенно (через феноменологические коэффициенты или 

периодическую структуру). Поэтому, анализ влияния коллективного взаимо-

действия фаз на распространяющееся по гетерогенной среде поле ограничен. 

Отсутствие математического аппарата, необходимого для наиболее полного 

учета внутренних границ раздела фаз гетерогенной среды, приводит к ограни-

ченному анализу влияния микроструктуры системы на распространение поля 

по ней. 

В главе 2 для отображения микроструктуры гетерогенной системы вво-

дится концепция производной в обобщенном смысле. Анализируются результа-

ты и следствия этой концепции. Разбирается корректность постановки задачи 

для анализируемого уравнения переноса, в котором обычные производные за-

менены на обобщенные. Для модифицированного обобщенными производными 

оператора ищется решение на функцию Грина с последующей его интерпрета-

цией. На основе метода условных моментов находятся эффективные коэффици-

енты переноса. Проводится сопоставление с существующими подходами. 

В разделе 2.1 предлагается вывод эффективных коэффициентов линейной 

теории упругости для гетерогенной среды с учетом внутренних границ на осно-

ве концепции обобщенной производной в смысле функционального анализа 

[Шварц Л., 1966]. Во введенном формализме обобщенной производной поверх-

ностная дельта-функция выражена альтернативным образом относительно под-

хода Шварца, но не противоречит ему. 

Выражение для обобщенной производной, действующей на поле смеще-

ний, в случае произвольной размерности пространства имеет вид 

 
𝛻𝑗𝑢𝑖(𝒓) = 𝜕𝑗𝑢𝑖(𝒓) + ∑ ∫ [𝑢𝑖]𝒙𝛿(𝒓 − 𝒙)𝑑𝑠𝑗

𝑆𝑘𝑘

, 
 

(1) 

где 𝑑𝒔 – вектор, выражающий ориентированную площадку, расстояние до ко-

торой определяется радиус-вектором 𝒙, запись [𝑢𝑖]𝒙 характеризует скачок сме-

щений фаз на границе [𝑢𝑖]𝒙 = 𝑢𝑖(𝒙 + 𝟎) − 𝑢𝑖(𝒙 − 𝟎). Сингулярная составляю-

щая для обобщенной производной 𝜵 в (1) выражается в подынтегральном вы-

ражении конфигурацией дельта-функций на поверхностях разрыва, т.е. соглас-
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но формуле (1) каждой точке 𝒙 поверхности разрыва соответствует своя дельта-

функция 𝛿(𝒓 − 𝒙).  

Обобщенная производная содержит обычную и сингулярную составляю-

щие. Сингулярная часть выражает разрывы поля на поверхности, что является 

естественным следствием анализа гетерогенной среды, характеризуемой разви-

той системой внутренних границ, разделяющих фазы с разными физическими 

свойствами. В рамках данной концепции предлагается решить представленную 

задачу об учете конфигурации внутренних границ раздела фаз (отобразить мик-

роструктуру гетерогенной системы). 

Формула (1) не конкретизирует, какая фаза гетерогенной среды рассмат-

ривается в исследуемой области и переход между какими фазами [𝑢𝑖]𝒙 осу-

ществляется при пересечении границы. Базируясь на выражении (1) определена 

обобщенная производная для каждой из областей неоднородной системы, заня-

той фазой 1: 

 
𝛻𝑗𝑢𝑖

1(𝒓) = 𝜕𝑗𝑢𝑖
1(𝒓) + ∫ 𝑢𝑖

1(𝒙 − 𝟎)𝛿(𝒓 − 𝒙)𝑑𝑠𝑗
𝑆12

. 
 

(2) 

Данная формула следует из (1) при рассмотрении области, соответствующей 

фазе 1 с учетом равенства 𝑢𝑖
1(𝒙 + 𝟎) = 0 и изменения ориентации площадки 𝑑𝑠𝑗 

(смена 𝑆 на 𝑆12 направлена отобразить это). Граничное условие 𝑢𝑖
1(𝒙 + 𝟎) = 0 

характеризует то, что область вне границы, занимаемой фазой 1, не входит в 

анализируемую. Аналогичное выражение справедливо и для области, занимае-

мой фазой 2, с точностью до ориентации площадки. 

Сформировано и доказано утверждение о том, что обобщенная производ-

ная (1) через соответствующую ей сингулярную составляющую описывает по-

ведение поля на границах раздела фаз гетерогенной среды. Данное утверждение 

подтверждается тем фактом, что осреднение формул (1), (2) приводит к про-

странственной теореме осреднения, полученной в рамках теории смесей 

[Нигматуллин Р.И., 1978]. Для доказательства использованы формулы про-

странственного осреднения. Пространственной теоремой осреднения предска-

зывается влияние на поле в пространстве структуры внутренних границ (через 

поверхностные интегралы отображаются микроструктурные особенности гете-

рогенной системы). Отмечено, что в имеющихся исследованиях (см. главу 1) 

границы либо не учитываются (соответственно, и размеры), либо их учет про-

изводится с введением упрощений, не отображающих специфику анализируе-

мой структуры. 

При постановке задачи рассмотрено стационарное распределение упруго-

го поля в микронеоднородной двухфазной среде в трехмерном пространстве. В 

качестве исходной модели использована стационарная изотропная модель ли-

нейной теории упругости: 

 
𝛻𝑗𝜎𝑖𝑗 = 0, 𝜎𝑖𝑗 = 𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽𝜀𝛼𝛽 , 𝜀𝛼𝛽 =

1

2
(𝛻𝛽𝑢𝛼 + 𝛻𝛼𝑢𝛽), 

𝛻𝑗(𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽𝛻𝛽𝑢𝛼) = 0, 

 

(3) 
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𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽 = (𝐾 −
2

3
𝜇) 𝛿𝑖𝑗𝛿𝛼𝛽 + 2𝜇𝐼𝑖𝑗𝛼𝛽 , 𝐼𝑖𝑗𝛼𝛽 =

1

2
(𝛿𝑖𝛼𝛿𝑗𝛽 + 𝛿𝑖𝛽𝛿𝑗𝛼). 

Координатами в модели (3) выступают микроточки, в каждой из которых нахо-

дится одна из фаз со своими физическими свойствами. Уравнения (3) дополне-

ны граничными условиями на внутренних и внешней границах.  

Обобщенные производные заменяют обычные в исходной модели (3). 

При этой модификации в исходных дифференциальных уравнениях содержится 

информация, отображающая поведение поля на внутренних границах. 

Замена в исходной модели линейной теории упругости обычных произ-

водных на обобщенные сохраняет физическую суть исследуемых уравнений 

(закон сохранения и закон Гука) и корректность постановки задачи. Доказа-

тельство этого утверждения приведено двумя способами. 

Первый вариант доказательства основывается на том, что замена обыч-

ных производных на обобщенные и последующее пространственное осредне-

ние приводит к формулам пространственной теории смесей. При этом анализи-

руемая область гетерогенной среды (включающая внутренние границы) оста-

лась без изменения, также, как и граничные условия. Исходя из этого, решения 

также являются одинаковыми. 

Второй вариант доказательства основан на формализме формулы Грина, 

на основе которой сформулировано и доказано утверждение. Использование 

формализма обобщенных производных (1) приводит к возникновению в диф-

ференциальном уравнении членов, характеризующих поведение поля на внут-

ренних границах гетерогенной системы. Эти члены могут совместно с регуляр-

ной составляющей эллиптического оператора формировать действующий опе-

ратор, либо их можно рассматривать как источник в модифицированном диф-

ференциальном уравнении. Если эти члены определяют действующий оператор 

и граничное условие поставлено на внешней границе, то при определении поля 

в гетерогенной среде в целом информация о внутренних границах присутствует 

в функции Грина. Полученное решение при этом является структурно идентич-

ным формуле Грина. Исходя из этого физическая суть исследуемых дифферен-

циальных уравнений не нарушается, и постановка задачи является корректной 

для всей области гетерогенной среды (включающей конфигурацию отдельных 

областей). 

Произведен вывод эффективных коэффициентов упругости методом 

условных моментов [Хорошул Л.П., 1995]. Функционал данного подхода бази-

руется на формализме функций Грина, условном осреднении и преобразовании 

Фурье. Методом условных моментов удается получить осредненные уравнения 

с эффективными коэффициентами упругости для среды в целом и для каждой 

фазы отдельно. Уравнения для среды в целом представляются в виде 

𝛻𝑗〈𝜎𝑖𝑗〉 = 0, 〈𝜎𝑖𝑗〉 = 𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽
∗ 〈𝜀𝛼𝛽〉, 𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽

∗ 𝛻𝑗𝛻𝛽〈𝑢𝛼〉 = 0, 

где 𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽
∗  – входящий в осредненный закон Гука эффективный изотропный тен-

зор, содержащий искомые эффективные коэффициенты линейной теории упру-
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гости 𝐾∗ и 𝜇∗. Тензоры 〈𝜀𝛼𝛽〉 и 〈𝜎𝑖𝑗〉 являются осредненными тензорами дефор-

маций и напряжений соответственно. Необходимая информация о гетерогенной 

структуре располагается в искомых эффективных коэффициентах 𝐾∗, 𝜇∗. 

Для оператора 𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽
∗ 𝛻𝑗𝛻𝛽 введено и проанализировано уравнение на функ-

цию Грина с заданием граничного условия на внешней границе и обсуждения 

условий на внутренних разрывах. Модифицированный обобщенными произ-

водными оператор в исходной модели линейной теории упругости приводит к 

функции Грина, характеризующей микроструктурные особенности гетероген-

ной среды. Построение решения уравнения на функцию Грина для гетероген-

ной среды представляет собой нетривиальную задачу. На основе сделанных 

предположений проанализировано уравнение  

 
𝜆𝑖𝑗𝑚𝑙

∗ 𝜕𝑗𝜕𝑙 〈𝐺𝑚𝑝
(1,2)〉 = 𝑇𝑖𝑝

(1,2)
, 

 
(4) 

где источниковый член 𝑇𝑖𝑝
(1,2)

 осредненно учитывает микроструктурные осо-

бенности системы. Уравнение (4) через источник направлено выразить пере-

ходный слой через конфигурацию зарядов и диполей, осредненно удовлетво-

ряющих внутренним граничным условиях. Представлено выражение для вве-

денного источника. 

Выражение по вычислению эффективных коэффициентов упругости в 

методе условных моментов имеет вид 

 
𝜆𝑗𝑘𝛼𝛽

∗ = 〈𝜆𝑗𝑘𝛼𝛽〉 + 𝑐1𝑐2𝜆𝑗𝑘𝑚𝑛
′ (𝐼𝛾𝛿𝑚𝑛 + 𝑅𝛾𝛿𝑝𝑞(𝜆𝑝𝑞𝑚𝑛

∗ − 𝜆𝑝𝑞𝑚𝑛
′′ ))

−1
𝑅𝛾𝛿𝑟𝜈𝜆𝑟𝜈𝛼𝛽

′ , 
 

(5) 

где  

〈𝜆𝑗𝑘𝛼𝛽〉 = 𝑐1𝜆𝑗𝑘𝛼𝛽
1 + 𝑐2𝜆𝑗𝑘𝛼𝛽

2 , 𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽
′ = 𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽

1 − 𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽
2 , 

  𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽
′′ = 𝑐2𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽

1 + 𝑐1𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽
2 , 𝑐1 + 𝑐2 = 1, 𝐼𝑖𝑗𝛼𝛽 =

1

2
(𝛿𝑖𝛼𝛿𝑗𝛽 + 𝛿𝑖𝛽𝛿𝑗𝛼), 

здесь 𝑐1, 𝑐2 – объемные концентрации фаз. В результате применения условного 

осреднения и преобразования Фурье в рамках метода условных моментов воз-

никает свертка, выделяющая интегралы, содержащие осредненную функцию 

Грина и корреляционную функцию геометрии структуры. Этими интегралами 

являются члены 𝑅𝑖𝑗𝑝𝑞, отображающие информацию об отклике поля в среде на 

распространяющееся поле и о геометрии структуры. Вычисление интегралов 

𝑅𝑗𝑘𝑝𝑞 приводит к выражению 

 

𝑅𝑗𝑘𝑝𝑞 =
𝛾

3

1

𝜇∗
𝐼𝑗𝑘𝑝𝑞 −

𝛾

15

𝐾∗ +
1
3

𝜇∗

𝜇∗ (𝐾∗ +
4
3 𝜇∗)

(𝛿𝑗𝑘𝛿𝑝𝑞 + 2𝐼𝑗𝑘𝑝𝑞), 

 

(6) 

отличающемуся от работы Хорошуна Л.П. 1995 года наличием параметра 𝛾 ≠
1. Параметр интегрально отображает микроструктурные особенности системы 

и определяется выражением для источника 𝑇𝑖𝑝(𝒓). Случаю 𝛾 = 1 соответствует 
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𝑇𝑖𝑝(𝒓) = 𝛿𝑖𝑝𝛿(𝒓). Подстановкой вычисленных 𝑅𝑗𝑘𝑝𝑞 в формулу (5) получены 

модифицированные эффективные коэффициенты упругости 

 
𝐾∗ = 𝑐1𝐾1 + 𝑐2𝐾2 −

𝑐1𝑐2(𝐾1 − 𝐾2)2

𝑐1𝐾2 + 𝑐2𝐾1 + 𝐾∗ 1 − 𝛾
𝛾

+
4

3𝛾
𝜇∗

, 

𝜇∗ = 𝑐1𝜇1 + 𝑐2𝜇2 −
𝑐1𝑐2(𝜇1 − 𝜇2)2

𝑐1𝜇2 + 𝑐2𝜇1 +

𝜇∗ ((
5
2

− 𝛾) 𝐾∗ + 2 (
5
3

− 𝛾) 𝜇∗)

𝐾∗ + 2𝜇∗

. 

 

(7) 

Функция 𝛾 содержит характерные масштабы структуры. При 𝛾 = 1 полученные 

эффективные коэффициенты согласуются с рядом существующих работ. 

В результате применения метода условных моментов, базирующегося на 

функции Грина, в итоговых эффективных коэффициентах упругости инте-

грально учтена микроструктура системы. Основу данного раздела формирует 

статья [1]. 

В разделе 2.2. представлен новый формализм получения обобщенной 

производной. Для этого использован функционал энергии 

 
𝐸 =

1

2
∫ ∑ 𝜎𝜈𝑓𝜈𝜕𝑗(𝜑𝜈𝑓𝜈)𝜕𝑗(𝜑𝜈𝑓𝜈)

𝜈

𝑑𝒓
𝑉

, 
 

(8) 

где 𝑓𝜈(𝒓) – индикаторная функция, характеризующая фазу 𝜈 в точке, 𝜈 = 1, 2. 

Если в точке находится фаза 𝜈, то 𝑓𝜈(𝒓) = 1, иначе имеем 𝑓𝜈(𝒓) = 0. Индика-

торная функция неотделима от анализируемого поля 𝜑𝜈𝑓𝜈 и коэффициента пе-

реноса 𝜎𝜈𝑓𝜈. Анализируемым полем в силу аналогии может являться электриче-

ское, тепловое, диффузионное. Акцент на рассмотрении конкретного поля не 

делаем, но используем обозначения, соответствующие электрическому полю. 

Исходная модель является стационарной изотропной линейной моделью.  

Для производной от индикаторной функции при этом имеет место  

формула  

 
𝜕𝑗𝑓𝜈 = ∫ 𝛿(𝒓 − 𝒙)𝑑𝑠𝑗

𝑆𝑘

, 
 

(9) 

где 𝑆𝑘 – внутренняя граница с номером 𝑘, 𝒙 – координата поверхности. Соглас-

но формуле (9) каждой точке 𝒙 поверхности разрыва соответствует своя дельта-

функция 𝛿(𝒓 − 𝒙). Описана схема доказательства формулы (9). 

В результате применения к функционалу (8) вариационного формализма и 

выполнения ряда операций получено уравнение переноса с модифицированным 

оператором для микронеоднородной двухфазной среды в виде 

 𝛻𝑗(𝜎𝛻𝑗𝜑) = 0, 

𝛻𝑗𝜑(𝒓) = 𝜕𝑗𝜑(𝒓) + ∑ ∫ [𝜑]𝒙𝛿(𝒓 − 𝒙)𝑑𝑠𝑗
𝑆𝑘𝑘

, 

 

(10) 
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где обычная производная 𝜕𝑗 заменена на обобщенную производную 𝛻𝑗. Запись 

[𝜑]𝒙 характеризует скачек поля на границе раздела фаз [𝜑]𝒙 = 𝜑(𝒙 + 𝟎) −
𝜑(𝒙 − 𝟎). Формула для обобщенной производной (10) следует из формулы 

𝜕𝑗(𝜑𝑓) = 𝛻𝑗𝜑. Индикаторную функцию при обычной составляющей для обоб-

щенной производной можно опустить по аналогии с Римановой производной, 

при написании которой опускается базисный вектор. Уравнение (10) дополне-

ны заданием граничных условий на внутренних границах: [𝑗𝑖] = 0, [𝜑] = 0 и 

внешней границе [1].  

Таким образом, в результате варьирования функционала получено уравне-

ние переноса с модифицированным оператором, где модификация связана с 

наличием производных, действующих на индикаторную функцию. Данная мо-

дификация определяет обобщенную производную. 

Показано, что формализм обобщенной производной приводит к формулам 

Гаусса – Остроградского, Стокса, Ньютона – Лейбница. 

Для нахождения эффективного коэффициента переноса 𝜎∗ произведено 

построение решения на осредненную функцию Грина 〈𝐺〉(𝑹𝟏, 𝑹𝟐), где 𝑹𝟏, 𝑹𝟐 – 

координаты, возникшие в результате осреднения. Функция Грина отображает 

отклик поля в среде на приложенное воздействие, характеризующий коллек-

тивное влияние фаз на распространяющееся по неоднородной системе поле. 

Для нахождения осредненной функции Грина с учетом работ [Хорошун 

Л.П., 1995], [1] рассмотрен оператор 𝜎∗𝐴̂𝛻𝑗𝛻𝑗, где оператор 𝐴̂ характеризует 

пространственное осреднение. Оператором 𝜎∗𝐴̂𝛻𝑗𝛻𝑗 определяется искомая 

осредненная функция Грина 〈𝐺〉(𝑹𝟏, 𝑹𝟐), определяемая уравнением 

 𝜕𝑖
(1)

𝜕𝑖
(1)〈𝐺〉(𝑹𝟏, 𝑹𝟐) + 

+ ∑
1

𝑉
∫ [𝜕𝑖

(𝑦)
𝐺] (𝑹𝟏 + 𝒚, 𝑹𝟐)𝑑𝑠𝑖

𝑆𝑘𝑘

=
1

𝜎∗
𝛿(𝑹𝟏 − 𝑹𝟐), 

 

(11) 

где 𝜕𝑖
(1)

 – обычная производная по координате 𝑹𝟏, 𝑉 =
4

3
𝜋𝑅3 – объем осредне-

ния. Осреднение произведено по обеим координатам 𝒓𝟏 и 𝒓𝟐. В подынтеграль-

ном выражении функция Грина осреднена по координате 𝒓𝟐, вектор 𝒚 выражает 

расстояние до поверхностей раздела фаз.  

Для полной постановки задачи на осредненную функцию Грина допол-

ним уравнение (11) условиями на внутренних границах: [𝜎𝜕𝑖
(𝑦)

𝐺(𝑦,2)]
𝒚=𝒙

= 0, 

[𝐺(𝑦,2)]
𝒚=𝒙

= 0 и условием на бесконечности 〈𝐺〉|∞ = 0.  

Для построения решения интегро-дифференциального уравнения с раз-

рывами (11) произведено преобразование суммы интегралов по поверхности 

∑
1

𝑉
∫ [𝜕𝑖

(𝑦)
𝐺] (𝑹𝟏 + 𝒚, 𝑹𝟐)𝑑𝑠𝑖𝑆𝑘

𝑘 . Идея заключается в переходе от суммы после-

довательности границ в интеграл. Полученный результат при этом должен яв-

ляться следствием сходящегося бесконечного в пределе ряда и выражать 
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осредненные статистически однородные и изотропные свойства гетерогенной 

структуры. При проведении выкладок учтено, что в силу последовательных пе-

реходов между фазами (фаза 1 переходит в фазу 2, затем фаза 2 переходит в фа-

зу 1 и так далее) сумма является знакопеременной. Элементарным структурным 

элементом фазы 2 является шар с радиусом 𝑎. Совокупность переходов для 

внутренних границ преобразовывается на пары последовательно идущих по-

верхностей разрыва. Структура полагается статистически однородной и изо-

тропной.  

Итоговое уравнение на осредненную функцию Грина имеет вид 

 
𝜕𝑖

(1)
𝜕𝑖

(1)〈𝐺〉(𝑹𝟏, 𝑹𝟐) − 𝐴2〈𝐺〉(𝑹𝟏, 𝑹𝟐) =
1

𝐵𝜎∗
𝛿(𝑹𝟏 − 𝑹𝟐), 

𝐴2 = 𝛽𝜀
(𝜎1 − 𝜎2)(𝑐1𝑏𝜎1 − 𝑐2𝑎𝜎2)

4𝜋𝐵𝜎1𝜎2

𝑎2

∆5
, 

  𝐵 = 1 +
𝛽

12𝜋

𝑎2

∆3

(𝜎1 − 𝜎2)(𝑐1𝑏𝜎1 − 𝑐2𝑎𝜎2)

𝜎1𝜎2
, 

 

(12) 

где 𝛽 – коэффициент формы (𝛽 = 2𝜋), 𝑏 – характерное расстояние для элемен-

тов фазы 2, ∆= 𝑎 + 𝑏, 𝜔 =
3𝜀

∆2
, 𝜀 – коэффициент [3], связанный с отношением 

масштаба ∆ к масштабу пространственного осреднения 𝑅. Решение имеет вид 

потенциала Юкавы 

 
〈𝐺〉(𝑟) = −

1

4𝜋𝐵𝜎∗

1

𝑟
𝑒−𝐴𝑟 , 

 
(13) 

известного из квантовой электродинамики и физики плазмы тем, что этим по-

тенциалом с физической точки зрения характеризуется переходный слой 𝐴−1, 

вызванный экранированием зарядов. Зарядами в анализируемом случае гетеро-

генной среды являются дельта-функции в определении обобщенной производ-

ной, а их разные знаки вызваны чередующейся сменой фаз. Совокупность этих 

дельта-функций как раз и характеризует совокупность точек границ раздела фаз 

в гетерогенной среде. Безразмерный параметр 𝐵 в решении (13) также является 

следствием конфигурации границ раздела фаз в гетерогенной среде и с точки 

зрения уравнения на функцию Грина (12) определяет эффективный заряд.  

Полученный результат является следствием нового подхода к конфигура-

ции интегралов по поверхности в уравнении на функцию Грина (11). Анализ 

этих интегралов представляет основную проблему теории смесей. 

Результат (13) выражает решение задачи многих тел в гетерогенной среде 

и отображает коллективное влияние фаз на распространяющееся поле по си-

стеме.  

Произведено получение эффективного модуля 𝜎∗, отображающего иско-

мую информацию о гетерогенной структуре и входящего в осредненные урав-

нения 

𝜕𝑖〈𝑗𝑖〉 = 0, 〈𝑗𝑖〉 = 𝜎∗𝜕𝑖〈𝜑〉, 

где 〈𝑗𝑖〉 – осредненный поток, 〈𝜑〉 = 𝑐1〈𝜑1〉 + 𝑐2〈𝜑2〉, 〈𝑗𝑖〉 = 𝑐1〈𝑗𝑖
1〉 + 𝑐2〈𝑗𝑖

2〉. 
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Для получения модуля 𝜎∗ применялся метод условных моментов. Итого-

вое выражение по вычислению эффективного модуля дается формулой 

 𝜎∗ = 〈𝜎〉 + 𝑐1𝑐2(𝜎′)2(1 + 𝑅(𝟎)(𝜎∗ − 𝜎′′))−1𝑅(𝟎),  (14) 

где 𝜎′ = 𝜎1 − 𝜎2, 𝜎′′ = 𝑐1𝜎2 + 𝑐2𝜎1. Интегралы 𝑅(𝟎) получаются в результате 

применения условного осреднения и преобразования Фурье к построенному че-

рез функцию Грина решению и входят в соотношение 𝑅𝑖𝑗(𝒌) = 𝑅(𝒌)𝛿𝑖𝑗. С уче-

том найденной осредненной функции Грина (13) вычисление интегралов 𝑅𝑖𝑗(𝟎) 

приводит к выражению 

 

𝑅𝑖𝑗 = −
𝛾

3

1

𝜎∗
𝛿𝑖𝑗 , 𝛾 =

1

𝐵
(1 −

𝐴2

(𝐴 +
1

𝛼𝑐1𝑎)
2). 

 

(15) 

Подставив результат (15) в формулу (14), получим эффективный коэффициент 

переноса 

 
𝜎∗ = 𝑐1𝜎1 + 𝑐2𝜎2 −

𝑐1𝑐2(𝜎1 − 𝜎2)2

𝑐1𝜎2 + 𝑐2𝜎1 +
3 − 𝛾

𝛾
𝜎∗

. 
 

(16) 

Найденный в рамках метода условных моментов эффективный коэффициент 𝜎∗ 

является следствием рассмотрения производных в обобщенном смысле, в ре-

зультате которого имеем параметр 𝛾 ≠ 1, определяемый выражением (15) и яв-

но учитывающий характерные размеры фаз неоднородной системы (микро-

структуру системы). В частном случае 𝐴 = 0, 𝐵 = 1 параметр 𝛾 = 1 и получен-

ные эффективные коэффициенты согласуются с рядом существующих подхо-

дов. Случай 𝛾 = 1 характеризует пренебрежение границами раздела фаз (либо 

интегральным занулением их влияния на поле). 

В разделе 2.3, по аналогии, проведена гомогенизация в вязкоупругих гете-

рогенных средах с учетом коллективного влияния границ. В качестве исходной 

модели использована стационарная изотропная модель линейной теории упру-

гости (3). Обобщение на распространение вязкоупругого поля по гетерогенной 

среде сделано, базируясь на структурной идентичности уравнений линейной 

теории упругости и вязко-упругости [Кристенсен Р.М., 1982]. 

На основе модифицированного концепцией обобщенной производной опе-

ратора упругого линейного уравнения и проведенного осреднения сформулиро-

вана задача многих тел в гетерогенной среде на функцию Грина:  

 𝜆𝑖𝑗𝑚𝑙
∗ 𝜕𝑗

(1)
𝜕𝑙

(1)〈𝐺𝑚𝑝〉(𝑹𝟏, 𝑹𝟐) + 

+ 𝜆𝑖𝑗𝑚𝑙
∗ ∑

1

𝑉
∫ [𝜕𝑙

(𝑦)
𝐺𝑚𝑝(𝑹𝟏 + 𝒚, 𝑹𝟐)] 𝑑𝑠𝑗

𝑆𝑘𝑘

= 𝛿𝑖𝑝𝛿(𝑹𝟏 − 𝑹𝟐). 

 

(17) 

Для полной постановки задачи на осредненную функцию Грина уравне-

ния (17) дополнены условиями на внутренних границах: [𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽𝜕𝛽
(𝑦)

𝐺𝛼𝑝(𝑹𝟏 +



16 

𝒚, 𝑹𝟐)] = 0, [𝐺𝑚𝑝(𝑹𝟏 + 𝒚, 𝑹𝟐)] = 0 и условием на бесконечности 〈𝐺𝑚𝑝〉|
∞

= 0. 

Условие [𝐺𝑚𝑝(𝑹𝟏 + 𝒚, 𝑹𝟐)] = 0 учтено при выводе уравнения (17). 

Для построения решения интегро-дифференциального уравнения с раз-

рывами (17) следует провести преобразование члена 

𝜆𝑖𝑗𝑚𝑙
∗ ∑

1

𝑉
∫ [𝜕𝑙

(𝑦)
𝐺𝑚𝑝(𝑹𝟏 + 𝒚, 𝑹𝟐)] 𝑑𝑠𝑗𝑆𝑘

𝑘 . В работе [2] применительно к исследо-

ванию электрических свойств гетерогенной среды представлен соответствую-

щий алгоритм действий, основная идея которого заключается в переходе от 

суммы последовательности внутренних границ в интеграл.  

Основываясь на работе [2], приведено итоговое дифференциальное урав-

нение на осредненную функцию Грина 

 (𝜆𝑖𝑗𝑚𝑙
∗ + 𝐷𝑖𝑗𝑚𝑙)𝜕𝑗

(1)
𝜕𝑙

(1)〈𝐺𝑚𝑝〉(𝑹𝟏, 𝑹𝟐) − 𝜔𝐷𝑖𝑙𝑚𝑙〈𝐺𝑚𝑝〉(𝑹𝟏, 𝑹𝟐) = 

 = 𝛿𝑖𝑝𝛿(𝑹𝟏 − 𝑹𝟐), 

𝐷𝑖𝑗𝛼𝛽 = 𝐷1𝛿𝑖𝑗𝛿𝛼𝛽 + 2𝐷2𝐼𝑖𝑗𝛼𝛽 , 

𝐷1 =
𝛽

6𝜋

𝑎2

∆3
(𝐾∗ −

2

3
𝜇∗)

(𝐾1 − 𝐾2)(𝑐1𝑏𝐾1 − 𝑐2𝑎𝐾2)

𝐾1𝐾2
, 

  𝐷2 =
𝛽

6𝜋

𝑎2

∆3
𝜇∗

(𝜇1 − 𝜇2)(𝑐1𝑏𝜇1 − 𝑐2𝑎𝜇2)

𝜇1𝜇2
. 

 

(18) 

Проведенные операции по получению уравнения (18) концептуально идентич-

ны работе [2]. Отличие технического плана связано с тензорным видом уравне-

ния (17), что отражается при преобразовании члена 𝜆𝑖𝑗𝑚𝑙
∗ [𝜕𝑙

(𝑦)
𝐺𝑚𝑝(𝑹𝟏 + 𝒚, 𝑹𝟐)] 

на основе граничного условия [𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽𝜕𝛽
(𝑦)

𝐺𝛼𝑝(𝑹𝟏 + 𝒚, 𝑹𝟐)] = 0. 

С учетом представленных гипотез найдено решение этой задачи, характе-

ризующее переходный слой и отображающее коллективное взаимодействие фаз 

при распространении вязкоупругого поля по гетерогенной среде. Ответ имеет 

следующий вид: 

 
〈𝐺𝑖𝑝〉(𝒓) = −

1

4𝜋

𝛿𝑖𝑝

𝜇∗ + 𝐷2

𝑒−𝛿1𝑟

𝑟
+

1

4𝜋

1 

𝜔(𝐷1 + 4𝐷2)
𝜕𝑖𝜕𝑝

𝑒−𝛿1𝑟 − 𝑒−𝛿2𝑟

𝑟
, 

𝛿1
2 =

𝜔(𝐷1 + 4𝐷2)

𝜇∗ + 𝐷2
, 𝛿2

2 =
𝜔(𝐷1 + 4𝐷2)

𝐾∗ +
4
3 𝜇∗ + 𝐷1 + 2𝐷2

. 

 

(19) 

С учетом найденного решения для осредненной функции Грина в рамках мето-

да условных моментов получены эффективные коэффициенты упругости 

 
𝐾∗ = 𝑐1𝐾1 + 𝑐2𝐾2 −

𝑐1𝑐2(𝐾1 − 𝐾2)2

𝑐1𝐾2 + 𝑐2𝐾1 +
4
3 𝛾2𝜇∗

, 
 

(20) 
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𝜇∗ = 𝑐1𝜇1 + 𝑐2𝜇2 −
𝑐1𝑐2(𝜇1 − 𝜇2)2

𝑐1𝜇2 + 𝑐2𝜇1 + 𝛾2

𝜇∗ (
3
2

𝛾1𝐾∗ + (
7
3

𝛾2 − 𝛾1) 𝜇∗)

𝛾1𝐾∗ + (
8
3

𝛾2 −
2
3

𝛾1) 𝜇∗

, 

интегрально учитывающие микроструктуру системы (физические свойства и ха-

рактерные размеры фаз) в явном виде. Найденное решение выражает решение за-

дачи многих тел в гетерогенной среде, сформулированной на основе формализма 

обобщенной производной. Данный раздел сформирован статьей [3]. 

Выводы по главе 2. На основе индикаторной функции, входящей в функ-

ционал внутренней энергии, и с использованием вариационного исчисления 

получена формула для обобщенной производной, учитывающая влияние внут-

ренних границ гетерогенной среды, разделяющих фазы с разными физическими 

свойствами, на распространение поля по ней и приводящая к интегро-

дифференциальному уравнению переноса. Использование концепции обобщен-

ной производной приводит к формулам пространственной теоремы осреднения 

в рамках теории смесей. На основе введенного формализма сформулирована 

задача многих тел на функцию Грина для гетерогенной среды и найдено ее ре-

шение, отображающее коллективное влияние фаз на распространение поля по 

гетерогенной среде. Решение интегро-дифференциального уравнения с разры-

вами на осредненную функцию Грина основано на анализе соответствующего 

оператора и имеет вид потенциала Юкавы, характеризующего с физической 

точки зрения переходный слой, вызванный экранированием зарядов. Получен-

ные эффективные коэффициенты переноса интегрально учитывают микро-

структуру системы (упругие, вязкоупругие, электрические свойства фаз и ха-

рактерные размеры) в явном виде и согласуются в частных случаях с суще-

ствующими подходами. 
 

В главе 3 представляется получение и анализ эффективных коэффициен-

тов линейной теории упругости при произвольной размерности рассматривае-

мого пространства с учетом формализма обобщенной производной. Получен-

ные эффективные коэффициенты анализируются на всем интервале объемной 

концентрации при существенно различающихся упругих свойствах фаз. Стро-

ятся асимптотические решения, на основе которых исследуются свойства не-

сущей фазы и структурного фазового перехода. Анализируется переход от не-

связного распространения поля по системе к макроскопически связному и су-

ществование при этом признаков фазовых переходов. 

В качестве исходной модели использована стационарная изотропная мо-

дель линейной теории упругости в форме 

 
𝛻𝑗𝜎𝑖𝑗 = 0, 𝜎𝑖𝑗 = 𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽𝜀𝛼𝛽 , 𝜀𝛼𝛽 =

1

2
(𝛻𝛽𝑢𝛼 + 𝛻𝛼𝑢𝛽), 

𝛻𝑗(𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽𝛻𝛽𝑢𝛼) = 0, 

 

(21) 



18 

𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽 = (𝐾 −
(𝑛 − 1)

𝑛
𝜇) 𝛿𝑖𝑗𝛿𝛼𝛽 +

1

2
(𝑛 − 1)𝜇(𝛿𝑖𝛼𝛿𝑗𝛽 + 𝛿𝑖𝛽𝛿𝑗𝛼), 

где параметр 𝑛 характеризует размерность исследуемого пространства, в кото-

ром исследуются поля. Тензор 𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽 имеет такой вид, чтобы девиаторная со-

ставляющая, характеризуемая сдвиговым модулем 𝜇, имела нулевой след, и 

объемный модуль 𝐾 определялся шаровой составляющей. При этом учитыва-

ются соотношения для символов Кронекера 𝛿𝑖𝑗, 𝛿𝑖𝑗𝛿𝑖𝑗 = 𝑛. Система (21) допол-

нена граничными условиями на бесконечно удаленной границе и на конфигу-

рации внутренних границ [2]. В системе уравнений (21) производная 𝛻𝛼 харак-

теризует обобщенную производную (1). 

На основе метода условных моментов из исходной модели (21) получен 

осредненный закон Гука 〈𝜎𝑖𝑗〉 = 𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽
∗ 〈𝜀𝛼𝛽〉, содержащий в эффективном тензоре 

упругости 𝜆𝑖𝑗𝛼𝛽
∗  искомые эффективные коэффициенты 𝐾∗, 𝜇∗.  

Члены 𝑅𝑗𝑘𝑝𝑞 при проведении вычислений имеют вид 

𝑅𝑗𝑘𝑝𝑞 = −𝛾
1

𝑛

2

𝑛 − 1

1

𝜇∗
𝐼𝑗𝑘𝑝𝑞 + 𝛾

1

𝑛2 + 2𝑛

2
𝑛 − 1

𝐾∗ +
𝑛 − 2

𝑛
𝜇∗

𝜇∗ (𝐾∗ +
(𝑛 − 1)2

𝑛
𝜇∗)

(𝛿𝑗𝑘𝛿𝑝𝑞 + 2𝐼𝑗𝑘𝑝𝑞). 

При получении членов 𝑅𝑗𝑘𝑝𝑞 проведены выкладки по нахождению функции 

Грина (с учетом действующих на нее вторых производных) в пространстве раз-

мерности 𝑛.  

Итоговые эффективные коэффициенты имеют вид 

 
𝐾∗ = 𝑐1𝐾1 + 𝑐2𝐾2 −

𝑐1𝑐2(𝐾1 − 𝐾2)2

𝑐1𝐾2 + 𝑐2𝐾1 + 𝐾∗ 1 − 𝛾
𝛾 + 𝜇∗(𝑛 − 1)

𝑛 − 1
𝛾𝑛

, 

          𝜇∗ = 𝑐1𝜇1 + 𝑐2𝜇2 −
𝑐1𝑐2(𝜇1 − 𝜇2)2

𝑐1𝜇2 + 𝑐2𝜇1 +

𝜇∗ ((
𝑛

2𝛾 +
1 − 𝛾

𝛾 ) 𝐾∗ +
(𝑛 − 1)

2𝛾 (𝑛 + 1 − 2𝛾 −
2
𝑛) 𝜇∗)

𝐾∗ + (𝑛 − 1)𝜇∗

. 

 

(22) 

При 𝛾 = 1 и 𝑛 = 3 полученные эффективные коэффициенты согласуются с ре-

зультатами в рамках ряда существующих методов. 

Полученные эффективные коэффициенты анализируются на всем интер-

вале объемной концентрации при существенно различающихся упругих свой-

ствах фаз. Построены асимптотические решения, предсказывающие несущую 

фазу и структурный фазовый переход. При увеличении относительной разности 

упругих коэффициентов фаз 𝐾1, 𝜇1 ≪ 𝐾2, 𝜇2 эффективные коэффициенты 𝜇∗, 𝐾∗ 

по обе стороны от критической концентрации 𝑐2crit стремятся к найденным 

асимптотическим формулам. Для произвольной эффективной размерности 𝑛 и 

при 𝛾 = 1 условие на критическую концентрацию имеет вид 

 (𝑛 + 1)𝑐2crit = 2.  (23) 

При 𝑛 = 3 имеем полученное значение 𝑐2𝑐𝑟𝑖𝑡 = 0.5. При 𝑛 = 2 следует 𝑐2crit =
2/3, 𝑛 = 1 дает 𝑐2crit = 1. Эффективные коэффициенты (22) отображают необ-
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ходимость увеличения концентрации проводящей фазы для связного распро-

странения поля по ней в гетерогенной среде при уменьшении размерности рас-

сматриваемого пространства, в котором распространяется поле. То есть при 

меньшем числе внутренних связей нужна большая концентрация проводящей 

фазы. 

Получен параметр 𝜀~√
𝜇1

𝜇2
, выражающий -окрестность критической точки. 

Исходя из проведенной оценки, показано, что в критической точке 𝜇∗~√𝜇1𝜇2. И 

при переходе через критическую точку эффективный модуль 𝜇∗ совершает су-

щественно увеличивается 𝜇∗ ≪ √𝜇1𝜇2 до значения 𝜇∗ ≫ √𝜇1𝜇2. Согласно про-

веденным выкладкам по разные стороны от критической точки при 𝑛 = 3 име-

ют место разные асимптотики, меняющиеся от 𝜇∗~𝜇1(𝑐2crit − 𝑐2)−1 до 

𝜇∗~𝜇2(𝑐2 − 𝑐2crit)1. 

В случае 𝛾 = 1 и 𝑛 = 3 при концентрации 𝑐2 = 𝑐2crit = 0,5 начинает про-

исходить макроскопически связанное распространение исследуемого поля 

упругости по фазе с параметрами 𝐾2, 𝜇2 в структуре (эффект перколяции). Опи-

санное поведение иллюстрирует рис. 1. 

     
Рис 1. График зависимости эффективного 

модуля сдвига, нормированного на модуль 

сдвига фазы 1 от объемной концентрации фа-

зы 1. 

Рис. 2. Поведение модуля производной эф-

фективного сдвигового коэффициента |
𝑑𝜇∗

𝑑𝑐1
|, 

нормированного на модуль 𝜇1 в зависимости 

от объемной концентрации фазы 1 

 

На рис. 2 отражено поведение модуля производной эффективного сдвиго-

вого коэффициента |
𝑑𝜇∗

𝑑𝑐1
|, нормированного на модуль 𝜇1 в зависимости от кон-

центрации фазы 𝑐1 при 𝐾1, 𝜇1 ≪ 𝐾2, 𝜇2. 

Исходя из представленного анализа, при конечном отношении парамет-

ров упругости фаз 𝐾1, 𝜇1 ≪ 𝐾2, 𝜇2 полученные эффективные коэффициенты 

𝐾∗, 𝜇∗ характеризуются не только существенным изменением своих значений в 

малой -окрестности критической точки 𝑐2𝑐𝑟𝑖𝑡, но и резким изменением в пове-
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дении первых производных от соответствующих эффективных коэффициентов 

в этой 𝜀-окрестности. Найденная информация о фазовом переходе как первого 

рода, так и второго отражает нетривиальное поведение эффективных коэффи-

циентов в случае 𝐾1, 𝜇1 ≪ 𝐾2, 𝜇2. Наличие малой, но ненулевой -окрестности 

при анализе эффективных коэффициентов возникает как следствие конечного 

отношения упругих параметров фаз и отображает переходное состояние в по-

ведении структуры. 

На основе проведенного анализа дается сопоставление с результатами в 

рамках существующих подходов и с имеющимися данными по коллоидам, гра-

нулированным средам и суспензиям. Приводится сопоставление с работой 

[Радин С., 2008], в которой исследуется случайная плотная упаковка сфер. Дан-

ная упаковка представляется как состояние гранулированной среды, соответ-

ствующее структурному фазовому переходу, проявляющему признаки фазовых 

переходов первого и второго рода. Указывается на структурный фазовый пере-

ход в коллоидах, отображающий изменение сопротивления нагрузке и вклад в 

упорядоченность структуры (структурное изменение). Основу данной главы 

формирует статья [4]. 

Выводы по главе 3. Произведено обобщение эффективных коэффициен-

тов на случай заданной размерности пространства с учетом формализма обоб-

щенной производной. Из анализа найденных эффективных коэффициентов, 

примененного для гетерогенных сред с существенно различающимися свой-

ствами фаз, найдена критическая точка с соответствующей ей окрестностью и 

разное асимптотическое поведение по обе стороны от окрестности критической 

точки. Предсказано наличие несущей фазы и структурного фазового перехода 

(перколяции). Структурный фазовый переход отображает переход фазы от не-

связного распространения поля по системе к макроскопически связному. 

 

В главе 4 используются результаты полученной теории для сопоставле-

ния с экспериментальными данными и обоснования способа создания объемно-

го изделия на основе гетерогенного материала с заданными физико-

механическими свойствами и составом. В рамках анализа гетерогенного мате-

риала, полученного методом холодного газодинамического напыления с после-

дующей лазерной обработкой, приводится математическая модель, учитываю-

щая процесс растворения и протекание химической реакции. Проводится сопо-

ставление с экспериментальными данными, включающими сравнение с компо-

зитными материалами, пористыми материалами, фильтрационными свойства-

ми, суспензиями. 

В разделе 4.1 исследуются упругие свойства материала, полученного ме-

тодом холодного газодинамического напыления с лазерной обработкой. Изу-

чаются причины уменьшения размера частиц карбида бора B4C под действием 

лазерного луча и химический состав материала, в котором содержится “поте-

рянный” материал частиц B4C. Об изменении микроструктуры исследуемого 

материала свидетельствует уменьшение в 2–3 раза размера частиц B4C вслед-
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ствие фрагментации под действием лазерного луча [Фомин В.М., и др., 2019]. 

Одной из причин уменьшения размера частиц B4C является наличие химиче-

ских реакций с Ti из подложки, что приводит к изменению состава керамики.  

По-видимому, основной реакцией является экзотермическая реакция 3Ti + 

B4C=TiC + 2TiB2, протекающая при температуре, равной 900°𝐶, что меньше 

температуры плавления Ti (1700 °𝐶) и B4C (2350 °𝐶). Еще одной причиной 

уменьшения размеров частиц карбида бора является их растворение в расплав-

ленных металлах Ni и Ti.  

Разработана модель, учитывающая процесс растворения и наличие хими-

ческой реакции 3Ti+B4C=TiC+2TiB2. Уравнения в нуль-мерном приближении, 

описывающие химическую реакцию, имеют вид 

 𝑑𝑛B4C

𝑑𝑡
= −𝛾𝑛B4C − 𝑘𝑛Ti

3 𝑛B4C,
1

3

𝑑𝑛Ti

𝑑𝑡
= −𝑘𝑛Ti

3 𝑛B4C, 
 

(24) 

где 𝑛B4C – концентрация частиц B4C в твердом состоянии, 𝑛Ti – концентрация в 

подложке непрореагировавшего Ti; 𝑘 – константа химической реакции; пара-

метр 𝛾 определяет скорость растворения. В математической модели (24) пред-

полагается, что расплавленная часть B4C прореагировала с Ti либо раствори-

лась. Параметры 𝛾, 𝑘 считаются постоянными (в общем случае они зависят от 

площади контакта компонент, насыщения приграничных слоев и от температу-

ры). 

На основе проведенных выкладок и с использованием выражения для 

концентрации частиц в единице объема 𝑛B4C, а также считая 𝑐1(𝑡) = 𝑉0𝑛B4C(𝑡), 

𝑐10 = 𝑛0𝑉0, где 𝑉0 – объем частицы B4C, получена формула 

 𝑐1(𝑡) = 𝑐10 exp(−Г𝑡),  (25) 

определяющая объемную концентрацию B4C. Параметр Г содержит неизвест-

ные коэффициенты 𝛾 и 𝑘, которые определяются с использованием экспери-

мента по значениям концентраций и размеров частиц B4C в начальной и конеч-

ной структурах. Выражение для объемной концентрации B4C при характерном 

времени процесса ∆𝑡 можно представить в виде 𝑐1(∆𝑡) =
4

3
𝜋𝑅3𝑀1, где 𝑀1 – 

концентрация частиц B4C, вычисленная в предположении, что они имеют фор-

му шаров радиусов 𝑅. Формула для начальной объемной концентрации B4C 

имеет вид 𝑐10 =
4

3
𝜋𝑅0

3𝑀0. С учетом сказанного выше и соотношения (25) полу-

чаем равенство 
4

3
𝜋𝑅0

3𝑀0 exp(−Г∆𝑡) =
4

3
𝜋𝑅3𝑀1, из которого выражается пара-

метр Г. 

С использованием приведенных выше результатов проведены оценки 

упругих свойств материала, в котором исходный B4C перешел в соединение с 

титаном TiC+2TiB2 и исходный B4C растворился в Ni. 

В качестве исходной модели, позволяющей определить упругие свойства 

гетерогенного материала, использована стационарная изотропная модель ли-
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нейной теории упругости (3). При этом эффективные коэффициенты (22) рас-

смотрены при 𝑛 = 3, 𝛾 = 1. 

Для матричной никелевой фазы имеют место приближения 𝜇∗~𝜇2 ≪ 𝜇1 

(𝜇2/𝜇1~0.1), 𝐾∗~𝐾1, 𝐾2 ≫ 𝜇∗~𝜇2, где индексу 1 соответствует фаза включений 

(карбид бора), индексу 2 – связующая фаза (никель). С учетом этого эффектив-

ные модули упругости сводятся к приближенным выражениям 

 𝜇∗(𝑡) =
𝜇2

1 −
10
3 𝜋𝑅0

3𝑀0 exp(−Г𝑡)
, 𝐾∗(𝑡) =

𝐾1𝐾2

𝐾1 +
4
3 𝜋𝑅0

3𝑀0 exp(−Г𝑡) (𝐾2 − 𝐾1)
.  

(26) 

Эффективный сдвиговый модуль при малых концентрациях карбида бора 𝑐1 

имеет вид, аналогичный формуле Эйнштейна для вязкости суспензий. При 𝑐1 =
0.2 имеем 𝜇∗ = 2𝜇2. Объемный модуль упругости соответствует нижней грани-

це вилки Хилла или, что эквивалентно, 𝐾∗ соответствует формуле обратной 

теории смесей. В изучаемом материале удается получить объемную концентра-

цию карбида бора 𝑐1 ≈ 0,1 ÷ 0,2. При 𝑐1 ≈ 0,1 ÷ 0,2 происходит увеличение 

модуля сдвига практически в два раза. 

Приведены замечания. Первое замечание отображает оценку изменения 

упругих свойств Ni с растворенным в нем B4C с позиции теории смесей. При-

чем объемные концентрации являются функциями времени (анализируемая мо-

дель в данном случае отображает смену стационарных состояний). Второе за-

мечание связано с оценкой изменения модулей модифицированного никеля по 

формулам обратной теории смесей. Полученные эффективные коэффициенты 

при этом не содержат информации о существенном изменении упругих свойств 

исходного никеля. Третье замечание связано со случаем полного химического 

перехода исходного карбида бора в соединения TiB2 и TiC, при котором иссле-

дуемый гетерогенный материал имеет три фазы. Промежуточные состояния яв-

ляются следствием подаваемой на исходную систему энергии, что дает воз-

можность контролировать состав и свойства конечной структуры. 

Для понимания того, сколько тепла следует сообщить в систему, чтобы 

получить желаемую концентрацию частиц B4C и продуктов реакции (т.е. фак-

тически получить структуру с необходимыми свойствами), рассмотрена оце-

ночная формула 𝐸 =
𝑃

𝑣ℎ
, где 𝐸 [Дж/мм3] выражает количество энергии, которое 

поступило в единицу объема системы, 𝑃 [Дж/с] – мощность лазера, 𝑣 [мм2/с] – 

скорость сканирования, связанная с перемещением лазерного пятна определен-

ной площади, ℎ [мм] – толщина слоя. 

Таким образом, разобрана математическая модель, в которой учитывают-

ся процесс растворения частиц B4C и наличие химической реакции. Показана 

возможность управления упругими свойствами гетерогенного материала, обла-

дающего развитой микроструктурой, отличающейся от традиционных гетеро-

генных сред с механической смесью фаз, что является следствием протекания 

химических реакций и процесса растворения. Основная информация, приве-

денная в разделе, отображена в статье [5]. 
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В разделе 4.2 впервые представлено предсказание упругих свойств гете-

рогенного материала на основе титанового сплава Ti64 и борида титана TiB, 

полученного методом управляемого лазерного воздействия. Анализ проведен в 

рамках метода условных моментов. Коэффициенты упругости исследуемых фаз 

титанового сплава и борида титана отличаются менее чем на порядок. Исходя 

из этого определяемые по формуле (22) эффективные коэффициенты сводятся к 

упрощенным выражениям (вилки Хилла и Хашина-Штрикмана).  

 

 

 

 

 

Рис. 3. Зависимость эффективного модуля 

Юнга, нормированного на модуль Юнга 

Ti64 от объемной концентрации TiB.  

Точки – данные работы [ Morsi K., Patel V. 

V., 2007], крестом обозначен модуль Юнга, 

полученный в с помощью индентирования. 

 

 

На рис. 3 показана зависимость модуля Юнга для эффективной среды 𝐸∗, 

нормированного на модуль Юнга Ti64 в зависимости от объемной концентра-

ции TiB. 

Согласно данным источника [Morsi K., Patel V.V., 2007] при концентра-

ции TiB 𝑐2 = 0,1 эффективный модуль Юнга для получаемого материала вырос 

примерно на 20%, а при 𝑐2 = 0.2 эффективный модуль Юнга вырос примерно 

на 45%. Используемые формулы для соответствующих концентраций предска-

зывают возрастание на 15% и 33% процентов соответственно. Отклонение ин-

терпретируется тем, что в формулах (22) при 𝛾 = 1 не учитывается микро-

структурная особенность фазы TiB, которая представляет собой вискерсы. Но 

согласно приведенным в настоящей работе экспериментальным данным в ана-

лизируемой структуре вискерсы не образуются.  

Указано, что если в формулы (22) при 𝛾 = 1 подставить коэффициенты 

упругости, полученные в результате проведения индентирования, то при кон-

центрации 𝑐2 = 0.15 модуль Юнга 𝐸∗ увеличится примерно на 12% относи-

тельно значения модуля Юнга для матрицы Ti64 и получится результат  

𝐸∗ = 197 ГПа. Соответствующий результат близок к значению 200 ГПа, сле-

дующему из проведенного индентирования. 

Экспериментальные значения удовлетворительно согласуются с получен-

ными данными теоретического предсказания упругих свойств гетерогенной 

среды в рамках метода условных моментов. Основная информация, приведен-

ная в разделе, отображена в статье [6]. 
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В разделе 4.3 диссертации найденные результаты обобщены на вязко-

упругие свойства гетерогенной среды и проведены сопоставления с экспери-

ментальными данными для упругих и вязкоупругих характеристик. 

В рамках метода условных моментов получены осредненные уравнения, 

содержащие информацию о поведении как среды в целом, так и каждой фазы 

отдельно. На основании данных уравнений исследовано фильтрационное пове-

дение. В рамках вязкоупругого подхода получен закон фильтрации Дарси: 

 
〈𝑣𝑖

1〉 = −
𝑘

𝜂1
𝑝,𝑖 , 𝑘 =

2

3

1

𝛼2𝑐2

𝜂1

𝜂∗
, 𝜂∗ =

𝜂1

1 −
5
2

𝑐2

, 
 

(27) 

где 𝜂∗ – эффективный коэффициент сдвиговой вязкости, 𝛼−1 – осредненный 

масштаб неоднородности, 𝑐2 – объемная концентрация твердой фазы. Видно, 

что при увеличении концентрации твердой фазы 𝑐2 скорость падает (при том же 

градиенте давления); вследствие обратной зависимости средней скорости жид-

кой фазы от эффективной сдвиговой вязкости последняя увеличивается при 

увеличении концентрации твердой фазы 𝑐2, что ведет к уменьшению скорости 

фильтрации; при уменьшении масштаба неоднородности 𝛼−1 скорость филь-

трации уменьшается. При концентрации твердой фазы 𝑐2 > 0.4 фильтрация для 

данной модели прекращается. 

В рамках вязкого подхода (предел больших частот) коэффициент прони-

цаемости принимает следующий вид: 

 

𝑘 =
2

3

𝜁∗ +
11
6

𝜂∗

𝛼2𝑐2 (𝜁∗ +
4
3 𝜂∗)

𝜂1

𝜂∗
,         𝜁∗ =

4
3

𝜂∗𝑐2 + 𝜁1

𝑐1
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(28) 

где эффективные коэффициенты вязкости 𝜂∗, 𝜁∗ идентичны по структуре эф-

фективным коэффициентам упругости (22). Коэффициент проницаемости по-

лучился зависимым от соотношения вязкостей 𝜁1/𝜂1. При концентрации твер-

дой фазы 𝑐2 > 0.5 фильтрация для данной модели становится невозможной, т.к. 

эффективные свойства системы становятся пропорциональными вязкости твер-

дой фазы. 

Таким образом, из анализа осредненных уравнений с эффективными ко-

эффициентами обоснован структурный вид закона фильтрации Дарси с коэф-

фициентом проницаемости, отражающим микроструктуру среды. Исходя из 

анализа эффективных коэффициентов, выделены условия на существование 

каркаса и связности пор. 

На основе формулы (28) проведено сравнение с экспериментальными 

данными источника [Дульнев Г.Н., Новиков В.В., 1991, с. 88] по определению 

зависимости коэффициента проницаемости 𝑘 = 𝑘(𝑐1) от концентрации пор. 

Рассмотрено три случая относительно диаметра волокон: 𝑑 = 20, 40, 70 мкм. 

На рис. 4 представлена соответствующая зависимость. 



25 

 
Приведенное сопоставление теории (для высокопористых сред) с экспе-

риментом показывает неплохое согласование, что оправдывает используемую 

однородную и изотропную стохастичность структуры. 

Проведено сравнение с экспериментом из статьи [Chong J.S., 1971], где 

исследуется гетерогенная двухфазная среда, представляющая собой суспензию, 

состоящую из стекла и полиизобутилена. Хорошее согласование с эксперимен-

том имеется до концентрации включений 𝑐2 ≅ 0,4. В модели вязкоупругости 

структурный фазовый переход происходит при концентрации 𝑐2 = 0,4, в моде-

ли вязкости при концентрации 𝑐2 = 0,5, в эксперименте при 𝑐2 ≅ 0,6. 

Ссылаясь на экспериментальные данные работы [Дульнев Г.Н., Нови-

ков В.В., 1991, с. 216], представлена зависимость эффективного модуля Юнга, 

нормированного на модуль Юнга эпоксидной смолы от концентрации наполни-

теля. Получено хорошее согласование с экспериментом. 

Проведено сравнение с данными работы [ Chen L.Y. et al., 2015], в которой 

исследуется нанокомпозит с включением SiC в матрицу Mg6Zn. Указано, что 

для гетерогенных сред, образованных микровключениями с несильно отличны-

ми физическими параметрами, получается хорошее совпадение теории и экспе-

римента. 

Проведено сравнение с экспериментом из статьи [Moshev V.V., 

Kozhevnikova L.L., 2000], где исследуется гетерогенный двухфазный материал, 

состоящий из резины и эпоксидной смолы. Указано, что предельная концентра-

ция в эксперименте не превышает отметки 0,5. Согласно изложенной теории в 

случае 𝐾1, 𝜇1 ≪ 𝐾2, 𝜇2 концентрация 0,5 является пределом стохастичного рас-

пределения — точкой структурного фазового перехода в механических смесях. 

Согласно [Moshev V. V., Kozhevnikova L.L., 2000], начальный угол наклона со-

ставляет 2,5. В теории получается такой же результат. 

Выводы по главе 4. На основе разработанной математической модели, 

учитывающей процесс растворения и протекание химической реакции, показа-

но, что итоговое состояние гетерогенного материала есть следствие подаваемой 

на исходную систему энергии, что дает возможность контролировать состав и 

свойства конечной структуры. На основе анализа осредненных уравнений ме-

Рис. 4. Проницаемость 𝑘 медных волокни-

стых материалов для жидкости в зависимо-

сти от концентрации пористости 𝑐1.  

Расчет: 𝑑 = 70  (1), 40 (2), 20 (3) мкм; экспери-

мент: 𝑑 = 70  (4), 40 (5), 20 (6) мкм [Дульнев 

Г.Н., Новиков В.В., 1991, с. 88]. 
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тодом условных моментов, с учетом анализа эффективных коэффициентов, 

представлено нахождение структурного вида коэффициента пропорционально-

сти (для высокопористых сред) в законе Дарси, отражающего микроструктуру 

среды. Проведенное сравнение полученных формул с экспериментальными 

данными показывает удовлетворительное согласование. 

В заключении подводятся итоги диссертационного исследования, изла-

гаются его основные результаты: 

1. На основе индикаторной функции, входящей в функционал внутрен-

ней энергии, и с использованием вариационного исчисления получена формула 

для обобщенной производной, учитывающая влияние внутренних границ гете-

рогенной среды, разделяющих фазы с разными физическими свойствами, на 

распространение поля по ней и приводящая к интегро-дифференциальному 

уравнению переноса.  

2. Использование концепции обобщенной производной приводит к фор-

мулам пространственной теоремы осреднения в рамках теории смесей.  

3. На основе введенного формализма сформулирована задача многих тел 

на функцию Грина для гетерогенной среды и найдено ее решение, отображаю-

щее коллективное влияние фаз на распространение поля по гетерогенной среде. 

Решение интегро-дифференциального уравнения с разрывами на осредненную 

функцию Грина основано на анализе соответствующего оператора и имеет вид 

потенциала Юкавы, характеризующего с физической точки зрения переходный 

слой, вызванный экранированием зарядов. 

4. Полученные эффективные коэффициенты переноса обобщены на слу-

чай заданной размерности пространства и интегрально учитывают микрострук-

туру системы (упругие, вязкоупругие, электрические свойства фаз и характер-

ные размеры) в явном виде, и согласуются в частных случаях с существующи-

ми подходами. 

5. Из анализа найденных эффективных коэффициентов, примененного 

для гетерогенных сред с существенно различающимися свойствами фаз, пред-

сказана несущая фаза и структурный фазовый переход (перколяция). 

6. На основе разработанной математической модели, учитывающей про-

цесс растворения и протекание химической реакции, показано, что итоговое со-

стояние гетерогенного материала есть следствие подаваемой на исходную си-

стему энергии, это дает возможность контролировать состав и свойства конеч-

ной структуры. 

7. На основе анализа осредненных уравнений методом условных момен-

тов, с учетом анализа эффективных коэффициентов, представлено нахождение 

структурного вида коэффициента пропорциональности (для высокопористых 

сред) в законе Дарси, отражающего микроструктуру среды.  

8. Проведенное сравнение полученных формул с экспериментальными 

данными показывает удовлетворительное согласование. 
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