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Kapitola 1

Ciselna osa, supremum a infimum

1.1 Zakladni ¢iselné mnoZiny

Uvedeme si piehled zakladnich ¢iselnych mnozin a jejich oznaceni. Uvazuji se
zejména tyto ¢iselné mnoziny:

e N={1,2,3,...,n,...} je mnozina vSech pfirozengch Cisel.

Prirozena cisla se pouzivaji napr. jako poradova cisla, tfeba pii zapisu c¢lent
posloupnosti: {a,} = a1, as,a3,...,an,....

e Np=4{0,1,2,3,...,n,..} =NU{0}

je pro nékteré autory také mnozinou vsech prirozenych Cisel a zapisuje se
jimi predevsim pocet prvki neprazdnych mnozin.

e Z={...,-2,—-1,0,1,2,...} je mnozina vSech celych ¢isel.

Cela cisla se pouzivaji napt. pro zapisy vztahujici se k periodi¢nosti funkei;
napf. funkce y = cotg x neni definovana pro x = kn, kde k € Z je libovolné
(celé) ¢islo.

e () — mnozina vsSech zlomkt {%, kde k € Z an € N} je mnozinou vsech
¢isel racionalnich.

Pouziva se napt. pii konstrukci nékterych méné obvyklych matematickych
objektt (viz dale). Mnozina Q je na ciselné ose husté usporadéna, mezi
kazdymi dvéma racionalnimi ¢isly lezi dalsi raciondlni ¢islo (napi. jejich
aritmeticky primeér); téz mezi kazdymi dvéma redlnymi ¢éisly lezi racionalni
¢islo. Desetinny rozvoj racionalnich ¢isel je ukonceny nebo periodicky, do-

Vv

staneme jej ze zlomku k/n délenim. Obréceny postup je jiz naro¢néjsi.

Uloha 1.1.1. Cislo a = 1,572 prevedte na obycejny zlomek.



Proni zpisob reseni. Periodicka ¢ast desetinného rozvoje cisla a je vlastné geo-
metrické rada, tedy:

a:15—|—7—2%—E—I-7—2+---:15—|—7—2 ! :---:E.
’ 102~ 10° 107 ’ 1031 — ﬁ 110
O
Druhy zpusob teseni. Vyuzijeme nekonecného periodického opakovani:
a=1,572,
100a = 157,272,
odkud po odecteni je
100a — a = 99a = 157,272 — 1,572 = 155, 7,
tedy a = % = %. O

e R — mnozina vSech ¢isel redlnych, je pro zakladni kurs matematické analyzy
zékladni ¢iselnou mnozinou (pokud neni fe¢eno jinak, budeme rozumét pod
pojmem ¢islo vzdy ¢islo redlné). Dostaneme ji tak, Zze vhodnym zptisobem
zavedeme iracionalni ¢isla.

Redlna ¢isla zobrazujeme na ¢iselné (realné) ose: je to piimka, na niz zvolime
bod O jako obraz ¢isla 0 (pocétek ¢iselné osy) a bod J jako obraz ¢isla 1, a

pomoci téchto dvou bodl pak na ni zobrazujeme vSechna realna ¢isla; body
na ¢iselné ose oznacujeme zpravidla primo zobrazovanymi ¢isly.

Pfi rozsitovani pojmu ¢islo z () na R vznikaji dvé otazky:
- zda existuje potfeba iracionélnich ¢isel (a jak je zavést),

- zda zobrazeni mnoziny R na ¢iselnou osu je bijekce, tj. zda i kazdy bod
¢iselné osy je obrazem néjakého realného cisla.

Véta 1.1.2. Neexistuje raciondlni cislo, jehoZ druhd mocnina by byla rovna 2.

Diikaz (sporem). Predpokladejme, Ze neni splnéno tvrzeni véty, ze tedy existuje
r € Q:r? =2 Cislor je zfejmé kladné; vyjadiime je jako zlomek v zéklad-
nim tvaru r = }5, tedy p, q jsou cisla nesoudélna a plati r¢ = p. Tuto rovnost
umocnime: 72¢® = p? | tj. 2¢°> = p* = p? je sudé, tedy i p je sudé, coZ zapiSeme
p =2k = 2¢* = 4k? = ¢* = 2k* = ¢? je sudé = ¢ je sudé = zlomek £ 1ze krétit
dvéma, a to je spor s predpokladem, ze tento zlomek je v zakladnim tvaru. [



Bez iracionélnich ¢isel (tj. v mnoziné Q) bychom tak napf. nedovedli zmérit
uhlopticku jednotkového Gtverce (neméla by délku). Existuje tedy potieba Cisel,
ktera nejsou racionalni a ktera jsme nazvali iracionalni.

Logika rozsifovani ¢iselnych obori fika, ze novy druh ¢isel zavadime pomoci
Cisel jiz difve definovanych. Pti zavadéni ¢isel realnych (tedy vlastné iracionalnich,
jen ta jsou nova) lze postupovat tak, Ze definujeme tzv. fez v mnoziné @) jako
kazdy rozklad mnoziny () na dvé t¥idy, dolni a horni, kde tedy kazdé racionalni
¢islo patii pravé do jedné z téchto tfid a kazdé cislo z horni t¥idy je vétsi nez
kazdé cislo z dolni t¥idy. Iracionélni cislo pak ztotoznime s takovym fezem, kde
v dolni t¥idé neni nejvétsi prvek a v horni tiidé neni prvek nejmensi. Napft. ¢islo
V2 je dano fezem v Q, kde do dolni tiidy patii vSechna é&isla zaporna a ta x
z nezdpornych, pro néz je x? < 2, do horni ti{dy pat¥i viechny zbyvajici racionalni
¢isla.

e Mnozinu vSech iracionalnich ¢isel oznac¢ime Q.

Plati:
QNQ' =0 a R=QUQ.

Vsimnéme si dekadického rozvoje: racionalni ¢isla maji dekadicky rozvoj
ukonceny nebo periodicky, iracionélni ¢isla maji sviij dekadicky rozvoj neu-
konéeny a neperiodicky (pro iracionalni ¢isla ¢asto zndme jen kone¢ny pocet
mist jejich dekadického rozvoje (napft. pro ¢islo 7)), ale neni to pravidlo.

Uloha 1.1.3. Napiste dekadickyj rozvoj takového iraciondlniho ¢isla, u néhoZ do-
vedeme jednoduse urcit cislici na libovolnem misté rozvoje.

Poznamka 1.1.4. Dulezita cesta k poznani mnoziny Q' vede pies mohutnosti mno-
Zin. Vime, ze mnoziny N, Z, a QQ jsou spocetné (prvky téchto mnozin lze usporadat
do posloupnosti), zatimco mnozina R (a tedy i Q') spocetnéd neni; fikdme, ze R
ma mohutnost kontinua.

e C — mnozina vSech ¢isel komplexnich; komplexni ¢isla zobrazujeme v Gaus-
soveé roviné.

Pro uvedené ¢iselné mnoziny plati:

NCcNocZcQcCRCC.

1.2 Vlastnosti ¢iselnych mnoZin

O relacich a operacich v ¢iselnych mnozinach a o jejich pfirozeném usporadani
pojednava podrobné algebra. Avsak i v matematické analyze se zabyvame mnoha
vyznamnymi ¢iselnymi mnozinami. Pti vysetfovani ¢iselnych mnozin se zabyvame
jejich vlastnostmi, o nichz déle pojedname.



Definice 1.2.1. MnozZina M se nazyva shora omezena < JL € R tak, ze
Vz € M plati < L. Toto ¢islo L se nazyva horni odhad (resp. horni zavora).
Mnozina M se nazyva zdola omezena < K € Rtak, ze Vx € M plati
x > K. Toto ¢islo K se nazyva dolni odhad (resp. dolni zévora).
Mnozina M se nazyvad omezend < je omezend shora i zdola.

Uloha 1.2.2. Kolik hornich (dolnich) odhadii md Ciselnd mnoZina? Vyjddrete,
co znamend, zZe dand mnozina M neni omezend shora, zdola, Ze neni omezend.Co
znamend, Ze ¢islo B neni hornim odhadem dané mnoziny?

Pokud néktery horni odhad mnoziny M patii do mnoziny M, pak jej na-
zyvame nejvétsi prvek mnoziny M a oznacujeme jej max M. Podobné nejmensi
prvek mnoziny M (definujte) ozna¢ujeme min M.

Uloha 1.2.3. Urcete nejuétsi a nejmensi proek mnoZiny

111 1 12 23 3 11
My=4¢1,-,— -, ... My=q -, —=, =, —=, =, — ... Ms=40,1,—-, -

1 { 7274787 }7 2 {27 2737 3747 47 }7 3 { ) 72737
Reseni. Mnozina M; ma nejvétsi a nema nejmensi prvek, M, nemé nejvétsi ani
nejmensi prvek, M3 ma prvek nejvétsi i nejmensi. O

| =

vvvvvv

Definice 1.2.4. Va,b € R, a < b, definujeme
uzavieny interval (a,b) = {z € R;a < x < b},
otevieny interval (a,b) = {z € R;a < z < b},
a podobné (a, b) a (a,b).

VSechny tyto intervaly maji délku b — a.

Definice 1.2.5. Mnozinu (a,+00) = {x € R;x > a} nazyvame neomezeny in-
terval. Podobné (a,+00), (—o0,b), (—00,b).
Mnozinu R zapisujeme téz jako (—oo, +00).

Nekdy uvazujeme téz degenerované intervaly: (a,a) = {a}, (a,a) = 0 (prazdna

mnozina). Pojmem interval budeme vsak déle vzdy rozumét nedegenerovany in-
terval.

Definice 1.2.6. Absolutni hodnota ¢isla a € R se oznacuje |a| a je definovana
takto:
a pro a > 0,

—a proa < 0.

VaeR: |a| = {
Véta 1.2.7 (vlastnosti absolutni hodnoty). Va,b € R plati
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. |la| >0, pricemz |a| =0 < a =0,

2. | —al = lal,
3. la+0b| < |a|+ |b] (trojuhelnikovou nerovnost),
4. la—0b] > |a] - [b],
5. |abl = lal - |0],
_la |al
. prob =
6. prob#0 je 2 0]

Vlastnost 3 muzeme zobecnit (dikaz matematickou indukei):
(3)VneN Va; e R:|ag+ag+---+an| < |a|+|az|+- -+ ]|an|, nebo zkracené

n n
> <) lail
=1 =1

Geometricky vgznam absolutni hodnoty: |a| znadi vzdéalenost obrazu ¢isla a od
pocatku ¢iselné osy, |a — b| (= |b — a|) vzdalenost obrazil ¢isel a,b na ¢iselné ose.

Uloha 1.2.8. Reste nerovnice a rovnici:
a) |z —3| <2,

b) 2|z + 2| — 3|z| — 2z > 4,

) 3 3
c) —3—1x+§\x+1\—é—l|x—2|:0.

1.3 Supremum a infimum

Definice 1.3.1. Necht M Cc R, M # (. Cislo € R nazyvame supremum
mnoziny M a piseme [ = sup M, pravé kdyz ma tyto dvé vlastnosti:

(1) Ve e M -z < 3,
(2) VBr < p3z' € M : 2" > 1.

Vlastnost (1) znamenad, Ze 3 je horni odhad, vlastnost (2) ¥ik4, ze /3 je ze vSech
hornich odhadt nejmensi, tedy: sup M je nejmensi horni odhad (zavora) mnoziny
M. 7 definice ovSem nijak neplyne, Ze takovy nejmensi horni odhad existuje.

Definice 1.3.2. Necht M C R, M # (). Cislo o € R nazyvame infimum mnoziny
M a piseme a = inf M, pravé kdyz ma tyto dvé vlastnosti:

(1) Vee Mz > a,

10



(2) Var > a3z’ e M : 2’/ < .

Vlastnost (1) znamend, Ze « je dolni odhad, vlastnost (2) fika, ze « je ze vSech
dolnich odhadt nejvétsi, tedy: inf M je nejvétsi dolni odhad (zévora) mnoziny
M. 7 definice opét nijak neplyne, ze takovy nejvétsi dolni odhad existuje.

. 123

Uloha 1.3.3. Urcete sup M a inf M pro mnoZinu M = {5, IR }

Dikaz. Plati sup M = 1, nebot vSechny prvky mnoziny M jsou pravé zlomky a
jsou tedy mensi nez 1; jestlize vSak vezmeme libovolné ¢islo r» < 1, existuje vzdy
v M prvek -5, ktery je vétsi nez r. Dale inf M = %, nebot zadny prvek M neni
mensi nez %, a kdyz zvolime libovolné ¢islo s > %, pak vzdy pravé pro prvek %
plati % < s. Pritom sup M neni a inf M je prvkem zadané mnoziny M. O]

Tedy: supremum a infimum mnoziny mohou, ale nemusi byt prvky této mno-
ziny. Pokud sup M je prvkem mnoziny M, je jejim nejvétsim prvkem; podobné
pro inf M. Také naopak, pokud ma M nejvétsi prvek, je to soucasné sup M;
podobné pro nejmensi prvek.

Véta 1.3.4 (o existenci suprema a infima). 1) KaZdd neprdzdnd shora ome-
zend mnozina redlnych ¢isel md supremum.

2) Kazdd neprdazdnd zdola omezend mnoZina redlngch ¢isel md infimum.

Tuto vétu budeme povazovat za axiom vyjadiujici zakladni vlastnost c¢iselné
osy. Tedy: existuje bijekce mnoziny R na ¢iselnou osu — kazdé realné cislo 1ze
zobrazit na ¢iselné ose a kazdy bod ¢iselné osy je obrazem néjakého realného cisla.
Rikdme téz: ¢iselnd osa je spojitd. Pojmy ,¢islo“ a ,bod ¢iselné osy“ povazujeme
za synonyma a fikdme napt. ,bod xy“ misto ,¢islo xy* apod.

Pojmy supremum a infimum a véta o existenci suprema a infima jsou pro
matematickou analyzu velmi dulezité. Hraji podstatnou roli v fadé dikazu (viz
napf. dikaz Véty 1.4.5 o vloZenych intervalech) a pii definici dalsich dulezitych
matematickych pojmu.

Realna ¢isla a realita

Matematika svymi prostiedky modeluje realitu a pritom pouziva metody abs-
trakce: abstrahuje od mnoha vlastnosti realnych objektt (které mohou byt pro
realitu velmi vyznamné) a ponechava jen ty, které upotiebi pfi vytvafeni matema-
tickych modelt. Vytvari tak rizné abstraktni objekty, jako je bod, ¢tverec, ¢islo,
funkce, rada ad. Tyto abstraktni modely jsou velmi vhodné pro popis a studium
reality, ale presto nesmime zaménovat model a realitu. V urcitych pripadech se
nase realné predstavy a zkuSenosti dostavaji do rozporu s nékterymi matematicky
zcela presné definovanymi pojmy a vlastnostmi. Napf. v redlném Zivoté neni ne-
konecno, takze nékteré jeho vlastnosti odporuji nasim praktickym zkuSenostem,
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tfeba to, ze nekonecnd mnozina je ekvivalentni s nékterou svou pravou cCasti;
napf. mnozina vSech lichjch pfirozenych ¢isel ,mé tyz pocet prvka® (tj. stejnou
mohutnost) jako mnozina N. Podobné na zakladé zkuSenosti z realného svéta
je nepredstavitelné, ze Q' ma vétsi mohutnost nez Q (Ze iracionalnich ¢isel ,je
vice® nez ¢isel racionalnich. Nase zkusenost ika, ze kdyz vedle sebe jsou umistény
néjaké objekty, tak mezer mezi nimi je tak néjak stejné jako objektu (plarikovy
plot), ale u ¢isel raciondlnich a iraciondlnich je to tiplné a nepiedstavitelné jinak.
Mezi kazdymi dvéma cisly racionalnimi je alespon jedno ¢islo iracionalni a mezi
kazdymi dvéma ¢isly iracionalnimi je alespon jedno ¢islo racionalni, pricemz téch
iracionalnich mezi dvéma racionalnimi je mnozina mohutnosti kontinua, zatimco
racionalnich mezi dvéma iracionalnimi je jen spocetnd mnozina. Definice iracio-
nalnich ¢isel, at uz pouzijeme jakoukoli metodu, vytvaii jen matematicky model
a nikoli realitu. Spojitost ¢iselné osy, ktera se skladé z racionalnich a iracionalnich
bodt, si nelze predstavit; snad i proto, zZe v redlném svété je to jinak, tam nee-
xistuje zadna piimka a pohodu ¢iselné osy jako dobie fungujiciho matematického
modelu narusuji rtizné fyzikalni ¢astice.

1.4 Neékolik vét o realnych c¢islech a céiselnych
mnozinach

Véta 1.4.1 (o aritmetickém a geometrickém praméru). Jsou-li a,b libovolnd re-

alnd nezdporna cisla, pak jejich aritmeticky prumér (“TH’) je vetsi mebo roven

jejich praméru geometrickému (vVab), pricemz rovnost pruméri nastivd prdvé
pTi rovnosti obou cisel a, b.

Princip dukazu. Je tu vhodny ditkaz primy synteticky, pticemz se vyjde z platné
nerovnosti v/a — Vb > 0, jejiz Gpravou dostaneme tvrzeni. O]

Uloha 1.4.2. Vsimnéte si slovnd formulace véty. Prepiste ji do formy prevdiné
symbolicke a do formy zcela symbolickeé.

Véta 1.4.3 (Bernoulliova nerovnost). Vh € R, h > —1, h # 0, Vn € N, n > 2
platy
V(n): (1+h)">1+nh.

Princip dikazu. Matematickou indukci v 1. kroku dokazujeme V' (2) : (1 + h)? =
1+2h+h? > 1+ 2h, a ve druhém kroku dokazujeme implikaci V' (n) = V(n+1)
a to tak, Ze ve V(n) ndsobime obé¢ strany nerovnosti vyrazem (1 + h) a pak na
pravé strané vynechame ¢len nh?. O]

Bernoulliova nerovnost se pouziva napi. pii nékterych ditkazech vlastnosti
posloupnosti.
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Véta 1.4.4 (o rovnosti redlnych ¢isel). Necht p, ¢ € R. Jestlize Ve > 0 plati
p—al <&, pakp=gq.

Diikaz (sporem). Kdyby p # ¢, bylo by |p — ¢q| > 0. Zvolime-li ¢ = |p — ¢,
dostévame, Ze |p — q| < € a soucasné |p — q| = ¢, coz dava spor. Proto p=¢q. O

Tato jednoducha véta usnadnuje nékteré dikazy, napi. diikaz nasledujici véty.

Véta 1.4.5 (o vlozenych intervalech). Necht {.J,} je posloupnost omezengch uza-
viengch intervali J, = {(an,b,) takovych, Ze J, D Jy D J3 D --- . Pak existuje
bod xy, ktery lezi ve vSech intervalech J,, n € N. Jestlize navic Ve > 0dn € N
tak, Ze |J,| < e, je takovy bod ¢ jeding.

Princip dikazu. Uvazujeme mnozinu A vSech levych krajnich bodu a, intervalt
J, a mnozinu B jejich pravych krajnich bodi b,,; pro vSechna m,n € N plati
a, < b,,. Podle véty o existenci suprema tedy existuje & = sup A, pro néz a < b,,;
podobné existuje § = inf B a pro vSechna n € N plati a, < a < § < b,
tedy Vn € N : («, 5) C (an,by,). Pro dikaz tvrzeni véty staci volit zo € («, 3).
Je-li interval (o, 3) degenerovany, dostavame 1z, jednoznacéné. To nastava pravé
tehdy, kdyZ je splnéna druha podminka véty, tedy kdyz Ve > 0 dn € N tak, Ze
b, —a, < e. Jelikoz je f —a < b, —a, < ¢, je podle véty o rovnosti redlnych ¢isel
a=pf. n

Podminka véty, zajistujici jednoznacnost spoleéného bodu xy mtze byt for-
mulovana i takto: ,Jestlize posloupnost {|.J,,|} délek intervalt J,, je nulova ...«

Vétu o vlozenych intervalech pouzivame pii dikazech nékterych dilezitych
vlastnosti posloupnosti a funkci, zejména ve spojeni s tzv. Bolzanovou metodou
dtkazu.

1.5 Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné

Definice 1.5.1. Okolim bodu a nazveme kazdy otevieny interval (¢, d) kone¢né
délky, ktery obsahuje bod a (tj. kde a € (¢, d)); oznaceni okoli bodu a: U(a).

Tato definice je formulovana ve smyslu topologickém.
Véta 1.5.2 (vlastnosti okoli). Okoli bodu a md tyto vlastnosti:
(1) Pro kazdé U(a) je a € U(a).

(2) Ke kazdgm dvéma okolim Uy (a), Us(a) existuje okoli U(a) tak, Ze U(a) C
Ul(a) N UQ(CL).

(3) Je-lib € Ul(a), pak existuje Uy(b) tak, Ze U1(b) C U(a).
(4) Pro libovolna a # b existuji Uy(a), Ux(b) tak, Ze Ui(a) N Usx(b) = 0.
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Pro dilkazy nékterych vét je vhodnéjsi definovat okoli bodu a ve smyslu me-
trickém.

Definice 1.5.3. e-okolim bodu a, kde ¢ € R, € > 0, nazyvame interval (a —
g,a + ¢); oznaceni: U(a,e) nebo téz U(a).

Lehce ovétime, ze e-okoli mé vSechny uvedené vlastnosti okoli. Misto x &
Ula, ) 1ze rovnéz psét |z — al < e.

Definice 1.5.4. Prstencovym (redukovanym) okolim bodu a nazyvame mno-
zinu P(a) = U(a) \ {a}.

Podobné P(a,e) = U(a, ) \ {a}. Déle se definuje levé resp. pravé okoli bodu
a jako interval (¢, a) nebo (a — €, a) resp. (a,d) nebo (a,a + €); jsou to tzv. jed-
nostranna okoli. Jesté uvazujeme jednostrannd prstencovd (redukovand) okoli
— to kdyz z jednostranného okoli vypustime bod a.

Uzitim pojmu okoli bodu lze klasifikovat body z R vzhledem k dané ¢iselné
mnoziné M. Uvedeme si nyni zkracené definice nékterych dilezitych pojmi, po-
uzivanych v matematické analyze.

e Vnitrni bod mnoZiny M: Bod mnoziny M, ktery do M patiiis nékterym
svym okolim.

o Vnitrek mnozZiny M: Mnozina vSech vnitinich bodt mnoziny M.

e Hranicéni bod mnozZiny M: V kazdém jeho okoli existuje bod mnoziny
M a téz bod, ktery do M nepatii. (Hrani¢ni bod muzZe, ale nemusi patfit
do M.)

e Hranice mnozZiny M: Mnozina vSech hrani¢nich bodt mnoziny M.

e Vnéjsi bod mnoziny (vzhledem k mnoziné) M: Bod ¢iselné osy, ktery
neni vnitinim ani hrani¢énim bodem mnoziny M.

e Vnéjsek mnozZiny M: Mnozina vSech vnéjsich bodii mnoziny M.
e Mnozina M je otevrena: Kazdy jeji bod je jejim vnitinim bodem.
e Mnozina M je uzavrena: Obsahuje svou hranici.

e Uzdvér M mnoziny M: Sjednoceni mnoziny M a jeji hranice.

e Hromadny bod a mnoZiny M: V kazdém jeho prstencovém okoli lezi
alespoinl jeden bod mnoziny M.

e Izolovany bod mnoZiny M: Bod mnoziny M, ktery neni jejim hromad-
nym bodem.
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e Diskrétni mnoZina: Vsechny jeji body jsou izolované.

e Derivace M' mnoZiny M: Mnozina vSech hromadnych bodi mnoziny M.

Jelikoz vSechny tyto pojmy jsou zalozeny vlastné jen na pojmu okoli, setka-
vame se s nimi ve vSech prostorech, kde se pracuje s okolim. Na ¢iselné ose (na
rozdil napt. od roviny) vSak pracujeme i s pojmy ,levé okoli“ a ,pravé okoli“ a
miizeme tedy napi. definovat ¢ levy hromadny bod a pravy hromadny bod a téchto
pojmi skuteéné vyuzivame pii definovani jednostrannych limit funkce.

Uloha 1.5.5. Vsechny uvedené pojmy pouZijte pro mnozinu M = (—1,0) U

1 2 3
52,5}

1.6 Rozsirena realna osa

Je to model ¢iselné osy, kterou rozsitime o dva nové prvky: nevlastni cislo
+00 a nevlastni ¢islo —oo. Oznaceni rozsifené realné osy: R* = R U {—o00, +00}.

Zavedeni nevlastnich ¢isel nam umoznuje hloubéji, 1épe a jednoduseji formu-
lovat mnohé poznatky matematické analyzy.

Vlastnosti nevlastnich ¢isel

Na rozsitené realné ose definujeme prirozené usporadani a pocetni operace
tak, ze rozsifime pfislusna pravidla platna na R.

o Uspordadani: Vx € R: -00 < x < 400, zvIas§té -00 < +00 ; -(-00) = +00 ,
~(+00 ) =00, |+ 00| = | = 00| = +00.

e Okoli: U(+00) toto oznaceni budeme pouzivat pro kazdy interval (¢, +00) C
R*, ale pokud budeme pracovat na R, pouzijeme toto oznaceni (pro zjed-
noduseni vyjadfovani) téz pro intervaly (¢, +00) C R, coz jsou vlastné prs-
tencova okoli P(+00) na R*. Podobné pro U(—o0) a P(—00).

e Supremum a infimum: Pro mnozinu M, ktera neni shora omezena, je sup M =
“+00, pro mnozinu M, ktera neni zdola omezena, je inf M = —oc.

e Hromadné body: Definice je formalné stejna, tedy +oo nazveme hromadnym
bodem mnoziny M C R* < v kazdém jeho okoli P(+00) lezi alespoii jeden
bod mnoziny M. Podobné pro —oc.

Napi. mnozina Z vsech celych ¢isel ma hromadné body +o00 a —o0, supZ =
+00, inf Z = —o0, ale samoziejmé +o0o ¢ Z, —oco ¢ Z.
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Pocetni operace s nevlastnimi ¢isly

e Sc¢itani a odcitani: Vr € R definujeme

+a+(+00) = (+00)tx = x—(—00) = (+00)+(+00) = (+00)—(—

00) = 400,

+r+(—00) = (—o0)tr = +r—(+00) = (—00)+(—00) = (—00)—(+0) = —00.

e Nedefinujeme

(+00) = (+00),  (+00) +(=00), (=00) + (+00), (=00) = (=00).

e Ndsobeni: Vx € R, x > 0 definujeme

z - (+00) = (+00) - ¢ = (+00) - (+00) = (—00) - (—00) = +00,

7+ (=00) = (=00) - = (+0) - (=00) = (=00) - (+00) = —o0.

Podobné pro x < 0.
e Nedefinujeme

0 (+00), (+00):0, 0-(—-00), (—0o0)-0.

e Deleni: Vo € R definujeme

r x 0
(+o0)  (=o0)
Proz > 0 je
+00 —00
— =400, — = -0,
x x
pro x <0 je
+00 —00
— = —-00, — =+
x x

e Nedefinujeme

+00 +00

x 0
, , atd., — prozadné xr € R, tj. ani — mnebo
400 —00 0 proz ) 0

o Mocniny: Vn € N definujeme

(+00)" = 400, (F+00)™" =0, (—00)"=(-1)"-(400).

e Nedefinujeme



Poznamka 1.6.1. Z praktickych divodi se nékdy piSe misto +o00 jen oo, takze
napf. misto vyrazu (+00) + (+00) lze napsat jen oo+ co. Jestlize v8ak pracujeme
v komplexnim oboru, kde se zavadi jediné komplexni nekone¢no oznacované oo,
musime dat pozor na jeho odliseni od 400 z rozsifené realné osy R*.

Uloha 1.6.2. Vypoctéte

(—o0) 1200!

_ 5 (C50)3 - (100 — -
a = 400 3 + (—00)” - ( ) v
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Kapitola 2

Ciselné posloupnosti

2.1 Pojem posloupnosti

Definice 2.1.1. Kazdé zobrazeni N do R nazyvame ¢iselna posloupnost. Za-
pis: {an}:: nebo jen {a,}; a, se nazyva n-ty ¢len posloupnosti.

Definici ¢iselné posloupnosti 1ze zaloZit i na pojmu (realné) funkce; pak je to
funkce definovand na mnoziné N vSech pfirozenych ¢isel.

Zpusoby zadani posloupnosti

Ciselna posloupnost byva zadana nékolika pronimi cleny (tak, aby bylo patrné
pravidlo, jak vytvaret dalsi ¢leny, n-tym ¢lenem nebo rekurentné.

. 1 3 5 7
Uloha 2.1.2. Je ddna posloupnost 117 17> 790> T013

5 S o _ n—1
Reseni. a, = @n=2) (i) O]

-+ Urcete jeji n-ty clen.

Pti zadani n-tym clenem zase naopak lze z prislusného vzorce pocitat jednot-
livé ¢leny posloupnosti.
Uloha 2.1.3 (Piiklady ¢iselnych posloupnosti zadanych n-tym ¢lenem). {niﬂ},

{(=1)"-n}, {(1+ %)n}, {a-q¢" '}, {a+ (n—1)d}. Vypoctéte cleny ay, as, as,
Qy.

Rekurentni definice obsahuje zpravidla 1. ¢len (nebo nékolik prvnich ¢lent) a
pravidlo, jak vytvorit dalsi ¢len ze ¢lent predchézejicich.

Rekurentni definice aritmetickée posloupnosti: a; = a, a,y1 = a, + d.

Rekurentni definice geometrické posloupnosti: a1 = a, ani1 = an - q (¢ ¢
{0,1,—1}).
Uloha 2.1.4. Posloupnost {a,} je zaddna rekurentné takto: a1 = 1, apyq =

2
rimace.

1 (an + a1—0>; je to posloupnost aproximaci cisla v/10. Vypoctéte pruni ctyri apro-
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Uloha 2.1.5. Fibonacciova posloupnost {b,} je definovdna takto: by =1, by = 1,
bpio = byy1 + by. Vypoctéte pronich 10 clend této posloupnosti.

Posloupnost {a,} je tfeba odliSovat od mnoziny (vSech) jejich ¢lent (kdy se
téz uzivaji slozené zdvorky). Napifklad mnozina (viech) ¢lent posloupnosti {2}
je {1, %, %, . %, . }, mnozina (hodnot) ¢lenii posloupnosti {(—1)"} je {—1,1}.
Definice 2.1.6. Posloupnost {b,} se nazyva vybrand z posloupnosti {a,} (nebo
téZ podposloupnost) < 3 posloupnost piirozenych ¢isel ky < ko < kg < - -
tak, ze Vn € N je b, = ay,,.

Napf. posloupnost vSech prvocisel je vybrand z posloupnosti {n} vSech ¢isel
ptirozenych, ale neni vybrané z posloupnosti {2n-1} vSech ¢isel lichych.

2.2 Zakladni vlastnosti ¢iselnych posloupnosti

V této kapitole se dale zabyvame jen ¢iselnymi posloupnostmi.

Definice 2.2.1. Posloupnost se nazyva (shora, zdola) omezend < tuto vlast-
nost ma mnozina vSech jejich clenii.

Napf. posloupnost {2n — 1} je zdola omezend, neni omezend shora, neni ome-
zené. Posloupnost {(—1)"} je omezena shora i zdola, je omezend. Stacionarni
posloupnost {c} je omezena.

Definice 2.2.2. Posloupnost a se nazyva

rostouct < Vn € N plati a, < a1,

— klesajict < Vn € N plati a, > a,41,

— nerostouct < Vn € N plati a,, > a1,
— neklesajict < Vn € N plati a,, > a,41.

Spole¢ny nazev pro vSechny tyto druhy posloupnosti: posloupnosti monotonni
a pro prvni dva druhy: posloupnosti ryze monotonni.

Definice 2.2.3. Operace s posloupnostmi jsou definovany takto:
— nasobeni redalngm déislem c: c-{a,} = {c-a,};

— aritmetické operace (soucet, rozdil, soucin, podil): {a,} + {b,} =
{an + 0}, {an} = {bn} = {an — b}, {an} - {bn} = {an - ba}, {an} /{bn} =
{an/bn}, (pro b, # 0);

— opacéna posloupnost k {a,} je {—a,};

— rectproka posloupnost k {a,} je {1/a,} (pro a, #0).

19



2.3 Limita posloupnosti

Definice 2.3.1. Rikdme, 7e posloupnost {a,} md limitu a <
VU(a) 3dng € N tak,ze VYneN: n>ng = a, € U(a).

Je-li a € R, nazyva se a vlastni limita a posloupnost {a,} se nazyva konver-
gentni, pokud a = 00 , nazyva se a nevlastni limita. Neexistuje-li vlastni limita,
nazyva se posloupnost {a,} divergentni.

Zapisy: lim,, ., a, = a; lima, = a; a,, — a pro n — 400.

Posloupnost tedy bud konverguje nebo diverguje. V tomto druhém p¥ipadé
bud diverguje k +o0c nebo k —oo nebo osciluje (tj. nema limitu vlastni ani ne-
vlastni).

Napr. posloupnost {niﬂ} je konvergentni, ma limitu 1, stacionarni posloup-
nost {c} je konvergentni a ma limitu ¢, posloupnost {1—6‘0} je divergentni, méa
nevlastni limitu +o00, posloupnost {¢"} je pro ¢ < —1 divergentni, nema limitu
(osciluje).

Definice 2.3.2. Je-li V(n) néjaka vyrokova forma a plati-li, Ze vyrok
(Inp € N tak,ze VneN:n>ng= V(n))
je pravdivy, pak fikame, ze V(n) plati pro skoro vSechna n.

Pomoci tohoto vyjadieni lze vyjadfit definici limity posloupnosti napt. takto:
Definice 2.3.3. Rikdme, 7e posloupnost {a,} md limitu a < v kazdém okoli
U(a) lezi skoro vSechny ¢leny této posloupnosti.

Véty o limitach:
Véta 2.3.4. KazZdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.

Diikaz (sporem). Kdyby existovaly dvé limity a, b, pak by existovala disjunktni
okoli U(a), U(b) tak, ze pro skoro vechna n by mélo platit souc¢asné a,, € U(a),
a, € U(b), coz je spor. O

Véta 2.3.5. Ma-li posloupnost {a,} limitu, pak kaZdd posloupnost {b,} vybrand
z posloupnosti {a,} md tutéZ limitu.

Diikaz. Ozna¢me tuto limitu a; pak VU (a)3dng € N tak, ze Vn € N :n > ny =
a, € U(a); pro k, > ng je ovSem téz b, = ax, € U(a), takze b,, € U(a) pro skoro
vSechna m. N

Limita posloupnosti se tedy nezméni, vynechame-li nebo pozménime-li libo-
volny konecny pocet ¢lenti posloupnosti.

P1i vypoctu limit vyuzivame také tohoto postupu:
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1) zjistime, Ze dand posloupnost je konvergentni a

2) najdeme limitu a néjaké vhodné vybrané posloupnosti. Pak toto a je i li-
mitou dané posloupnosti.

— Kdyz naopak zjistime, ze né€jakd vybrana posloupnost je divergentni, zna-
mena to podle predchozi véty, Ze je divergentni i dané posloupnost.

— Podobné zjistime-li, ze dvé vybrané posloupnosti maji riiznou limitu, je
dana posloupnost divergentni.

Véta 2.3.6. KaZda konvergentni posloupnost je omezend.

Diikaz. Oznac¢me limitu a; zvolme € = 1. Pak mnozina M téch ¢lenti posloupnosti,
které nelezi v okoli U(a, 1), je koneéna.
Vn € N pak plati ¢ > min {min M, a — 1}, a < max {max M, a + 1}. ]

Tato véta ovSem neplati obracené, nebot napt. posloupnost {(—1)"} je ome-
zend, ale je divergentni. Vétsi hloubku pohledu do vztahu mezi omezenosti a
konvergenci déva nasledujici véta.

Véta 2.3.7 (Bolzano—Weierstrassova). Z kaZdé omezené posloupnosti lze vybrat
konvergentni podposloupnost.

Princip dikazu. (Bolzanova metoda puleni intervalti): Je ddna posloupnost {a, };
jezto je omezend, (K, Ly) tak, ze Vn € N je a,, € (K1, Ly).
Konstrukce vybrané posloupnosti:

— Za by zvolime libovolny ¢len dané posloupnosti {a,}, necht v ni mé index
k1.

— Interval (K3, L;) rozpulime a oznacime (K5, Ly) tu ¢ast, do niz je zobrazeno
nekoneéné mnoho ¢lent posloupnosti {a,}.

— V (Ks, L) vybereme za by libovolny takovy ¢len posloupnosti {a,}, ktery
ma index ko > K .

— Interval (Ks, Lo) rozpulime, atd.

— Oznacime a (jediny) spoleény bod vSech intervalt (K, L,) (podle véty o
vloZenych intervalech).

— Pak YU (a) pro skoro vSechna n plati (K,, L,) C U(a), takze téz b, € U(a),
tedy b, — a.

]

Véta 2.3.8. KazZda neklesajici shora omezend posloupnost je konvergentni.
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Princip dikazu. Mé&me danu posloupnost {a,}; z omezenosti mnoziny M =
{a1,a1,...} plyne existence vlastniho suprema a = sup M. Ze druhé vlastnosti
suprema plyne, Ze v libovolném levém okoli U(a—) lezi alespon jedno a,, takze
vzhledem k monoténnosti {a,} lezi v U(a—) skoro vSechny ¢leny posloupnosti

{an}. [

Véta 2.3.9 (o limitdch souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu). Necht lima, = a,
limb,, = b. Pak plati, pokud vyrazy na pravych strandch maji v R* smysl:

1) lim(a, + b,) = a+ 0, lim(a,, — b,) = a — b,
2) lim(a, - b,) = a- b,

3) pro b, # 0, b # 0 je lim(a,/b,) = a/b,

4) limfan| = laf.

Diikaz. Ukazka pro soucet, kde a, b jsou vlastni limity:

tn>ny = a, € U(a,e/2),

:n>ng=b, € U(be/2).

a—c/2<a, <a+e¢e/2,
b—e/2<b, <b+¢e/2.

Po se¢teni obou nerovnosti mame (a, + b,) € U(a + b, ). O

Ve > 0 dny,ne € N tak, ze

Necht ng = max {ny,ns} a n > ny. Pak

Uloha 2.3.10. Dokazte vétu pro soucet, kde a je vlastni limita a b = +o00.

Véta 2.3.11 (limita nerovnosti). Necht lima,, = a, limb, = b a pro nekonecné
mnoho n plati a, <b,. Pak a <b.

Diikaz sporem. Kdyby bylo a > b, existovala by disjunktni okoli U(a), U(b) tak,
ze Vx € U(a)Vy € U(b) by platilo = > y. Pro skoro vSechna n je vak a, € U(a),
b, € U(b), tedy by platilo a,, > b, coz dava spor s predpokladem véty. H

Pro konvergentni posloupnosti {a, }, {b,} zfejmé plati, ze kdyz pro nekone¢né
mnoho c¢lent je a, < b, a pro nekonec¢né mnoho clent je a, > b,, pak a = b.

Véta 2.3.12 (véta o tiech limitach). Necht lima, = a, limb, = a a necht pro
skoro vsechna n je a, < c, < b,. Pak limc, = a.

Princip dikazu. Podle definice limity patii do libovolného okoli U (a) skoro vSechny
¢leny posloupnosti {a,} a také skoro vSechny ¢leny posloupnosti {b,}. Proto do
U(a) patii také skoro vSechny ¢leny posloupnosti {c, }. ]

Pro nevlastni limity méa véta o tfech limitach (zvanéd téz véta o tfech po-
sloupnostech) specialni tvar. Je-li totiz lima,, = +o0, lze brat za b,, posloupnost
{+0o0}, proto z nerovnosti a, < ¢, plyne lim¢,, = +00. Podobné lze vétu o tiech
limitach upravit pro nevlastni limitu —oo.
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2.4 Nulové posloupnosti

Jsou to posloupnosti, kde lim a,, = 0. Nulové posloupnosti fakticky nejsou
jen zvlastnim ptipadem konvergentnich posloupnosti, ale i naopak, konvergenci
bychom mohli definovat uzitim nulovych posloupnosti podle véty:

Véta 2.4.1.
a, — a < (a, —a) — 0.

Uvadime nékteré véty, které maji vztah k nulovym posloupnostem.
Véta 2.4.2. Jestlize a,, — a, pak |a,| — |al.

Tato véta neplati pro a # 0 naopak, ale pro a = 0 ano.
Véta 2.4.3. Jestlize |a,| — +o0, je 1/a, posloupnost nulovd.

vvvvvv

Véta 2.4.4. Je-liVn €N a, >0, a, — 0, pak 1/a,, — 400,
a, <0, a, — 0, pak 1/a, — —o0,
a, #0, a, — 0, pak 1/|a,| — oc.

Nulovych posloupnosti se s vyhodou vyuziva pti vypoctech limit.

Ulohy:

6n% +n
24.1.V Ctéte li .
ypoctete n—1>r-|{loo 4n2 4+ 5

622" +5.2" —4
2.4.2. Vypoctéte li .
YOt e T2+ —9n 1 15

7n + 150
2.4.3. Vypoitéte lim ——
P s 2= 0,25

n3 — 8n
2.4.4.V Ctéte i _—
ypoctete nirfw In2 + 10

2.5 Posloupnost aritmeticka a posloupnost geo-
metricka

Nékdy se pro usporadané n-tice pouziva nazev konecné posloupnosti, ktery
z¢asti navozuje pouziti posloupnosti v praxi. V praxi je mnoho situaci, kdy zname
nékolik prvnich ¢lenti aq, as , as, .. ., a, néjaké posloupnosti a pomoci této znalosti
chceme zjistit, zkonstruovat nebo predpovédét jeji dalsi clen a,.;. Mlze jit o
posloupnost penéznich ¢astek, (¢asovou) posloupnost udajii o objemu vyroby,
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posloupnost ¢asovych termint nebo intervalt ad. Problémem je, jak urcit dalsi
¢len (nebo alespoti jeho pfibliznou hodnotu) ze znalosti predchozich. Muze jit o
nalezeni vzorce pro n-ty ¢len, rekurentniho pravidla nebo i o jiny postup.

Zvlastni pozornosti si zaslouzi posloupnost aritmeticka a posloupnost geome-
tricka, které se v praxi vyskytuji pomérné casto.

Aritmeticka posloupnost

je (definovana jako) posloupnost, ktera je ddna svym prvnim ¢lenem a;, kon-
stantni diferenci d a rekurentnim pravidlem

VneN:a, 1 =a,+d.

Aritmetickou posloupnost lze rovnéz definovat jako posloupnost, u niz rozdil li-
bovolnych dvou po sobé jdoucich c¢lent je konstantni. Z rekurentniho pravidla
dostaneme vzorec pro n-ty clen:

a, = a; + (n—1)d.

(Dokazuje se jednoduse napf. matematickou indukei). Vidime, Ze aritmeticka po-
sloupnost ma pro d > 0 limitu +oo, pro d < 0 limitu —oo.

Uloha 2.5.1. V poslednich trech mésicich ¢inil celkovy objem zakdzek piiblizné
a1 = 325 tisic K¢, as = 354 tisic K¢ a ag = 383 tisic K¢. Jaky objem lze ocekavat
ve 4. mésici?

Reseni. Lze vyslovit hypotézu, Ze objem zakazek tvoii aritmetickou posloupnost,
kde a; = 325, d = 29 (tisic K¢&). Pak a4 = a3 + d = 412 (tisic K¢). Lze oc¢ekavat
objem zakazek za 412 tisic K¢. (Samoziejmé korektnost vysloveni takové hypotézy
zavisi na praktickych okolnostech.) ]

Prakticky vyznam miize mit i soucet s,, prvnich n ¢lenti aritmetické posloup-
nosti. Vzorec pro s, 1ze odvodit napt. takto: Vyjadiime s, dvéma zptusoby:

Sp = a1 + (a1 +d) + (ay + 2d) + - - + (a1 + (n — 1)d),
Sp = ap + (ay, —d) + (an —2d) + -+ + (a, — (n — 1)d).

Po se¢teni méme

2s, =n- (a1 +a,), takie s, = g(al + ay).

Uloha 2.5.2. Na sklddce jsou uloZeny roury tak, Ze v dolni vrstvé jich je 26 a
kazdad roura v kazZdé vyssi vrstve vidy zapadd mezi dvé roury ve vrstvé nizsi; vrstev
je celkem 12. Kolik je na sklddce rour?

Regend. PoloZime a; = 26; pak d = —1. V horni vrstvé je ajo = 26+11-(—1) = 15
rour a celkem $19 = 6 - (26 4+ 15) = 246 rour. O
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Geometricka posloupnost

je (definovana jako) posloupnost, kterd je ddna svym 1. ¢lenem a;, konstant-
nim kvocientem ¢ # 0 a rekurentnim pravidlem

VneN:a, 1 =a,-q.

Geometrickou posloupnost 1ze tedy rovnéz definovat jako posloupnost, u niz podil
libovolnych dvou po sobé jdoucich ¢lent je konstantni. Z rekurentniho pravidla
dostaneme vzorec pro n-ty clen:

n—1
ap = a1 * q .

(Dokazuje se jednoduse napiiklad matematickou indukei).

Uloha 2.5.3. V proném mésici roku ¢inil obrat 300000 K¢ a v kaZdém dalsim
mésici byl o 5% vétsi nez v mésici predchozim. Uréete predpoklddany listopadovy
obrat.

Reseni. Jde o geometrickou posloupnost, kde a; = 300000, ¢ = 1,05, n = 11.
Pak
ai; = 300000 - 1,05 ~ 300000 - 1,629 = 489 000 K¢&.

Viz poznamku za tlohou 2.5.1. [l

Je-li a; > 0, pak geometricka posloupnost {a; - ¢" '} ma limitu 0 (pro |¢| < 1)
nebo a; (pro ¢ = 1) nebo 400 (pro ¢ > 1) a nebo nema limitu (pro ¢ < —1).

Prakticky vyznam muze mit opét soucet prvnich n ¢lentt geometrické posloup-
nosti (tj. n-ty ¢asteény soucet geometrické fady).

Vzorec pro s, 1ze odvodit takto: Vyjadiime s, a ¢ - sp,:

Sp=a1+a-qta- ¢+ +a-q",

¢ sp=ar-q+arq +Far g +ar g
Po odecteni je s, - (1 —q) = ay - (1 — q"), takze
1—-4q" q"—1

tj. téz s, = a1 .
1—g¢q qg—1

Sp = ax

Uloha 2.5.4. Vyndlezce Sachové hry pozadoval podle povésti odménu za kaZdé
ze 64 poli Sachovnice takto: za 1. pole jedno obilni zrno, za 2. pole 2 zrna, za 3.
pole 4 zrna, atd., za kaZdé dalsi vZdy dvojnasobek. Kolik zrnek obili mél dostat?

Resend. Jde o geometrickou posloupnost, kde a; = 1, ¢ = 2, n = 64. Proto

204 1
Sea = 1 =20 _1~1,845-10"
2-1
a to je vice obili, nez se kdy na Zemi urodilo. O]
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2.6 Neékteré vyznamné limity

Véta 2.6.1. Va > 0: lim {/a = 1.

n—-+o0o

Princip dikazu. Pro a > 1 polozime {/a = 1+ u,, tedy u, > 0. Podle Bernoulli-

n
a podle véty

a
ovy nerovnosti je a = (1 +u,)" > 1+ n-u,, odkud 0 < u, <

1
o tfech limitach je u, — 0. Pro a < 1 pouzijeme predchozi vysledek na ¢islo —,
a
pro a = 1 je vysledek ziejmy. ]

Podobné 1ze uzitim vhodnych odhadt odvodit nasledujici limity:
Véta 2.6.2. lim /n=1.

n—-+o0o

n

Véta 2.6.3. Va > 1,¥k > 0: lim — = 400,
n—+oo N

(Rikdme, Ze exponencidla a" roste k +oo rychleji neZ mocnina n*.)
log, n

Uloha 2.6.4. Dokaste, Ze Ya > 1 : hrf
n——+0o n

=0.

Regeni. Pro Ve > 0 je a® > 1, takZe pro skoro viechna n plati 1 < /n < a°,
odkud po zlogaritmovani nerovnosti pti zakladu a plyne uvedené tvrzeni. [l

Uloha 2.6.5. Vypoctéte lim,_. 4o %, kde g > 0.

Reseni. Pro ¢ < 1 je tato limita rovna 0. Pro ¢ > 1 m4 ¢itatel i jmenovatel limitu
+00, takze nelze pouzit vétu o limité podilu. Uvedeny vyraz ozna¢me a,; pak

q
* Upy1 = ——a
( ) n+1 n+1 >
proto pro skoro vSechna n je posloupnost {a, } klesajici a zdola omezené (nulou),
takze ma limitu; oznacme ji a. Pfejdeme-li v rovnosti (*) k limité, mame a = 0.
Rikdme, 7e faktorial roste k +oo rychleji neZ exponenciala ¢". O]

Uloha 2.6.6. Ukaste, Ze kaZdé iraciondlni ¢islo je limitou neklesajict posloupnosti
raciondlnich ¢isel; najdéte tyto posloupnosti pro r =1, s = \/2.

Reseni. Lze uvazovat napiiklad posloupnost dolnich desetinnych aproximaci. [

Poznamka 2.6.7. Kromé ciselnych posloupnosti pracujeme v matematické ana-
Iyze i s dalsimi typy posloupnosti; uvazuji se tfeba posloupnosti mnozin (napf.
intervalil), posloupnosti funkei, ad. Definice téchto posloupnosti vytvorime podle
stejného schématu. Napt. posloupnost funkci definujeme jako zobrazeni mnoziny
N do mnoziny vSech funkci. Pracujeme-li s jinymi posloupnostmi nez s posloup-
nostmi Ciselnymi, je tfeba dbat na korektnost definice posloupnosti, pripadné jeji
limity.
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2.7 Cislo e

funkcim v matematické analyze; v obou ptripadech je zédkladem Eule-
rovo cislo e.
1 n
Cislo e je definovano jako limita posloupnosti { (1 + —> } Abychom tuto
n

definici mohli povazovat za korektni, je tfeba dokazat, ze uvedena posloupnost je
konvergentni; jeji ¢leny oznacujme dale a,. Dilkaz existence limity posloupnosti
{a,} lze provést ve dvou krocich:

1. dokazeme, ze tato posloupnost je rostouci,
2. dokézeme, Ze je shora omezena.
Existence konecné limity pak plyne z véty o limité monoténni posloupnosti.

ad 1) Podle binomické véty je

1\" m 1 /) 1 m 1
n 1) n 2) n? n) nn

Prvni dva c¢leny souctu na pravé strané jsou rovny 1, pro kazdy dalsi ¢len
provedeme upravu

(n) 1 n! 1 nn—-1)--(n—-k+1) 1

k] nk ~ Kl(n—k) nk nk Kl

(0953

Pro posloupnost {a, } tak plati, ze kazdy jeji ¢len a,, je souc¢tem n + 1 klad-

nych vyrazi, v nichz jsou ¢initelé tvaru (1 — l) Jestlize nyni prejdeme
n

od n kn+1, je a,4q souétem n + 2 vyrazt s Ciniteli tvaru (1 — i 1>.
n

Jelikoz (1 _ ) > (1 — i) a navic v a, 1 je o jeden kladny sc¢itanec
n+1 n

vic, je ap+1 > ay, posloupnost {a,} je rostouci.

J ”
1 1
1) Cislem 1,

ad 2) Ve vyrazu pro a, nahradime vSechny ,zavorky* (1 o
n

takze plati

<b 1—|—1—|—1—|—1—|— +1<1+1+1+1+ + =
an n = —_— —_— DR —_— —_— —_— PR

2! 3! n! 2 22 2n—1
Zaver: Podle véty o limité monoténni posloupnosti existuje limita posloupnosti
{a,}; nazgvame ji Eulerovo ¢islo a oznac¢ujeme ji e; z pfedchoziho plyne, Ze 2 <
e < 3.

< 3.
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Vypocdet Cisla e

Hodnotu ¢isla e lze vcelku snadno urcit jako soucet ¢iselné fady. Vidime, ze
pro konstantni k < n plati

1\ 1 1 2 k—1\ 1
an>2+(1——)=4+--4+(1—— 1=2)... (1= —

Odsud pro n — +oo mame e > by, takze plati a, < b, < e; podle véty o
tfech limitach pak je lim, ..., b, = e. Pritom b, je podle své definice tzv. n-tym
¢asteénym souctem tady, takze

1\" 1 1
e= lim (14+4—-) =14+—=4+—=+---=2,7182818284590...
n—-+00 n 1! 21

Tato fada ,dosti rychle® konverguje a ma jednoduchy algoritmus vypoctu clent,
takze vypocet hodnoty cisla e na zadany pocet desetinnych mist lze provést vcelku
rychle.
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Kapitola 3

Pojem funkce

3.1 Definice funkce

Pismeno x nazyvame promeénnd na (¢iselné) mnoziné M < muZe byt ztotoz-
néno s libovolnym prvkem mnoziny M. Pojem funkce navazuje na pojem bindrni
relace a na pojem zobrazent, jejichz zakladni znalost zde predpokladame.

Definice 3.1.1. Kazdé zobrazeni f z R do R (tj. zobrazeni v R) nazyvame redlnd
funkce jedné realné promeénné. Je-li (z,y) € f, piSeme y = f(x); = se nazyva
nezavisle proménna, y zavisle proménna; rikdme téz, ze y je funkci x.

Chceme-li vyjadrit, ze y je (zatim nepojmenovanou) funkei z, zapiSeme y =
y(x). Vedle vyjadreni ,funkce f“ se toleruji téz zapisy ,funkce f(x)“ (chceme-
i zdiraznit oznaceni nezavisle proménné) nebo ,funkce y = f(x)“ (chceme-li
zdliraznit oznaceni obou proménnych).

S pojmem funkce jsou spjaty dvé vyznamné mnoziny:

definiéni obor funkce:
D(f) ={r e R;3(z,y) € [},
funkéni obor (obor hodnot):

H(f) ={y e R;3(z,y) € f}.

Hodnotu proménné vyjadiujeme ¢islem nebo symbolem proménné s indexem.
Napiiklad v bodé xy = 2 ma funkce y = 3z hodnotu yo = 6. Je-li M C D(f),
je f(M) oznaceni pro {f(z);x € M}. Je tedy H(f) = f(D(f)). Naopak, je-li
B C H(f), pak definujeme f~!(B) jako mnozinu {x € D(f); f(z) € B}.

Grafem funkce f v kartézskych soufadnicich rozumime mnozinu vsech bodti
euklidovské roviny, pro jejichz souradnice x, y plati (z,y) € f. Grafické zndzornéni
funkce Casto svou nazornosti pomaha k pochopeni vlastnosti a prubéhu funkce;
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pro nékteré funkce vsak graf nedovedeme sestrojit, naptiklad pro Dirichletovu
funkci. Grafy funkci 1ze uvazovat také v polarni souradnicové soustavé, kdy ovsem
dostavame jiné kiivky. Napriklad grafem primé imérnosti y = kx v kartézskych
soufadnicich je pfimka, grafem téze funkce p = k¢ v polarnich souradnicich
je Archimedova spirdla. Nefekneme-li jinak, uvazujeme vzdy graf v kartézskych
soutadnicich.

Zpusoby definice funkce:

Funkei f lze vyjadrit takto: f = {(z,y) € D(f) x R;V(x,y)}. Zadat (defino-
vat) funkci f tedy znamend udat jeji definiéni obor D(f) a jisté pravidlo V' (z,y),
jehoz oborem pravdivosti je f a které stanovuje, jak k zadanému x € D(f) najit
(vypocitat) hodnotu f(z). Podle toho, jak je toto pravidlo formulovéano, rozlisu-
jeme tato zadani funkce:

a) (Explicitni) rovnici, naptiklad

f={(z,y) eERxRyy=a—1},

nebo jednoduge f :y = 2% — 1.

-----

mnozinu, pro niz ma rovnice smysl. Je-li pfedepsan jiny defini¢ni obor,
musime jej uvést, naptiklad

fry=x—1,zeN.

b) Tabulkou, napiiklad

Také zadani funkce vyctem prvki lze povazovat za zadani tabulkou, jde jen
o jinou formu zapisu; naptiklad

f=1{(=2;3),(=1;0),(0; =1),(1;0),(2;3), (3;8)} .

Tabulkou ¢i vy¢tem prvki byvaji zadavany funkce, jejichz funkéni hodnoty
pravidlo (naptiklad dariové tabulky, bodovaci sportovni tabulky). Tabelaci
funkce vsak pouzivame i u funkci definovanych jinak, pokud miize tabulka
poslouzit 1épe k prehlednosti nebo jiné praktické potfebé (naptiklad tabulka
cen v zavislosti na hmotnosti zbozi).
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c)

Grafem (zpravidla kartézskym). Dalsi druhy grafi — Sachovnicovy, uzlovy
nebo graf v polarni soustavé souradnic — byvaji méné casté.

Grafem byvaji c¢asto vyjadiovany ty funkce, jejichz pribéh je zapisovan
v pristrojich graficky na papirova média nebo na displeji.

Po castech; tak je definovéana napfiklad Dirichletova funkce x(x). Podob-
nym zpisobem je definovana funkce

—1 pro x < 0,
sgnx = 0 proz =0,
1 pro z > 0.

Rovnice y = x(x) a y = sgnx vSak jiz povazujeme za rovnice funkci.
Implicitni rovnict, napiiklad
22 + y? = 25;

takto se definuji implicitni funkce y = y(z), s nimiz je technika prace nékdy
ponékud odlisna. Zejména byva vymezena mnozina M C R x R, pro niz
mé platit (z,y) € M. Napiiklad u vySe uvedené rovnice muze byt zadéano,
ze M je polorovina y > 0.

Parametricky: Parametrické vyjadreni je tvaru

=),y ="1vt),tel,

kde ¢, ¥ jsou funkce definované na mnoziné (intervalu) J, pfi¢emz funkce
y = f(x) je definovana vztahem

f=A(z,y) eRxR;It e J tak,ze z=pt)ANy=1(t)}.

Napiiklad x = 4cost, y = 4sint, t € (0, 7). Parametrického vyjadieni po-
uzivame ponejvice pfi vySetfovani ruznych (napfiklad technickych) kiivek.

Jinak:

Nékdy je pro vyrokovou formu V' (z,y) déna jen slovni formulace. Napiiklad
vyrokova forma V' (z,y) =,y je nejvétsi celé ¢islo, které neni vétsi nez = de-
finuje funkeci [.] ,celd ¢ast“ (naptiklad [3,8] = 3, [-1] = -1, [-6,7] = —T;
tim se tato funkce odliSuje od ,pocitacové INT(.)). Ostatné i goniome-
trické funkce sinus a kosinus jsou pomoci jednotkové kruznice definovany
timto zpisobem (avSak y = sinx, y = cos x, jsou jiz rovnice téchto funkei).

Vyrokova forma V (z,y) je tedy jisté ,pravidlo“ (,pfedpis“), které ke kaz-
dému cislu x z jisté mnoziny D C R prifazuje pravé jedno cislo y € R.
Pojem funkce se nékdy (z dtvodi didaktickych) ztotoziuje pfimo s timto
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pravidlem, podle néjz rozhodujeme, zda (x,y) € f, nebo s jehoz pomoci k
danému z pocitdme piislusnou funkéni hodnotu f(z). I pfi nasem pojeti
funkce vSak toto pravidlo chapeme jako atribut a druhou stranku pojmu
funkce. Pro toto pravidlo V(z,y) tak proto lze pouzivat stejné oznaceni f
jako pro funkci a zkracend ¥ikat a psat napiiklad ,funkce f : y = 2% — 1¢
nebo prosté ,funkce y = 22 — 1¢.

3.2 ResSeni rovnic a nerovnic

Pii vySetfovani vlastnosti (priubéhu) funkci se setkdvame s nékolika typickymi
tlohami, jez vedou na feSeni rovnic a nerovnic resp. jejich soustav. Nékteré dale
uvadime.

a)

Stanovent definiéniho oboru

Je-li funkce f urcena rovnici a jeji defini¢ni obor neni zadan, je tfeba zjistit
D(f) jako mnozinu v8ech = € R, pro néz je dana rovnice definovana. Ulohy
na defini¢ni obor zpravidla vedou na feSeni nerovnic nebo soustav nerovnic.

In (4 — 2?)

Uloha 3.2.1. Urcete definicni obor funkce y = 1
-

Reseni. Citatel je definovan pro 4 — 22 > 0, tj. na mnoziné M; = (—2,2),
jmenovatel je definovan pro 1 — z # 0, tj. na mnoziné My = R\ {1}. Prava
strana rovnice funkce je tedy definovdna na mnoziné D(f) = M; N My =
(—2,1) U (L,2). O

Zjistént nulovych bodu funkce

Tyto tlohy jsou soucasti vysetfovani pribéhu funkce: pii hledani prisecikt
grafu funkce s osou z zjistujeme nulové body funkce f (a dale téz pii vypo-
¢tu extrému funkei zjistujeme nulové body 1. derivace, tj. stacionarni body,
pfi zkoumani inflexe zjistujeme zpravidla nulové body 2.derivace funkce).

Uloha 3.2.2. Urcete nulové body funkce y = —e "sinx + e~ cos .

Reseni. Mame y = e *(cosz — sinz). Hleddme body, v nichz y = 0, tj.
fesime goniometrickou rovnici cosx —sinz = 0, jez je ekvivalentni s rovnici
1 V2

. b T . _ X . E _ 1 _ Vi E .
sin§ cosz — cos 7 sinz = 0 (nebot sin§ = B =% = cos]) a tedy is

rovnici sin(§ —z) = 0. Nulové body dané funkce jsou tedy x; = §+kr. [
Zjisténi intervala, kde je funkce kladna (zdpornd).

Také tyto tlohy jsou soucasti vySetfovani prubéhu funkce (pfi zjistovani in-
tervalil monoténnosti fesime nerovnice typu y’ > 0, pfi zjisfovani intervala
konvexnosti a konkévnosti feSime nerovnice typu y” > 0).
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Uloha 3.2.3. Urcete intervaly, kde je funkce y = (6x — 2?)e™® kladnd a
kde je zapornd.

Reseni. Rovnici upravime na tvar y = (6 — z)ze ™. Proxz > 0A6 —z > 0,
tj. na intervalu (0, 6) je dana funkce kladnd, pro x > 0 A6 —z < 0, tj.
na intervalu (6,+00) je funkce zédporna, pro z < 0 A6 — z > 0, tj. téZ na
intervalu (—o0,0) je funkce zadporna. O

d) Zjistént pruseciku grafu dvou funkci

Uloha 3.2.4. Jsou ddny funkce y = 2®> — 1, y = x + 1. Stanovte priseciky
grafu téchto funkci.

Resend. Resime rovnici
P-l=z+1 = z;=-112,=2,
takze pruseciky jsou body A[—1;0] a B[2;3]. O
e) Porovnant hodnot dvou funkci

Uloha 3.2.5. Jsou ddny funkce fi : y = 22, fo 1 y = 4—2x—22. Porovnejte
hodnoty téchto funkci.

Regend.
fi@) < folr) & 2P<d-22-2° & 2P+1-2<0,
tedy na intervalu (-2, 1); podobné fi(z) > fa(z) na mnoziné (—oo, —2) U

(1,+400) a obé funkce maji stejné funkéni hodnoty v bodech —2 a 1. O

3.3 Vlastnosti funkci

Omezenost

Definice 3.3.1. Funkce f se nazyva

(shora, zdola) omezend na mnozZiné M C D(f) <  tuto vlastnost
mé mnozina f(M);

nazyva se (shora, zdola) omezend <  tuto vlastnost ma mnozina

H(f).
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Naptiklad funkce y = 2? je omezend zdola, neni omezend shora a neni ome-
zend, ale na mnoziné (—10,10) je omezena.

Je-li funkce f omezend na M, existuji K, L € R tak, ze plati f(M) C (K, L).
Je-li funkce omezend, je omezené na kazdé mnoziné M C D(f).

Supremum mnoziny f(M) nazyvame supremum funkce na mnoziné M a ozna-
¢ujeme sup f(z); podobné inf f(x).

zeM reM

Ma-li mnozina f(M) nejvétsi prvek, pak toto ¢islo nazyvame nejvétsi hod-
nota funkce f na mnoziné M nebo téz globdalni (absolutni) mazimum funkce f
na mnoziné M; znaci se max f(z), podobné min f(x).

zeM zeM

Pokud M = D(f), pak oznaceni = € M vynechavame.

Monotdénnost

Definice 3.3.2. Funkce f se nazyva rostouct (klesajict, neklesajici, neros-
touci) na mnoziné M C D(f) < Vzi,z2 € M plati:

v <y = f(r1) < f(x2) (f(z1) > f(22), f(21) < fl22), f(21) = f(72)).

Funkci f rostouci na D(f) nazyvame rostouci (tj. neuvadime, kde je ros-
touci), podobné funkce klesajici, neklesajict, nerostouci.

Pro funkce rostouci a funkce klesajici pouzivame souhrnny nazev funkce ryze
monotonni; souhrnny nazev pro vSechny ¢tyri uvedené druhy funkci je funkce
monotonni.

Napftiklad funkce y = 1/x je klesajici na intervalu (—oo,0) a je klesajici i na
intervalu (0, +00), ale neni klesajici (tj. neni klesajici na D(f) ).

Kromé monoténnosti na mnoziné, coz je globalni vlastnost funkce, se zavadi
i pojem monoténnosti v bodé jako vlastnost lokalni. Uvedeme definici jen pro
funkci rostouci, dalsi tii pfipady monoténnosti se formuluji analogicky.

Definice 3.3.3. Funkce f se nazyva rostouci v bodé zo € D(f) < 3U(xg) C
D(f) tak, ze Vo € P(xo—) plati f(x) < f(zg) a Vo € P(xo+) plati f(zo) < f(x).

Uloha 3.3.4. Podobné definujte funkci klesajici (nerostouct, neklesajici) v bodé
o a dale funkci rostouct, klesajici, nerostouci a neklesajici v bodé xy zleva resp.
zprava. (Tuto vlastnost vysSetiujeme zejména v kragnich bodech intervali.)

Véta 3.3.5 (vztah monoténnosti v bodé a na intervalu). Funkce f definovand na
intervalu (a,b) je na tomto intervalu rostouci (klesagici, nerostouct, neklesajict)
& ma takovou vlastnost v kazdém bodé tohoto intervalu.

Princip dikazu. (pro f rostouci):

1) Necht je f rostouci na (a,b). Zvolime libovolny bod zy € (a,b) a jeho
okoli P(zg) C (a,b). Je-li 71 € P(xo—), 2 € P(xo+), je 11 < 29 < T3 a
monoténnost v bodé xy plyne z monoténnosti na (a, b).
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2) Necht f je rostouci v kazdém bodé intervalu (a,b). Zvolime dva body z; <
x9 a dokdzeme, ze f(x1) < f(x2). Pro kazdé o’ z jistého P(z1) je f(z1) <
f(2"); necht m je supremum mnoziny M vSech takovych x’. Kdyby m < b,
bylo by m € M, nebot i v m je f rostouci a podle 2. vlastnosti suprema
VP(m—) obsahuje bod ' € M, tedy f(z1) < f(z') < f(m). Soucasné by
existovalo pravé okoli P(m+) C (a,b) tak, ze by pro vSechny jeho body
2" platilo f(z") > f(m) > f(x1), tj. 2" € M , 2” > m a to je spor s 1.
vlastnosti suprema. Proto m = b, takze x5 € M a f(z1) < f(x2).

]

Napftiklad funkce y = sgn z je rostouci v bodé 0.

Parita

Definice 3.3.6. Funkce f se nazyva sudd (lichd) < V€ R plati

reD(f) = —zeD(f)Af(-z)=[f(z) (f(-z)=—f(2)).
Priklad sudé funkce: y = cos x, ptiklad liché funkce: y = sin z.

Uloha 3.3.7. Dokatte, %e funkce y = 32% — 5, y = |x| a Dirichletova funkce x
jsou sudé a Ze y = 2% +x, y = z|x| a y = sgnx jsou funkce liché.

Pro polynomické funkce plati: jsou-li v polynomu jen ¢leny se sudymi expo-
nenty, je dana funkce sudé, jsou-li zde jen Cleny s lichymi exponenty, je funkce
licha.

Kartézsky graf sudé funkce je soumérny podle osy y, graf liché funkce je
soumérny podle pocatku.

Periodi¢nost

Definice 3.3.8. Funkce f se nazyva periodicka < dp € R, p # 0 tak, ze
Vr € R plati

1) € D(f) = (z +p) € D(f),
2) Vo € D(f) : f(x£p) = f(2).
Cislo p se nazyva perioda funkce f.

Je-li p perioda funkce f, je Vk € Z také ¢islo kp periodou funkce f. Nejmensi
kladné perioda po, pokud existuje, se nazyva primitioni (téz zdkladni) perioda
funkce f. Konstantni funkci zpravidla mezi periodické funkce nepocitame.

Piiklady periodickych funkei: y = sinz (py = 27), y = tgz (po = 7).
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Uloha 3.3.9. Dokaste, e funkce y = x — [z] je periodickd s periodou py =1 a
Ze Dirichletova funkce x je periodickd a periodou je kaZdé raciondlni ¢islo rizné
od nuly; zde py neexistuje.

Nékdy je uzitecné chapat periodi¢nost jen ,,jednostranné“, napiiklad ,,perio-
di¢nost vpravo,“ tj. tak, ze v definici misto (x & p) uvazujeme jen (x + p), kde
p > 0.

3.4 Operace s funkcemi

e Rovnost funkci:
f=9 & VoyeR:((z,y)efe(xy)cy)
Obréacené, je-li f # g, znamend to, Zze bud D(f) # D(g) nebo 32/ € D(f)N
D(g) tak, ze f(z') # g(2').

o Cdstecné uspordaddani: Je-li F mnozina funkci a jsou-li viechny funkce
definovany na M, definuje se na F' ¢astecné usporadani nerovnosti f < g.

Uloha 3.4.1. Definujte nerovnost f < g na M a objasnéte jeji geometricky
vyznam.

Napftiklad funkce y = |z| a funkce y = = + 1 nejsou srovnatelné na R, ale
na (0,4+00) ano.

e ZuZeni (restrikce) funkce: Mé&jme funkei f; jeji restrikci nazveme funkci
g takovou, ze D(g) C D(f) ana D(g) je g(x) = f(x).

e Algebraické operace: Vx € D(f) N D(g) se definuje

L (f+9)(x) = f(x) + g(x),
2. (f = 9)(@) = fz) —g(),
3. (f-9)(x) = f(z) - g(x),

4. (f/9)(z) = f(x)/g(z) (pokud g(z) # 0.

e Skladani funkci: Mé&jme funkce f, ¢ a necht H(p) C D(f). Pak sloZenou
funkci F' = f o  definujeme takto: (f o ¢)(z) = flp(x)], pficemz funkei f
nazyvame vnéjsi funkce a funkci ¢ funkce vnitrni.

Naptiklad ve slozené funkci y = sin 2z je vnéjsi funkce y = sinwu, vnitini

funkce u = 2. Funkce muiZe byt sloZena i vicekrat, napiiklad y = es(z+1)

Slozenou funkci mizeme vytvorit substituci proménné. Mame-li napiiklad
funkci y = 1 — x a dosadime x = sint, dostavame slozenou funkci y =
1 —sint. Zvlastnim pfipadem slozené funkce je | f|. Vnéjsi funkce je y = |z|,
vnitini funkce z = f(x).
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Uloha 3.4.2. Zobrazte funkciy = |2* — 2z|.

Funkce prosta

Definice 3.4.3. Funkce [ se nazyva prostda na M C D(f) & Vrj,x9€ M
plati: zy # xo = f(x1) # f(xq)

a nazyva se prosta < je prosta na D(f).
Mnozina M, na niz je funkce prosta, se nazyva jejim oborem prostoty.

Napiiklad funkce y = 2% neni prost4, ale je prosta tieba na intervalu (0, +00),
ktery je jejim oborem prostoty.

Véta 3.4.4 (vztah prostoty a ryzi monoténnosti). Je-li funkce ryze monotonni
na M, je prosta na M.

Diikaz. plyne z toho, ze x1 < x9 = 11 # x5 a stejné i pro funkéni hodnoty plyne
z nerovnosti ,<“, ,,;>“ nerovnost , 7. [l

Obréaceny vztah neplati, existuji prosté funkce, které nejsou monoténni, na-
piiklad funkce y = 1/x. Prostota funkce f je zdkladnim pfedpokladem pro to,
aby inverzni relace f~! byla zobrazenim a tedy funkci.

3.5 Funkce inverzni

Definice 3.5.1. Inverzni zobrazeni f~' k prosté funkci (na M) f nazjvame
inverzni funkce.

Je-li tedy funkce f prosté, pak k ni existuje funkce inverzni f~! a plati

(@y)ef < W) efh
pritom
D(f™') =H(f), H(f™")=D(f).
Je-li f prosta na M, pak inverzni funkce mé D(f 1) = f( ), H(f7') = M. Na

M plati f71(f(z)) =z ana f(M) plati f(f~'(z )) =

Geometricky vyznam: Grafy funkci f a f~! jsou soumérné sdruzené podle
pfimky y = = (osy I. a IIL kvadrantu).

Naptiklad funkce fry=a2-1je prosté, na M = (0, +00), f(]\/[) (—1,400).
Inverzni funkce f~! je definovana na (—1,4+o00) a plati # = y> — 1 tj. y = vz + 1.
ProxE(O—l—oo)Jeflof = /(@2 =1)+1=V22 =z, proxz € (—1,+00)
je fofHz)= (\/x—i-l) —1=uq.

Funkce a funkce k nim inverzni tvori dvojice funkci navzajem inverznich,
nebot (f~1)~! = f. Existuji i funkce inverzni samy k sob¢; graf takové funkce je
soumérny podle p¥imky y = z (napiiklad funkce y = 1/x, y = a — z, y = z).

Neékteré vlastnosti funkci se prenaseji na funkce inverzni.
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Véta 3.5.2 (o monoténnosti inverzni funkce). Je-li funkce f rostouct (klesajici),
je funkce f~1 také rostouci (klesagici).

Princip dikazu. Nechf funkce y = f(x) je rostouci. Je-li y; < yo, pak nemuize
platit ©; > x4, protoze z toho by plynulo y; > vs. O]

3.6 Rozsifeni pojmu funkce

Pojem funkce se v matematice pouziva i v SirSim pojeti, zejména jako zobra-
zeni z né€jaké mnoziny M do mnoziny R, C, pfipadné i do jiné mnoziny.

a) Je-li M mnozina uspofadanych n-tic P = (z1,...,x,) redlnych disel, je
funkce y = f(P) realnou funkci n proménnijch.

b) Je-li M mnozina (systém) mnozin X, pak lze definovat rizné mnozinové
funkce; naptiklad:

* Jsou-li mnoziny X € M kone¢né, definuje se mnozinové funkce n, kde
n(X) je pocet prvki mnoziny X.

* Jsou-li X kiivky resp. rovinné obrazce resp. télesa, definuji se mnozi-
nové funkce s(X) (délka krivky) resp. P(X) (obsah — mira rovinného
obrazce) resp. V(X)) (objem — mira télesa).

c) Prdce s texty.

V souvislosti s pocitaci vznikla vétsi potieba prace s texty; mnozinu vsech
textu oznac¢ime T'. Priklady textovych konstant: 'Praha’, ’JAN HUS’, 7.
Apostrofy zde uvedené maji tlohu omezovaci, tj, nezapocitavaji se do
textu. Prvni z uvedenych konstant ma tedy 5 znakt, druhd konstanta ma
7 znaku (také mezera mezi slovy je znak) a tfeti konstanta je tzv. prazdny
text. Mezera je jednim ze znaki, takze naptiklad 'Praha’ je jiny text nez
'PrahaV’ (tento text ma 6 znakd; zde 'V’ je znacka mezery), tedy 'Praha’
# 'PrahaV’.

Jsou-li z, y textové proménné na mnoziné T', 1ze polozit (dosadit) napiiklad
x :='Praha’, y :="Zlin’; pak x < y (tj. 'Praha’ < 'Zlin’), nebot jde o abecedni
usporadani. Nejbéznéjsi operaci s texty je spojovani texti. Ma-li napriklad
textova proménna x hodnotu 'PrahaV’ a proménné z hodnotu '4’, pak x +
z ='Prahav4’.

Na mnoziné T' se definuje funkce length: T — Ny (délka textu); napiiklad
length(’Praha’) = 5, length(”) = 0, pro y :="Zlin’ je length(y) = 4.

Také rtuzna zobrazeni do T' jsou bézné nazyvana funkcemi.

Funkce backwards: T — T (text pozpdtku); naptiklad pro x :='Praha’ je
backwards(z)= "aharP’.
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Funkce Ucase: T — T (velkd abeceda); naptiklad Ucase('Praha’) = 'PRAHA’.
Podobné Lcase (mald abeceda), Lease(’Praha’) = 'praha’

Funkce trim: T — T (vynechdvdni mezer na konci textu); naptiklad pro z
:= 'PrahaV’ je trim(x) = 'Praha’.

Funkce left: T'x N — T (text zleva); napfiklad pro x := 'Praha’, y := 2
je left(z,y) = 'Pr’. Podobné funkce right (text zprava) by dala right(z,y) =
'ha’.

Funkce mid: 7' x N x N — T (text zevnitr); pro x := 'Praha ’, y := 3,
z = 2 mame mid(x,y,z) = ’ah’.

V jednotlivych programovacich jazycich a softwarovych systémech byva de-

finovana rada standardnich funkci a dalsi funkce si zpravidla mize uzivatel
definovat podle potieby.
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Kapitola 4

Elementarni funkce

4.1 Prehled elementarnich funkci

Jde o pojem spiSe historicky nez matematicky. Vymezuje se nékolik (zdklad-
nich) elementdrnich funkci a z nich se pomoci koneéného poctu algebraickych
operaci a operaci skladani vytvareji dalsi funkce, jez byvaji v matematické lite-
ratufe nékdy také nazyvany elementdrni funkce.

Zakladni elementarni funkce:
- funkce konstantni (y = c);

- funkce mocninné (y = x” pro libovolné r € R, patii sem tedy i odmocniny
a také napiiklad nepfima Gmérnost);

- goniometrické funkce (y = sinz, cosz, tgz, cotgx) a funkce cyklometrické
(y = arcsin z, arccos x, arctg x, arccotg x);

- ezponencialni funkce (y = a*, a > 0, a # 1) a funkce logaritmické (y =
log, x);

- hyperbolické funkce (y = shz, ch x, thz, coth z) a funkce hyperbolometrické
(y = argsh x, argch z, argth x, argcoth z).

Algebraické funkce

je nazev pro elementarni funkce, které vzniknou z funkci konstantnich a z
funkce f(z) = x uzitim operaci séiténi, od¢itani, nésobeni, déleni a odmocrio-
vani. Pokud nepouzijeme operaci odmocnovani, dostaneme algebraické funkce
racionalni. Algebraické funkce, které nejsou racionélni, nazyvame iracionalni.

Zvlastni pripady algebraickych funkci: naptiklad celd racionalni funkce
neboli funkce polynomickd (algebraicky polynom) a lomend raciondlni
funkce, patii mezi nejvyznamnéjsi funkce studované v matematice.
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Elementarni funkce, které nejsou algebraické, se obvykle nazyvaji transcen-
dentni; ze zékladnich elementarnich funkci mezi né patii funkce exponencialni,
logaritmické, goniometrické, cyklometrické, hyperbolické a hyperbolometrické, ale
téZ mocninna funkce s iracionalnim exponentem.

Elementarni funkce maji velmi rozmanité vlastnosti (naptiklad pokud jde o
omezenost, monoténnost, paritu, periodi¢nost aj.) a proto spoleéné vlastnosti lze
formulovat jen na velmi obecné trovni. (Uvidime zejména, Ze elementarni funkce
jsou spojité ve vSech bodech svého defini¢niho oboru a maji derivaci ve vsech
vnitinich bodech svého defini¢niho oboru. Derivaci elementarni funkce je opét
elementarni funkce. Naopak ovSem primitivni funkei k funkci elementarni nemusi
byt funkce elementarni).

Priklady funkci, které nejsou elementarni:

Dirichletova funkce x(x), funkce sgnz, funkce [.] ,celd ¢ast“, funkce {.}
Llomena ¢ast* definované vztahem {z} = x — [x].

Uloha 4.1.1. Zndzornéte graficky funkci y = {x} a dokaZte, Ze je periodickd s
periodou 1.

Ani absolutni hodnota neni povazovana za elementarni funkci. Elementarnimi
funkcemi nejsou ani jiné funkce definované ,po ¢astech®, jako napriklad funkce

| =z prox <0,
Y= 22 pro x > 0.

(Tuto funkci bychom ovSem mohli nazvat ,po ¢astech elementarni“).

4.2 Algebraické funkce

P1i popisu jednotlivych funkci nebo druhti funkci nékdy pouzijeme i nékteré
pojmy, které jsou obsahem az pozdéjsich kapitol, ale kde urcitou troven jejich
znalosti l1ze predpokladat, jezto jsou obsahem stiedoskolského uciva matematiky.
Jde tedy o jakési rozsifené zopakovani stiedoskolského uciva.

a) Mocniny s prirozenym a celym exponentem

Mocninu a™ pro n € N definujeme jako sou¢in n ¢initelid a. Z této definice
ihned plynou vlastnosti mocnin, zejména

Va,b € R, Vr,s € N:
(1) a’ - a’ = ar—&—s’

(2) a":a®*=a""* (pokud a # 0, r > s),
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(3) (a")® =a",

(4) (ab)" =a'?b",

(5) (§)" =4 (pokud b #0),

(6) a" =0b" < a=0b (pokud a,b > 0).

K tomu pridejme jesté vlastnosti vyjadiené nerovnostmi
(7) Ya,b>0:a" <b" < a<b,
8) Va>1l,r<s=a"<a®5 Vae(0,1),r<s=a" >d’.

Chceme-li rozsirit pojem mocniny rozsifenim ¢iselného oboru exponentu, pri-
chazi nejprve exponent 0. Maji-li ziistat v platnosti vyse uvedené vlastnosti (1)—
(5), je tfeba podle (2) definovat

Va # 0;a° = 1.

Vlastnost (2) pak plati pro 7 > s a u vSech vlastnosti se musime omezit na
mocniny s nenulovym zakladem, nebot 0° neni definovana. Vlastnosti (6) a (7)
ovsem pro 7 = (0 neplati.

Dalsim krokem je rozsifeni pojmu mocnina pro exponent, jimz je celé ¢islo.
Kli¢ovou vlastnosti je opét (2), podle niz se definuje (polozime-li r = 0, s = k)

1
. -k _
Va#O,Vk'EZ, a —g

Vlastnost (2) pak plati jiz bez omezeni pro r,s € Z a vlastnost (7) nabude
tvaru

(7) ¥r >0,Ya,b>0: a" <0 < a<hb,

Vr<0,Va,b>0: a" >0 & a<b.

b) Odmocniny

Definice 4.2.1. Pro kazdé ptirozené ¢islo n definujeme n-tou odmocninu z ne-
zaporného cisla a jako takové nezaporné cislo x, pro néz plati 2" = a.
Oznaceni: x = {/a.

Podle definice tedy ({/a)" = a, napiiklad (\/3)2: 3.

Existence n-té odmocniny se zda byt zfejméa. Toto zdani podporuji jednoduché
pitklady jako v/8 = 2, nebot 2% = 8. Jestlize vSak vySetfujeme méné zietelné
ptipady, tfeba /7, je tfeba si odpovédét na otdzku, zda n-t4 odmocnina pro
kazdé a € R, a > 0 skutecné existuje a zda je to jediné cislo.
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Véta 4.2.2 (o existenci a jednoznacnosti n-té odmocniny). Vn € N, Va € R,
a > 0 existuje praveé jedno cislo v € R, x > 0, takove, Ze x™ = a.

Uloha 4.2.3. Zjednoduste rozndsobenim U = (2\/_ — \/§) (3\/5 + 2\/3)

Uloha 4.2.4. Zjednoduste umocnénim a usmérnénim
(2v3 +3v2)°
T (VBrvR)
K zakladnim vlastnostem odmocnin patfi:
Véta 4.2.5. Va e R, a > 0, Vm,n,r € N:
() ()" = a,
) V@ = ¥
Diikaz.

ad (1) Pro levou a pravou stranu rovnosti plati:

L = 2™, kde podle definice 2" = a; po umocnéni na m-tou mame z"" = a™.
P =y, kde podle definice je y™ = a™. Je tedy ™" = y™ a z toho 2™ =y,
takze L = P.

ad (2) L ==z, kde 2" = a", coz dava 2" = a.
P =y, kde y" = a. Tedy 2" = y™ a z toho x = v,
tj. L = P.

c) Mocniny s racionalnim exponentem

Chceme-li rozsitit pojem mocniny na exponent racionalni, vyjdeme ze za-
kladni vlastnosti n-té odmocniny z &sla a: 2™ = a. Tedy polozime x = a’ a po
umocnéni na n-tou je a = 2" = a', tedy tn = 1, t = 1/n. To vede k definici
(Vn e N, Vm € Z, Ya € R, a > 0):

1 m
ar = Ya, an = Vam.
Vlastnosti mocnin ziistavaji zachovany s tim, ze musime uvazit prislusné pod-
minky pro a, b, r, s.
Pojem mocniny lze rozsitit na libovolné readlné exponenty, ale mocnina s ira-
cionalnim exponentem jiz neni algebraicka funkce.

Definice 4.2.6. Necht a € R, a > 0, ¢ € Q'. Pak definujeme

a’= sup {a"}.
re@,r<q

Vyse uvedené vlastnosti mocnin (1)-6), (7°), (8) plati pro libovolné realné
exponenty.
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d) Polynomické funkce

Jsou dany rovnici y = P(z), kde
P(z) = apz™ + ay2™ '+ -+ ap_1z +a,

je algebraicky polynom. Pro ag # 0 jde o polynom a tedy i o polynomickou funkci
n-tého stupné; D(f) = R. Polynomicka funkce obsahujici jen liché mocniny = je
licha, pokud obsahuje jen sudé mocniny x, je suda.

P1i studiu polynomickych funkci se vyuziva poznatkd z algebry, ktera se al-
gebraickymi polynomy zabyva. Zejména se vyuziva:

- déleni polynomi (se zbytkem),

- rozklad polynomu na souc¢in kofenovych ¢initelti a nerozlozitelnych kvadra-
tickych polynomii,

- véta o rovnosti polynomi. (Jestlize dva polynomy P, @) nejvySe n-tého
stupné se rovnaji v n+ 1 bodech, pak P(z) = Q(x) na R, tj. oba polynomy
maji tentyz stupen a tytéz koeficienty.)

Nyni uvedme nékteré zvlastni piipady polynomickych funkci.

Mocninna funkce

y==x
(s pFirozenym exponentem n).

Grafem je parabola n-tého stupné.

Pro n sudé je f suda funkce, ktera pron > 2 je na intervalu (—oo, 0) klesajici
a na intervalu (0, +00) rostouci, tedy v bodé 0 ma minimum, H(f) = (0, +o0),
funkce je konvexni na R. Pfi definici inverzni funkce se za obor prostoty bere
interval (0, +00). Inverzni funkce y = {/x je tedy definovana na intervalu (0, +00)
a stejny je i obor hodnot.

Pro n liché je f lichd funkce, je rostouci na R, H(f) = R. Pro n > 3 je
f konkévni na (—o00,0) a konvexni na (0,400), v bodé 0 ma inflexi. Jezto f je
bijekci R na R, je inverzni funkce y = {/x definoviana na R a méa tyz obor hodnot.

Z tohoto divodu je mozné a ucelné pro licha n definovat n-tou odmocninu i ze
zapornych ¢isel; napriklad v/—8 = —2.

Konstantni funkce

Jsou dany rovnici
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kde k je konstanta; H(f) = {k}. Jsou to funkce sou¢asné neklesajici i nerostouci,
sudé (y = 0 je soucasné i lichd). V kazdém bodé maji neostré lokalni maximum
i neostré lokadlni minimum. Grafem kazdé konstantni funkce y = k v kartézské
soustavé soufadnic je pfimka rovnobéZzna s osou z, resp. osa x (y = 0). V polarni
soustavé soufadnic je grafem konstantni funkce p = r (kde r > 0), ¢ € (0,27)
kruznice se stiredem v pocatku a s polomérem r.

Linearni funkce

Jsou dany rovnici
y=Fkr+q,

kde k£ # 0, ¢q jsou realné konstanty; D(f) = H(f) = R. Pro k > 0 to jsou
funkce rostouci, pro k£ < 0 klesajici, pro ¢ = 0 jsou liché. Grafem kazdé linearni
funkce v kartézské soustavé soutadnic je piimka, jez neni rovnobézné s osou x
ani k ni kolma. Konstanta k je smérnici primky, tj. £ = tgp, kde ¢ je velikost
orientovaného uhlu uréeného osou z a touto pfimkou; zpravidla bereme ¢ €
(—%, %) Parametr ¢ znamena usek na ose y.

Pro ¢ = 0 se linearni funkce nazyva téz primd umeérnost, kartézskym grafem
pfimé timérnosti je piimka prochézejici po¢atkem. Pro linearni funkci (zpravidla
pro g # 0) se pouZiva téz nazev linedrni zavislost.

Grafem linearni funkce v polarni soustavé souradnic je Archimedova spirala.

Jezto linearni funkce jsou ryze monotonni, jsou i prosté. Funkce inverzni jsou
opét linearni. Funkce y = a — = a funkce y = x jsou samy k sobé inverzni.
néjaké funkce nahrazuje (aproximuje) pritbéhem linedrnim; napiiklad pfi linedrni
interpolaci funkeci.

Uloha 4.2.7. Jsou ddny dvé tabulkové hodnoty funkce f: f(4,75) = 0,6758,
f(4,80) = 0,6803. Pomoci linedrni interpolace stanovte f(4,78).

Reseni. Danymi dvéma body prolozime p¥imku, jeji rovnice je

0.6803 — 0.6758
4.80 — 4.75

£(4,78) = 0,6758 + 0,09 - 0,03 = 0, 6758 + 0,0027 = 0, 6785.

y = 0,6758 + (z — 4.75) = 0,6758 + 0, 09(z — 4, 75);

Kvadratické funkce

Jsou dany rovnici
y = ar® + bx + c,

kde a # 0, b, ¢ jsou konstanty; D(f) = R, H(f) je pro a > 0 interval typu
(m,4+00), pro a < 0 je to interval typu (—oo,m), kde m je minimum resp.
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maximum funkce f. Tohoto ostrého lokalniho extrému nabyva funkce f v bodé
Ty = —%. Grafem kazdé kvadratické funkce v kartézské soustavé soutradnic je
(kvadratickd) parabola; pro funkci y = axz? je jeji vrchol v pocdatku soustavy
soufadnic.

e) Racionalni lomené funkce

Jsou to funkce dané rovnici
_ P(x)
- Q(a)
kde P(z), Q(x) jsou polynomy. Je-li stupeii ¢itatele vétsi nebo roven stupni jme-
novatele, dovedeme racionalni lomenou funkci vyjadrit ve tvaru

R(x)
y=5S(x)+ ,
Q)
kde S(z) je podil a R(z) je zbytek pii déleni ggi; .Tato tprava (které se ¥iké ,snizit

stupen ¢itatele pod stupenl jmenovatele*) se pouziva pii integraci racionédlnich
funkeci.
3 —5x% +8x — 7

Uloha 4.2.8. Je ddna funkce y = 713
x

citatele pod stupen jmenovatele.

. Provedte sniZeni stupné

3r—1

. O
2+ 3

Reseni. Po provedeném déleni dostaneme y = z — 2 +

5

Uloha 4.2.9. Je ddna funkce y = x2 —
x

stupen jmenovatele, aniZ provedete klasickée délent.

1
T Provedte sniZeni stupné citatele pod

Reseni. V ¢itateli vhodné ¢leny pfic¢itdme a odéitame a zlomek rozdélime na vice

z—1
zlomki. Dostaneme y = 2° — z + . O
241
Linearni lomené funkce
Jsou to funkce s rovnici
ar +b
Yy = )
cx +d

kde a, b, ¢, d jsou redlné konstanty, pricemz plati

L0, D<f>=R\{—5l}.

c

ab
cd

Jsou to funkce prosté, grafem v kartézské soustavé soutradnic je rovnoosa hy-
perbola. Inverzni funkce jsou téhoz typu, tj. jsou téz linearni lomené.

L s v . , NI . . a )
Zvlastnim pripadem je funkce zvana neprimd umernost s rovnici y = —, ktera
x

je sama k sobé inverzni.
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4.3 Goniometrické funkce a funkce cyklomet-
rické

Pravouhlé trojuhelniky

Podobnost trojuhelniki jako relace ekvivalence na mnoziné vsech pravotuh-
Iych trojuhelnikt, definuje rozklad této mnoziny na t¥idy. Z vlastnosti podob-
nosti plyne, ze kazda t¥ida téchto trojuhelniki je urcena jednim vnitinim ostrym
thlem a ze vSechny trojuhelniky z téze tiidy ekvivalence se shoduji v poméru od-

povidajicich si stran. Toho se vyuziva k definici goniometrickych funkci ostrého
uhlu.

B
C
a
\ a
A C
b
Obrazek 4.2: Pravouhly trojihelnik
. . a a b
Definice 4.3.1. siha = —, cosa=-, tga= 7 cotgar = —.
c a

Tato definice pracuje zpravidla s tthly v mife stupnové.
Odsud

Z NABC dale plyne:
sin(90° — @) = cosa, cos(90° — a) =sina, sin®a+costa =1,

tg(90° — a) = cotg a.
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Zvlastni hodnoty

Neékteré zvlastni hodnoty goniometrickych funkei lze odvodit (pfi pouziti Py-
thagorovy véty)

- z rovnostranného trojuhelniku s vyskou:

1 3

Sin30° = 5, sin60° = g
3

£g30° = % £8.60° = /3.

(podobné pro ,kofunkce“ cosa a cotg ).

- ze Ctverce s uhloprickou:

2
sin45° = cos45° = g, tg 45° = cotg4h® = 1.
Na této trovni se prijima jako disledek definice, ze kdyz « roste od 0° do
90°, tak funkce sinus roste od 0 do 1, funkce tangens roste od 0 do +oo, funkce
kosinus klesa od 1 k 0 a funkce kotangens klesa od 400 k 0.

Rovnéz pomoci nazoru se na této tirovni snese rozsireni funkei:
sin0° =0, cos0°=1, tg0°=0, cotg0° neni definovan;
podobné
sin90° =1, c¢o0s90° =0, tg90° neni definovan, cotg90° = 0.

Uziti jednotkové kruznice k definici goniometrickych funkci

Tato definice se obycejné spojuje jiz s pouzivanim miry obloukové, pricemz
prepocet mezi velikosti tthlu @ v mife stupnové a velikosti z v mife obloukové je

dan vztahy

T 180

r=-—aq, a=—u.
180 ™
Definice goniometrickych funkci pomoci jednotkové kruznice ptinasi jeden di-

dakticky problém. Chceme-li zachovat oznaceni x pro velikost thlu v mife oblou-
kové, musime volit jiné oznaceni pro souradnicové osy, naptiklad u, v. Chceme-li
vsak zachovat oznaceni os x, y, musime volit jiné oznaceni pro velikost thlu,
napiiklad ¢, tedy nemuzeme piimo definovat sinx, pfestoze pravé tento zapis
v matematické analyze nejvice pouzivame.

Definice 4.3.2. Je-li O pocatek pravouhlé soustavy souradnic, J jednotkovy bod
na ose x, M (xy,yy) bod na jednotkové kruznici a t velikost orientovaného thlu
ZJOM, pak hodnota funkce cost je definovana jako z-ova soutadnice bodu M,
cost = x), a hodnota funkce sint je definovana jako y-ova soufadnice bodu M,
sint = Y.
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Obrazek 4.3: Uziti jednotkové kruznice k definici goniometrickych funkci

Vlastnosti plynouci z definice funkci

Z definice mame: D(sin) = D(cos) = R, H(sin) = H(cos) = (—1,1).
Z definice plyne rovnéz periodi¢nost obou funkci s periodou 27:

Vt € R,Vk € Z; sin(t + 2km) = sint, cos(t + 2km) = cost.
Z béznych vlastnosti 1ze dale primo z jednotkové kruznice zjistit
- znaménka funkci v jednotlivych kvadrantech I, II, III, IV;

- hodnoty funkci pro thly, pro néz je bod M na nékteré souradnicové ose, tj.

pro uhly 0, 7, m, 3?”, ..., zejména nulové body:

sint=0<=t=kr (VkeZ),
cost =0 <=t = (2k+1)5 (VkcZ);

- paritu funkci, tj. V¢t e R:
sin(—t) = —sint  (funkce sinus je licha),

cos(—t) = cost  (funkce kosinus je sudd);

- vzorce pro zménu velikosti thlu o 7, tj. V¢ € R:
sin(t + 7) = —sint,

cos(t + ) = — cost;

- nerovnost: V¢ € (0,+00): sint < {;
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T =7T"-COoSt,

y =1 sint, t € (0,2m).

- parametrické vyjadreni kruznice:

Ve skolské matematice se nejcastéji setkavame s oznacovanim velikosti hld
feckymi pismeny «, 3, ... a s mirou stupniovou, v matematické analyze se po-
nejvice pracuje s mirou obloukovou a s x jako oznacenim velikosti thli v mifte
obloukové, tedy sinz, cosz, ...

24k
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Obrazek 4.4: Grafy funkci y = sinx, y = sin2x, y = 2sinx a y = cos .

Funkce tangens a kotangens

Definice funkci tangens a kotangens vychézi z funkci sinus a kosinus.

Definice 4.3.3. Vo # (2k + 1)7 (tedy pro néz cosz # 0) definujeme funkci
tangens:




Vo # kr (tedy pro néz sinx # 0) definujeme funkci kotangens:

COS T
cotgx =

sinx
Vlastnosti funkci tgx a cotgx:

Funkce tangens je definovana pro vsechna x € (2k + 1)7, tj. na mnoziné
D(tg) =R\ {(Qk: +1)5:k € Z}; H(tg) =R.

Funkce kotangens je definovana pro vSechna x # k-7, tj. na mnoziné D(cotg) =
R\ {km; k € Z}; H(cotg) = R.

Z definice funkci tangens a kotangens a z vlastnosti funkci sinus a kosinus
dostavame zejména tyto zakladni vlastnosti:

znaménka funkci v jednotlivych kvadrantech I, II, ITI, IV;

hodnoty funkci pro thly, pro néz je bod M na nékteré souradnicové ose, tj.
pro uhly 0, 3, m, 37”, 27, zejména nulové body: tg0 = tgm = 0, cotg 5 =
cotg 37” = 0;

paritu funkeci, tj. Vo € D(f):

tg(—x) = —tgx, cotg(—z)= —cotgx (funkce liché);

periodi¢nost funkei: Vo € D(f):

tg(x £ m) = —tgz, cotg(r +m) = —cotgz.

Vzorce pro goniometrické funkce:

Postupné lze vyvodit dalsi skupiny vzorci. Je-li g libovolna ze ¢tyt zakladnich
goniometrickych funkci a oznac¢ime-li velikosti thli «, 3, ..., jak je to bézné na
stfedni skole, jde o vzorce, kde

- g(a £ ) vyjadfujeme pomoci goniometrickych funkei thli «, 3, naptiklad
sin(a £+ (3) = sinacos 5 £ cos asin F;

ta(a £ §) = tga +tg g

= m (pI‘O ktera «, ﬁ plati7),

- g(2a0) vyjadiujeme pomoci goniometrickych funkci jednoduchého dhlu «,
napiiklad

cos 2o = cos? o — sin v,

sin 2 = 2 sin a cos o
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Obrazek 4.5: Grafy funkci y = tgz a y = cotgx.
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- g (%) vyjadiujeme pomoci goniometrickych funkei ihlu «,

napiiklad pro o € [ je

e’ 1 —cosa .
sin — =/ ————; nebo téz
2 2
. o 1 — cos2a o 1+ cosa
sinf“a = ————, oS =/ ——F—
2 2 2

tento vzorec se vyuziva napriklad pfi integraci goniometrickych funke;

- g(a) £ g(pB) se vyjadii jako soucin funkei, napiiklad
@ a—
sina + sin 3 = 2sin +ﬁcos 6;
2 2
- pfi integraci souc¢inu goniometrickych funkci se vyuziva obraceného vztahu
a g(a) - g(B) vyjadfujeme jako soucet nebo rozdil goniometrickych funkei,
napiiklad:

: L. :
sinma - cosna = o [sin(m + n)a + sin(m — n)al;
- velmi uzitecny je vzorec s =1+ tg? a.
cos? «

Funkce cyklometrické

Pro zakladni goniometrické funkce se voli obory prostoty P, pri¢emz obory

hodnot H se neméni:

sinz: P = <— ,g> H=(-1,1);
cosx: P =(0,m)

s
tgr: P= <—§,
cotgx: P=(0,7), H=(—o0,+0)=R.

Pti definici cyklometrickych funkci se vymeéni tloha mnozin P a H.

Definice 4.3.4. Goniometrické funkce uvazujme na jejich oborech prostoty. In-
verzni funkei (s definiénim oborem D) k funkci

sinx je funkce arcsinz  (arkussinus), (—1,1);
cost je funkce arccosz (arkuskosinus), D =
tgx  je funkce arctgx  (arkustangens), D = (—oo, +00);

cotgx je funkce arccotgx (arkuskotangens), D = (—oo, +00).

T
Pritom si uvédomime, ze napitklad Vz € (—1,1), Vy € <—— —>, zna-

menaji zapisy y = arcsinz, x =siny presné totéz.

Funkce arcsin z se vyskytuje v tlohach na urceni defini¢niho oboru funkci.
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arcsin x
\/3x + 2
2

Reseni. Citatel je definovan na intervalu (—1, 1), jmenovatel na mnoziné x > -3
tedy na intervalu (—%, +oo). Defini¢ni obor D(f) je prinikem obou intervald,
tedy D(f) = (—2,1). O

Uloha 4.3.5. Urcete definicni obor funkce f :y =

N

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Obrazek 4.6: Grafy funkci y = arcsin x, y = arccos z, a y = arccotg .

Vlastnosti cyklometrickych funkci

Jelikoz inverzni funkce zachovava monotonnost funkce vychozi, jsou funkce
arcsin z, arctgx ve svych defini¢nich oborech rostouci, arccosz a arccotgz jsou
klesajici.

Ze vzorcu pro funkce goniometrické 1ze odvodit odpovidajici vzorce pro funkce
cyklometrické, napriklad:

Jezto cost = sin (7—2r — t), dostaneme po dosazeni cost = =z, (tedy i t =
arccos x): « = sin (5 — arccosz) = Va € (—1,1) : arcsinz + arccosz = 5.

Podobné téz Vx € R:  arctgx + arccotgx = 7.

Proto se z uvedenych cyklometrickych funkci pouziva obvykle vzdy jen jedna
z kazdé dvojice, zpravidla funkce arcsinx a arctg x.

Jestlize ve vzorci pro tg(a + () polozime tga = z, tg § =y, tj. a = arctgz,

[ = arctg y, dostaneme vzorec arctg x + arctgy = arctg ffzyy.
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4.4 Funkce exponencialni a logaritmické

Exponencialni funkce

Necht a > 0, a # 1. Exponencidlni funkce jsou definovany rovnici

y=a,

D(f) =R (plyne to z definice mocniny pro libovolny redlny exponent).

Hodnotu mocniny s iracionalnim exponentem, tedy exponencialni funkce pro
iracionalni hodnotu nezavisle proménné x) lze najit i jako limitu posloupnosti
a", kde r € Q, r — x. Tak tfeba 2™ je limitou posloupnosti 2", kde r na-
priklad tvori posloupnost dolnich desetinnych aproximaci ¢isla 7: 3; 3,1; 3,14;
3,141; 3,1415; 3,14159; .... Pak 2" dava posloupnost 8; 8,5741...; 8 ,8152.. ;
8,8213...; 8,8244 .. .; 8,82496 . . ., takze napriklad 2™ ~ 8, 8250.

Podobné (uzitim suprema mnozin) bychom mohli dokézat, ze kazdé kladné
¢islo je pfi daném zékladu a hodnotou néjaké mocniny, tj. H(f) = (0, 400).

Pro a > 1 je exponencialni funkce rostouci, jak plyne z vlastnosti mocnin 4.2
(8). Pro a < 1 je exponencialni funkce klesajici. V tomto ptipadé je (1/a) > 1,
plati pro kazdé z; < x5 < (%)xl < (%)m2 a po prechodu k prevracenym hodnotam
mame a*' > a”2.

Proa € (0,1) je tedy a®* = b~*, kde b =1/a > 0.

Exponencidlni funkci y = a” pro a € (0,1) lze tedy nahradit exponenciélni
funkci y = b=* pro b > 1 (ktera je klesajici), a to vede k zavéru, ze v podstaté
neni tfeba se zabyvat exponenciadlnimi funkcemi se zakladem a < 1.

Grafu exponencialni funkce v kartézské soustave fikame exponencidla. Vsechny
exponencialy prochézeji bodem [0; 1]. Grafem exponenciélni funkce v polarni sou-
stavé soutadnic je tzv. logaritmickd spirdla.

Zvlast dulezitd je exponencialni funkce y = e* oznacovana nékdy téz exp x.

Logaritmické funkce

Exponencidlni funkce f : y = a® je pro a > 0 rostouci (tedy i prosta)
na celé mnoziné R, pficemz H(f) = (0,+o00). Existuje proto inverzni funkce
f~1: 2 = aY, kterou nazyvame logaritmickd funkce o zékladu a a kterou zapi-
sujeme y = log, z; ta ma D(f~!) = (0,+00), H(f) = R. Hodnotu logaritmické
funkce nazyvame logaritmus; nékdy pojem logaritmus pouzivame i pro strucné
oznaceni logaritmické funkce. Logaritmovat néjaky vyraz znamena urcit jeho lo-
garitmus.
pro niz mame zvlastni oznaceni Inx = log, x a nazev prirozeny logaritmus
(In = logaritmus naturalis).

Z definice logaritmu plyne zejména:
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Obrazek 4.7: Grafy funkci y = e”, y = (%)m, y=2"ay= (%)m.
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(a) Zépis x = a¥ znamend presné totéz jako y = log, .
(b) Vx € R: log,a®* =z, Va > 0:a%® = z.
(c) Vz € R: a® = e*!"? (nebot a = e!*?).

Z prostoty exponencialnich a logaritmickych funkci plyne:
(d) e =a & K=L, A=B(>0) & log, A=log,B.

V obou pripadech (d) ziskdme zavér implikace logaritmovdnim jejiho pfedpo-
kladu.

Dekadicky logaritmus, tj. logaritmus o zakladu 10, mél diive vysadni posta-
veni pii numerickych vypoétech (pouzivani tabulek dekadickych logaritmi), ale
s rozsifenim kalkulatori a pocitaci toto postaveni ztratil.

Vsechny logaritmické funkce o zadkladu a > 1 jsou rostouci a jejich grafy
prochazeji bodem [1; 0] na ose z.

Uloha 4.4.1. Nacrtnéte grafy funkeiy =e®, y = Inx.

Z vyse uvedené vlastnosti (c) plyne, Ze misto exponenciélnich funkci y = a®
o zakladu a lze uvazovat jen exponencialni funkce y = e** o zékladu e. Podobné
na sebe lze prevadét logaritmy o riiznych zakladech. Pevodni vztahy lze odvodit
napiiklad takto (uvazujme logaritmus pfirozeny a logaritmus o zdkladu a):

Rovnost z = a'°%* logaritmujeme pii zékladu e a dostaneme In z = In a-log, z.

Jestlize logaritmujeme rovnost x = e pii zakladu a, dostaneme log, z =
log,e-Inx.

Z vlastnosti exponencidlnich funkci plynou ihned vlastnosti funkei logaritmic-
kych:

Vay, o > 0: log,(z1 - x9) = log, x1 + log, 2;

Vay,xe > 0: log, (1 : x9) = log, x1 — log, x2;

m

Vo >0, Ym € R: log,(z™) =m - log, x.

4.5 Funkce hyperbolické a hyperbolometrické

Hyperbolické funkce patii mezi elementarni funkce a jsou definovany pomoci
funkci exponencialnich takto:

Definice 4.5.1.

shz = % (ex —e’x) , chx = % (ex+e’x) ,
shx chzx
thxzﬂ, cothx:@,

jsou to hyperbolicky sinus, kosinus, tangens a kotangens.
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Obrazek 4.8: Grafy funkci y = Inz, y =log;  x, y = log, v a y = log, , 1.
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Z definice je vidét, ze pro prvni tii z téchto funkei je D(f) = R (pro thz
to plyne z toho, ze Vx € R: chz > 0). Lehce zjistime, Ze funkce shz mé jediny
nulovy bod pro zy = 0, takze D(coth) =R\ {0}.

Obory hodnot a prubéh:

H(sh) = R, funkce je rostouci; H(ch) = (1,+00), funkce je klesajici na
(—00,0) a rostouci na (0, +00), v bodé 0 ma minimum 1.

H(th) = (=1;1), funkce je rostouci; H(coth) = (—o0 ) (1,4+0), n
intervalu (—oo,0) funkce klesd od —1 k —oo, na intervalu ( ) funkce klesa
od +oo k 1. Pro funkce tangens i kotangens jsou pfimky y = 1 ay = —1

asymptotami, asymptotou grafu funkce kotangens je téz osa y.

Uloha 4.5.2. Do jednoho obrdzku znazornéte grafy funkci y = shx, y = chuz,

y—§e

Uloha 4.5.3. Do jednoho obrizku zndzornéte grafy funkci v = thz, y = cothx.

m ’ /7 A . 7’ v Id ’ v v
Graf funkce y = a-ch — v kartézské soufadnicové soustaveé se nazyva retézovka.
a

Je to kifivka, kterou vytvari fetéz (nepruznd nit) volné zavéseny ve dvou bodech.
Hyperbolické funkce maji fadu vlastnosti velmi podobnych vlastnostem funkci
goniometrickych. Z definice funkci 1ze odvodit naptiklad

(a) Funkce shz, thx, cothz jsou liché, funkce chx je suda.
(b) Va: ch®z —sh®z = 1.

(c) Vx #0: thx-cothe = 1.

(d) Vz; € R: sh(xy + 29) = shxy chzy + chzy shs.

(e) Va; € R: ch(xy + 29) = chay chay Fshay shas.

th(lfl + thIQ

f) Va; € R: th(xy + _—
() T € (xl $2) l:l:thﬂflthl’g

Hyperbolické funkce se vyskytuji zejména v aplikacich a také se pouzivaji pii
vypoctu neurcitych integrald pomoci hyperbolickych substituci.

Funkce sh z, th z a coth x jsou prosté, u funkce ch x vezmeme za obor prostoty
interval (0, +00). Pak lze definovat funkce inverzni (zvané hyperbolometrické):

- K funkci shz je inverzni funkei funkce argshz (argument hyperbolického
sim), D(f) = H(f) = R.

- K funkci chz je inverzni funkei funkce argchz (argument hyperbolického
kosinu), D(f) = (1, 400), H(f) = (0, 400).
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- K funkeci th z je inverzni funkci funkce argth = (argument hyperbolické tan-

- K funkeci coth z je inverzni funkei funkce argcoth x (argument hyperbolické
kotangens), D(f) = (=00, =1) U (1,+00), H(f) = R\ {0}.

Jezto jsou hyperbolické funkce vyjadfeny pomoci exponencialni funkce, 1ze
hyperbolometrické funkce vyjadrit pomoci funkce logaritmické, naptiklad:

1.1
argshz = In (x—l—\/mQ + 1), argthz = Eln T

1—2x

Obrazek 4.9: Grafy funkci y = shz, y = chx, a y = cothz.
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Obrazek 4.10: Grafy funkci y = argsh z, y = argch x, iy = argth » a y = argcoth .
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Kapitola 5

Limita funkce

vvvvvv

Iyzy. Na pojmu limita jsou zaloZeny dalsi vyznamné pojmy, jako je
spojitost, derivace funkce, Riemanniv integral, délka kiivky a dalsi.
S pfimym praktickym pouzitim limity se setkame pri vysSetfovani pri-
béhu funkce, napiiklad pii zjistovani asymptot grafu funkce.

5.1 Limita funkce podle Heineho

Hlavni myslenka: Problém limity funkce se prevede na (jiz zndmy)
problém limity posloupnosti.

Definice 5.1.1 (limita funkce podle Heineho). Necht z( je hromadnym bodem
D(f). Cislo a nazveme limita funkce f v bodé zp <=
pro kazdou posloupnost {z,}, x, € D(f), x, # xo, ., — xo, plati f(z,) — a.
Piseme
lim f(z) = a.
T—T0
Definice 5.1.2 (jednostrannd limita funkce podle Heineho). Necht zg je levym
(pravym) hromadnym bodem D(f).
Cislo a nazveme limita zleva (zprava) funkce f v bodé xy <= pro kazdou
posloupnost {x,}, x, € D(f), x, < o (x, > x0), T, — X¢, plati f(z,) — a.
Piseme

r—x0— r—x0+

o) = tim (@) =a (Sart) = tim 1) =a).

. % —4
Uloha 5.1.3. Vypoctéte lin% 7
rx—2 T —
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Uloha 5.1.4. Vypoctéte obé jednostranné limity funkce y = sgnx v bodé 0.

Uloha 5.1.5. Dokaste, Ze Dirichletova funkce x(x) nemd limitu (ani jednostran-
nou) v Zadném bodé xy € R.

Uloha 5.1.6. Vyslovte definici nevlastni limity +oo ve vlastnim bodé x.

Definice 5.1.7 (vlastni limita v nevlastnim bodé +o0). Necht +oo je hromad-
nym bodem D(f). Cislo a nazveme limita funkce f v nevlastnim bodé +o0o <=

pro kazdou posloupnost {z,}, x, € D(f), x, — +oo, plati f(z,) — a.
Piseme

Jim (@) =a.

Uloha 5.1.8. Vyslovte definici vlastni limity funkce v nevlastnim bodé —oo a de-
finice nevlastnich limit v nevlastnich bodech.

5.2 Veéty o limitach funkci

Véty o limitach funkei vyplyvaji na zékladé Heineho definice limity z vét o
limitach posloupnosti. Proto jsou nékteré formulovany velmi podobné.

Formulaci uvaddime pro vlastni limity ve vlastnich bodech, je vSsak mozné i
jejich rozsifeni na ,nevlastni pripady*.

Véta 5.2.1. KazZdad funkce f md v libovolném bodé xy € R nejuyse jednu limitu.

Véta 5.2.2. Necht funkce f md v bodé x¢ konecnou limitu. Pak existuje okoli
P(xg), v némz je omezend. (Tedy

dP(zo) IK,Le€R Vx e P(xo) ND(f): f(z) € (K, L).)

Véta 5.2.3 (véta o kladné limité). Necht funkce f md v bodé xo konecnou kladnou
(zdpornou) limitu. Pak existuje okoli P(xg), v némZ je [ kladnd (zdpornd).

Véta 5.2.4 (véta o limité souctu, rozdilu, soucinu a podilu). Necht jsou na M
definovdny funkce f a g. Necht xy je hromadny bod M a plati

lim f(x) =a, lim g(z)="».

r—x0 T—x0

Pak funkce

f+g9, f-9 f-9 (pro g(x) #0, b#0)

magi limitu



Tyto vlastnosti plati pro rozsifenou realnou osu ve vsech ptipadech, kdy maji
uvedené vyrazy s a, b smysl; napriklad véta o souctu neplati pro a = 400, b =
—00.

Véta 5.2.5 (véta o limité rovnosti). Necht na néjakém okoli P(xo) plati f(z) =
g(x) a existuje lim,_.,, f(x) = a. Pak téz lim, .., g(z) = a.

Véta 5.2.6 (véta o limité nerovnosti). Necht na néjakém okoli P(xo) plati f(z) <
g(x) a existugi limity obou funkci v bodé xy.
Pak lim f(z) < lim g(x).
T—T0

T—T0

Uloha 5.2.7. Na piikladech ukazte, jaky vztah miZe platit mezi limitami, jestlize
na P(xg) plati ostrd nerovnost f(x) < g(x).

Véta 5.2.8 (véta o tiech limitach). Necht na néjakém okoli P(xq) plati

f(@) < h(z) < g(z),

pricemz
lim f(z) = lim g(z) = a.

T—To T—T0

Pak ezistuje i lim, .., h(x) a je rovna a.

Véta 5.2.9 (véta o limité monoténni funkee). Necht bod xq je levym hromadngm
bodem mnoziny M = D(f) N P(xo—) a funkce f je neklesajici na M.

Pak ezistuje lim, ., f(z).

Je-li funkce f mna M shora omezend, je tato limita konecnd, neni-li f na M
shora omezend, je tato limita rovna +00.

Uloha 5.2.10. Vyslovte podobnou vétu pro nerostouci funkci a ddle véty pro
pripad limity zprava.

Véta 5.2.11.
lim f(z) =0<= lim |f(z)| =0.

T—X0 T—x0
Véta 5.2.12.
lim f(z) =a <= lim|f(z)—al]=0

T—To T—T0

(pro a vlastni).

Véta 5.2.13. Necht xq je oboustranngm hromadngm bodem D(f). Pak ndasledu-
jict dva vyroky jsou ekvivalentni:

A: Ezistuje lim, .., f(z) a je rovna a.
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B: Ezistuji lim, ., f(x), lim, ..+ f(x) a 0b€ jsou rovny a.

Uloha 5.2.14. UZitim predchozi véty dokazte, Ze funkce y = x + i nemda limitu
v bodé xg = 0.

Véta 5.2.15. Necht na néjakém P(xy) plati f(z) > 0. Pak

T

1) lm f(z) =0 += lim, ., 5355 = +00,

T—x0
2) lim f(z) =+ — i ! 0
im f(x) = +o0 im —— = 0.
T =0 f(z)
Véta 5.2.16. Nechl lim, .., f(z) = a # 0, lim, .., g(x) = 0 a v néjakém okoli
P(zo) plati sgng(x) = sgna [sgng(x) = —sgna/. Pak plati lim % = 400
e—wo g(z

[—oo].
Véta 5.2.17. Necht xy je hromadngm bodem D(f - g), lim, .., f(z) =0 a g je
funkce omezend. Pak lim f(x)-g(x)=0.
T—x(
Véta 5.2.18 (véta o limité slozené funkce). Méjme sloZenou funkci f o . Necht

1. 3 okoli P(xq) C D(p) tak, Ze p(P(x0)) C D(f),

2. Ja jako lim ¢(x),
r—x0

3. a je hromadnygm bodem D(f) a existuje b = lim f(x),

4. xy neni hromadnym bodem mnoZiny {x € P(xo);¢(x) = a}.
Pak ezistuje limita sloZené funkce f o @ v bodé xy a plati lim f o p(z) = b.

T—T0

5.3 Vypocet limit
Limity nékterych elementarnich funkci

Uloha 5.3.1. Uzitim véty o trech limitdch dokazte, Ze liII(lJ sinz = 0.

Uloha 5.3.2. Dokazte, Ze lim sinx = sinxy a lim cosx = cos zg.

T—T0 T—X0

Uloha 5.3.3. Dokazte, Ze lim 2" = ) a Ze pro kazdy polynom P(z) je lim P(x) =
T—TQ T—x0

P(.Z‘())

Platnost vysledkti uloh 5.3.2 a 5.3.3 lze zobecnit na vSechny elementarni
funkce takto:

Véta 5.3.4. Je-li f elementdrni funkce, xo € D(f), pak lim f(x) = f(x).
T—x0

Pouziti této véty nazyvame vyuziti spojitosti funkce k vypoctu limity.
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Specialni limity:

sin

lim =1
z—0 X

1 x
lim (1 + —) =e,
Tr——+00 €T

m(1+x)—1 _
x—0 x

Y

m  (pro libovolnd m € R),

Uloha 5.3.5. Dokaste pruni z vise wvedenyjch specidlnich limit.

3 in 3
Uloha 5.3.6. Vypoctéte 1iII(l) PIOT
r— €T

. 2\ °
Uloha 5.3.7. Vypoctéte lirf (1 + —) )
T——+00 €T

Vypocet dle definice a vét o limitach

B .. 63+ 22 +5
Uloha 5.3.8. Vypoctéte ;EEIFOO BT

se 1o 6-227 427 45
Uloha 5.3.9. Vypoctéte xl—l>r—ir-100 el 4 922 4 7

Vr+h—x
h

Uloha 5.3.10. Vypoctéte liII(lJ , kde x > 0.

1
Uloha 5.3.11. Vypoctéte liH(l)l‘ sin —.
r— x

Dalsi metoda vypoctu limit funkci: uzitim I’Hospitalova pravidla .

5.4 Limita funkce podle Cauchyho

Cauchyho definice limity vyuzivd vztahu mezi okolimi. Vyslovime dvé definice.
Jedna uvazuje okoli ve smyslu topologickém, druha ve smyslu metrickém.

Definice 5.4.1 (limita funkce podle Cauchyho). Necht z( je hromadnym bodem

D(f). Rikdme, Ze funkce f ma v bodé& ¢ limitua< Vv U(a)
x €D(f) N Plxy) = f(z) € Ua). Piseme

lim f(z) =a.

T—T0
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Poznamka 5.4.2. Posledni implikaci lze nahradit inkluzi

F(D(f) N P(xo)) € U(a).

Definice 5.4.3 (limita funkce podle Cauchyho, druhé definice). Necht xq je
hromadnym bodem D(f). Rikédme, 7e funkce f m4a v bodé =z, limitu a
& Ve > 030 > 0 tak, ze Vo : x € D(f) N P(xy,0) = f(z) € Ula,e).
Piseme

lim f(z) = a.

T—T0

Poznamka 5.4.4. Zéavér definice 1ze formalné upravit na jiny tvar s vyuzitim ab-
solutnich hodnot: misto Vz : € D(f) N P(x,0) uvedeme Vo € D(f) : 0 <
|z — x| < § amisto f(z) € U(a,c) dame |f(z) —a| < e.

Uloha 5.4.5. Zndzornéte obsah Cauchyovyjch definic na obrdzku.

Uloha 5.4.6. Vyslovte Cauchyouvy definice vlastni limity v nevlastnim bodé, ne-
vlastni limity ve vlastnim bodé a nevlastni limity v nevlastnim bodé.

Véta 5.4.7 (Ekvivalence definic limity funkce). Heineho definice a Cauchyova
definice limity funkce jsou ekvivalentni.

Limita funkce dle definice Heineho je tedy presné tyz pojem jako limita funkce
podle Cauchyho. Je tu vsak rozdil v jejich pouziti. Heineho definici pouzivame
Cast&ji k vgpoctu limit, nebot v této definici znalost hodnoty limity funkce neni
predem potiebna, Cauchyovu definici pouzivame castéji k dukazum, hodnotu li-
mity musime znat predem.
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Kapitola 6

Spojitost funkce

Spojitost patri k nejuyznamnéjsim vlastnostem funkci. Setkdvame se s ni —
jako s poZadovanou vlastnosti funkci — ve vsech c¢dstech matematicke analyzy.

6.1 Pojem spojitosti funkce

Intuitivni predstava spojitosti funkce f v bodé g je spojena s grafem funkce:
graf v tomto bodé ,neni pretrzeny”, funkce je vdaném bodé definovana a v malém
okoli bodu zy jsou malé i zmény funkce. Spojitost v bodé je lokdlni vlastnost
funkce.

Definice 6.1.1 (spojitost funkce v bodg).
Rikame, Ze funkce f je spojitd v bodé z, <

1. je v bodé zy definovana (tj. xo € D(f)),

2. [je-li o hromadnym bodem D(f), pak| existuje vlastni lim f(x) a plati

T—x0

3. lim f(z) = f(xo).

T—T0o

Poznamka 6.1.2. Nékdy se vynechava podminka v hranaté zavorce. Jeji ponechani
rozsifuje spojitost i do izolovanych bodt D(f) a umoziuje jednodussi formulaci
nékterych vét.

Uloha 6.1.3. Definujte spojitost v bodé x zleva a spojitost zprava.
Uloha 6.1.4. Nacrtnéte graf funkce f tak, aby nastaly tyto jevy:
1. v bodé x1 ¢ D(f) md funkce vlastni limitu,
2. v bodé xo & D(f) limita zleva je mensi neZ limita zprava, obé jsou vlastnt,

3. v bodé 3 je funkce spojitd zleva, limita zprava je mensi nez limita zleva,
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9.

. v bodé x4 je funkce spojitd zprava a limita zprava je vétsi neZ limita zleva,

v bodé x5 € D(f) md vlastni limitu, kterd je vSak mensi neZ funkcni hod-
nota,

v bodé ¢ € D(f), limita zleva je mensi nez f(xg), limita zprava je vétsi
nez f(xg),

v bodé x7 ¢ D(f) je limita zleva —oo, limita zprava +o0,

v bodé xg € D(f) je limita zleva +o0, vlastni limita zprava je mensi nez

f<x8):

v bodé xg € D(f) md funkce nevlastni limitu +o00.

Definice 6.1.5. Hromadny bod z( defini¢niho oboru D(f), v némz funkce f neni
spojita, se nazyva bod nespojitosti funkce f.

Definice 6.1.6 (druhy nespojitosti). Nespojitost v bodé z( se nazyva

- odstranitelna <

— f ma v bodé z( vlastni limitu,
— ale funkéni hodnota f(xg)

* bud neni definovana
* nebo neni rovna limite;

- neodstranitelna ve vSech ostatnich pripadech nespojitosti.

Neodstranitelnou nespojitost nazveme

- 1. druhu —

— v bodé xq existuji obé jednostranné vlastni limity,
— ale jsou ruzné;

— rozdil limit f(zo+) — f(xo—) (nékdy jen absolutni hodnotu tohoto
rozdilu) nazyvame skok;

- 2. druhu ve vsech ostatnich pripadech.

Poznamka 6.1.7. Odstranitelnou nespojitost lze odstranit tak, ze funkci f v bodé
o dodefinujeme nebo predefinujeme tak, aby se funkéni hodnota rovnala limité
funkce v bodé zg.

Uloha 6.1.8. Rozhodnéte, jakou nespojitost md funkce f z ilohy 6.1.4 v bodech
T aZ Tg.

Uloha 6.1.9. Dokaste, e Dirichletova funkce je nespojitd pro kazdé x € R. Jakd
je to nespojitost?
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Obrazek 6.1: V bodé x; ¢ D(f) méa funkce vlastni limitu (DODEFINOVANIM
ODSTRANITELNA NESPOJITOST).

e —O

| N
7

) T

Obréazek 6.2: V bodé z5 ¢ D(f) limita zleva je mensi nez limita zprava, obé jsou
vlastni (NEODSTRANITELNA NESPOJITOST PRVNIHO DRUHU — SKOK).

| N
7

T3 X

Obrazek 6.3: V bodé z3 je funkce spojita zleva, limita zprava je mensi nez limita
zleva (NEODSTRANITELNA NESPOJITOST PRVNIHO DRUHU — SKOK).

N
7

Ty T

Obrazek 6.4: V bodé x4 je funkce spojita zprava a limita zprava je vétsi nez limita
zleva (NEODSTRANITELNA NESPOJITOST PRVNIHO DRUHU — SKOK).
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Obréazek 6.5: V bodé x5 € D(f) ma vlastni limitu, ktera je vSak mensi nez funkéni
hodnota (PREDEFINOVANIM ODSTRANITELNA NESPOJITOST).

| N
7

T T

Obrazek 6.6: V bodé xg € D(f), limita zleva je mensi nez f(z¢), limita zprava je
vétsi nez f(z¢) (NEODSTRANITELNA NESPOJITOST PRVNIHO DRUHU — SKOK).
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Obrazek 6.7: V bodé x7 ¢ D(f) je limita zleva —oo, limita zprava +o0o (NEOD-
STRANITELNA NESPOJITOST DRUHEHO DRUHU).
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Obréazek 6.8: V bodé zg € D(f) je limita zleva 400, vlastni limita zprava je mensi
nez f(zs) (NEODSTRANITELNA NESPOJITOST DRUHEHO DRUHU).

N
7
Tg T

Obréazek 6.9: V bodé xzg € D(f) mé funkce nevlastni limitu +0o (NEODSTRANI-
TELNA NESPOJITOST DRUHEHO DRUHU).

73



Dale uvadime piehled zakladnich vét o spojitosti v bodé x,

V piipadé, Ze tento bod je hromadnym bodem D(f), plynou tyto véty z vét
o limitach.

Véta 6.1.10. Jsou-li funkce

o f, g spojité v bodé vy a c € R,
pak jsou v tomto bodé spojité tez funkce

e f+y

e f—-y

«c-f,

* /9

o |f]

e apro g(zg) #0 i g

(Pro soucty, rozdily a souciny plati tato vlastnost pri libovolném konecném poctu
clent resp. ciniteli.)

Véta 6.1.11. Je-li funkce p spojitd v bod€é xo, funkce f spojita v bodé a = p(xy),
pak sloZend funkce f o ¢ je spojitd v bodé xy.

Véta 6.1.12. Je-li funkce [ spojitd v bodé xg, pak existuje okoli U(xq) tak, Ze
na D(f)NU(xg) je [ omezend (je to tzv. lokdlni omezenost spojité funkce).

Véta 6.1.13. Necht x¢ je hromadnym bodem D(f), funkce f je spojitd v zo a

f(zo) # 0.
Pak ezistuje okoli U(xy) tak, Ze Vo € R plati

xeU(xg) ND(f) = sgnf(x)=sgn f(zo).

Véta 6.1.14. Necht xy je oboustranny hromadny bod D(f).

Funkce f je spojitd v bodé xy <= je v ném spojitd zleva i zprava.

Véta 6.1.15 (Pravidlo e-0). Necht xy je hromadnym bodem D(f).
Funkce f je spojitd v bodé xy <=
Ve >0 30 > 0 tak, Ze Vo € R plati

z € U(zo,0) N D(f) = [f(x) € (f(0),€).
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Poznamka 6.1.16. e Tato vlastnost se téz nazyva Cauchyova definice spoji-
tosti; tedy takto lze definovat spojitost funkce v hromadném bodé D(f)
bez pouziti pojmu limita.

e V uvedeném pravidle e—¢ je ovSem pojem limity fakticky obsazen, viz pra-
vidlo -6 pro limitu funkce.

e Podobné nasledujici vétu lze chapat jako Heineho definici spojitosti.

Véta 6.1.17. Necht zy je hromadngm bodem D(f).
Funkce f je spojitd v bodé xy <=

vxnaxn € D(f)a Tn — To platz/ f(xn> - f(xO)

Véta 6.1.18. ZAKLADNI ELEMENTARNI FUNKCE JSOU SPOJITE VE VSECH BO-
DECH, V NICHZ JSOU DEFINOVANY.

Uloha 6.1.19. Pro které funkce naleznete dikaz véty 6.1.18 v prikladech pred-
chozi kapitoly?

6.2 Funkce spojité na mnozZiné

Spojitost funkce na mnoziné je globalni vlastnosti funkce.

Definice 6.2.1. Rikdme, 7e funkce f je spojitd na mnoziné M C D(f) +—
je spojita v kazdém bodé mnoziny M.

Zapis: f e C(M).

Rikdme, Ze funkce f je spojité <= f je spojita na D(f).
Pozndamka 6.2.2. Je tieba rozliSovat spojitost na D(f) a spojitost na uzavéru

D(f). Napfiklad funkce f : y = 1/z je podle vySe uvedené definice spojité, nebot
je spojitd na D(f) = (—o00,0) U (0, +00), ale neni spojitd na mnoziné R = D(f).

Nékdy lze pozadavek na spojitost funkce ponékud ,oslabit* a uvazovat funkce
jen ,po ¢astech spojité“ (viz napiiklad Newtontiv vzorec v kapitole Riemanntuv
urcity integral).

Definice 6.2.3. Funkce f se nazyva po c¢astech spojita na M <
e je spojita ve vSech bodech mnoziny M
e s vyjimkou konec¢ného poc¢tu bodia M,

— v nichz je definovana
— a ma zde nespojitost 1. druhu

— nebo nespojitost odstranitelnou.
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K tomu, abychom mohli spojitosti prakticky vyuzivat, je tfeba se presvédcit,
které z bézné pouzivanych funkci jsou spojité. Predevsim i zde pfirozené plati:

Véta 6.2.4. VSECHNY ZAKLADNI ELEMENTARNI FUNKCE JSOU SPOJITE.

e 7 vlastnosti spojitosti (véty 6.1.10, 6.1.11 a 6.1.18) plyne, Ze jsou spojité i
vSechny funkce, které ze zdkladnich elementarnich funkci dostaneme konec-
nym poctem aritmetickych operaci a skladani funkci.

valu.

Pfitom spojitost na uzavieném intervalu (a,b) znamena, ze

— f je spojita na (a,b),
— v levém krajnim bodé a je spojita zprava

— a v pravém krajnim bodé b je spojita zleva.

6.3 Vlastnosti funkci spojitych na intervalu

Véta 6.3.1 (1. Weierstrassova véta). Je-li funkce spojitd na intervalu (a,b), pak
je na tomto intervalu omezend.
Dikaz (sporem). e Kdyby funkce f nebyla omezend na (a, b) (naptiklad shora),
pak by ke kazdému n € N existoval bod z,, € (a,b) tak, ze f(z,) > n.
e Posloupnost {x,} C (a,b) je omezend, takze podle Bolzano—Weierstrassovy

vety existuje vybrana konvergentni podposloupnost {z/, } s limitou z, pro niz
téz f(x]) > n.

e Proto f(zg) je (podle Heineho definice spojitosti a podle véty o limité ne-
rovnosti)

— jednak +o0
— a jednak redlné ¢islo vzhledem ke spojitosti f v kazdém bodé (a,b),
tedy i v xo,

a to je spor.
O

Uloha 6.3.2. Na prikladech ukazte, Ze oba predpoklady 1. Weierstrassovy véty
(spojitost funkce a uzavienost intervalu) jsou podstatné pro platnost tvrzeni véty.
Tedy pri narusent nekterého z téchto predpokladi neni nutne splnéno ani tvrzend.

76



Véta 6.3.3 (2. Weierstrassova véta). Je-li funkce f spojita na intervalu (a,b),
pak na tomto intervalu nabyvd své nejuétsi © nejmenst hodnoty.

Tedy existuji body cyi,co € (a,b) tak, Ze

fler) = max f(z), f(c;) = min f(z).

z€({a,b) z€(a,b)
Diikaz (éasti o mazimu,). e Podle 1.Weierstrassovy véty je f shora omezena,
takze existuje konecné
sup f(x) =M.
x€{a,b)

e Staci tedy dokazat, Ze existuje ¢; € (a,b) tak, ze f(c;) = M.
e Kdyby takovy bod ¢; neexistoval, byla by funkce
g(x) = M — f(x)

na (a,b) spojita a kladna.

1
e Proto i funkce ) by byla na (a, b) spojita,
g(x

e tedy podle 1. Weierstrassovy véty omezena kladnou konstantou

L:$<L — g(x)>% = f(x)<M—%;

e dostali jsme spor se 2. vlastnosti suprema,
e takZe g(z) nemuze byt stale kladna,

e tedy uvazovany bod c¢; existuje.

]

Uloha 6.3.4. Na prikladech ukazte, Ze oba predpoklady 2. Weierstrassovy véty
(spojitost funkce a uzavienost intervalu) jsou podstatné pro platnost tvrzeni véty.
Tedy pri narusent nekterého z téchto predpokladi neni nutne splnéno ani turzend.
(Napriklad uwvazte funkci y = x na intervalu (—1,1).)

Véta 6.3.5 (Bolzano-Cauchyova). Je-li funkce f spojitd na (a,b) a plati-li
f(a)- f(b) <0,
pak existuje bod & € (a,b) tak, Ze f(£) = 0.

Diikaz (Bolzanovou metodou pilent intervali,). e Interval (a, b) rozptlime bo-
dem c;.
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— Pokud f(c;) =0, je £ = ¢3.
— Jinak oznac¢ime (ay, by) tu polovinu, kde f(ay) - f(by) <O.

e Interval (aj,b;) rozptlime bodem ¢, .. ..
e Bud dn € N tak, ze £ = ¢,

e nebo dostavame posloupnost vlozenych intervalii, které maji podle véty o
vloZenych intervalech jediny spole¢ny bod &; o ném se dokaze f(£) = 0.

— Nemuze byt f(£) > 0, nebot by existovalo okoli U (&) tak, ze Vx € U(€)
by bylo f(z) >0

— a to je spor (pro dosti velké n by bylo (a,,b,) C U(E)).
— Stejné tak nemuze platit, ze f(£) < 0, proto f(§) = 0.

Této véty se uziva napt. pfi feSeni rovnic k diikazu existence feseni.
Uloha 6.3.6. Dokazte, Ze rovnice x +sin(z — 1) = 0 md alespori jeden kofen.
Re$end. Uvazujeme napiiklad a = —2, b = 2 (najdéte mensi interval!) O
Véta 6.3.7 (véta o mezihodnoté). Necht funkce f je spojitd na {(a,b),

fla) # (D).

Pak funkce f nabyvd kazdé hodnoty q mezi f(a) a f(b).

Princip dikazu. Bolzano-Cauchyovu vétu pouzijeme na funkci
9(x) = f(z) —q.
O

Disledek 6.3.8. Je-li funkce f spojitd na intervalu J, pak f(J) je interval nebo
jednobodovda mnozina.

Véta 6.3.9 (vztah mezi monoténnosti a prostotou u funkei spojitych na inter-
valu). Je-li funkce f spojitd na intervalu J, pak f je prostd pravé tehdy, kdyz je
momnotonni.

Princip dukazu. e Vztah ,ryze monoténni“ = ,prostd“ plati zfejmé i pro
nespojité funkce.

e Vztah ,prosta“ = ,ryze monoténni“ se dokaze sporem.

— Kdyby (prostd) funkce nebyla ryze monoténni, existovaly by t¥i body
1, Ca, c3 tak, Ze f(cz) by bylo vétsi (nebo mensi) nez f(c1) a f(c3).
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— 7 véty o mezihodnoté plyne existence bodu z; € (c1, ¢2), T2 € (¢, ¢3)
taka ze f('rl) - f(xQ)a

— a to je spor s vlastnosti prostoty.

Uloha 6.3.10. Sestrojte ndcrtek k posledni ¢dsti dikazu piedchozi véty.

Véta 6.3.11 (o spojitosti inverzni funkce). Je-li funkce f na intervalu J spojita
a prostad, pak inverzni funkce f je téZ spojitd.

Diikaz. Pouziva se ryzi monotonnost funkce f a diisledek véty o mezihodnoté. [

6.4 Stejnomeérna spojitost

Jako jsme vlastnost spojitosti ,,zmirnili“ spojitosti po ¢astech, miizeme tuto
vlastnost zase ,zprisnovat®.

Definice 6.4.1. Funkce f se nazyva stejnomeérné spojita na mnoziné M <=
Ve > 0 39 > 0 tak, ze pro kazdé dva body 2/, 2" € M plati:

o' —2"| <6 = |f(2)— f(2")|<e.

Pfedné uvazime, ze stejnomérné spojitost ma smysl jen na mnoziné (zejména
na intervalu), neexistuje néjaka stejnomérna spojitost v bodé. Je to tedy vlastnost
globalni.

V definici si dale uvédomime, ze § zavisi pouze na ¢, tj. nezavisi na poloze
bodu /', x” v M; u spojitosti na mnoziné M obecné § zavisi také na bodu xy,
tedy i kdyz je funkce spojita v kazdém bodé mnoziny M, nelze obecné k danému
e > 0 najit takové § > 0, které by bylo stejné, at zvolime zy kdekoli na M.

Napriklad u funkce y = tgx na (—g, %), kdyz volime xy ,stale blize“ k 7, pak
pro dané ¢ (tfeba = 1) musime volit ¢ stédle mensi a mensi, aby pro = € U(xo,d)
zustaly funkéni hodnoty f(z) v e-okoli hodnoty f(xo).

Stejnomérnou spojitost 1ze charakterizovat také jesté pomoci tzv. oscilace

funkce.

Definice 6.4.2. Necht funkce f je definovani a omezena na mnoziné M. Cislo

w=sup f(z) — inf f(z)

xeM xeM
se nazyva osctlace funkce f na mnoziné M.

Je-li funkce spojitd na uzavieném intervalu, pak misto rozdilu suprema a
infima muZzeme vzit rozdil maxima a minima.
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Véta 6.4.3 (o oscilaci stejnomérné spojité funkce). Funkce f je stejnomeérné
spojitd na intervalu J, praveé kdyzZ Ve > 0 30 > 0 tak, Ze na kaZdém podintervalu
I C J délky mensi nez § je oscilace funkce mensi nez e.

Vztah spojitosti a stejnomérné spojitosti resi nasledujici dveé véty.

Véta 6.4.4 (vztah stejnomérné spojitosti a spojitosti na mnoziné M). Je-li
funkce f stejnomérné spojitd na M, pak je na M spojitd.

Princip dukazu. Ze stejnomérné spojitosti plyne spojitost v libovolném bodé x,
nebot Ve > 0 3§ > 0 tak, ze Vo € D(f) plati:

|t —xo| <6 = |f(x) = f(zo)] <e.
]

Véta 6.4.5 (Cantorova véta). Je-li funkce f spojitd na intervalu (a,b), pak je
na tomto intervalu stejnomerné spojita.

Dtikaz se provadi uzitim Borelovy véty o pokryti: Je-li uzavieny interval (a, b)
pokryt systémem S, otevienych intervali, pak existuje konecny podsystém S) C
Sy, ktery také pokryva interval (a,b).
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Kapitola 7

Derivace funkce

Derivace funkce patri mezi nejpouzivanéjsi pojmy matematickée analyzy. Deri-
vace vyjadruje rychlost zmény a stoji proto i v zdkladu cetného praktického pouZiti
matematicke analyzy.

7.1 Pojem derivace funkce
Méjme funkci f, kterd je definovana v néjakém okoli U(zg) bodu .

e Postoupime-li z bodu z¢ o néjaké Ax (Ax je priristek nezdvisle proménné),
dostaneme novou hodnotu nezavisle proménné zo+ Az (€ U(xg));

— pro Ax <0 je tato hodnota vlevo

— apro Ax >0 je vpravo od .

Az <0 Az >0

L 4
L 4

xo + Ax X0 x xo + Ax

Obrazek 7.1: Priristky nezavisle proménné.

e Funkéni hodnota se pfitom zméni z hodnoty f(z¢) na hodnotu f(xo+Ax)
orozdil Ay = f(zo+ Az) — f(xo).

— Ay je tzv. prirustek funkce.
A
— Podil A—y je tzv. diferencidlni podil;
x

— jeho geometrickym vyznamem je smérnice seCny ke grafu funkce,
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— tj. tga, kde « je thel, ktery svird secna MyM s osou .

Uloha 7.1.1. Dopliite do obrdzku 7.2 oznaceni: o, Az, a Ay.

/

X0 ro+Axr x
Obrazek 7.2: Secna grafu.
Pro spojitou funkci f plati

Ar — 0 = Ay — 0,

A 0
takze pro Ax — 0 je diferencialni podil A—y vyraz typu {6} .
x

Definice 7.1.2. Rikdme, Ze funkce f md v bodé z, derivaci, pravé kdyz
je f definovina na néjakém okoli bodu 1z a existuje (vlastni) limita

lim f (w0 + Ax) — f (20)
Az—0 Az

Tuto limitu nazyvame derivace funkce [ v bodé xy a znacime ji f'(zo).
Derivace v bodé je tedy néjaké ¢islo.

Geometricky vyznam derivace funkce v bodé:

f'(x¢) znamend smérnici teny grafu funkce v bodé M,, tj. tgp, kde ¢
je thel ktery svira tecna v bodé M, s osou .

Uloha 7.1.3. Nacrtnéte dle obrdzku 7.2 obrdzek, v ném# vyznacite geometricky
vyznam deriwace funkce v bode.
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Fyzikalni vyznam derivace v bodé:

s
Je-li zdkon drahy s = s(t), pak diferencidlni podil N znamena prumeérnou

As

hlost a lim — = v(¢ 4 okamzit hlost.
rychlo Jim = v(t) znamend okamzitou rychlo

Uloha 7.1.4. Podle definice vypoctéte derivaci funkce y = x> v bodé xo = 3.

Jestlize v definici derivace nahradime limitu jednostrannou limitou, dosta-
neme definice jednostrannych derivaci (derivace zleva, zprava), které oznacujeme
f'(@o=) a [f'(wo+).

Je-li f'(z9) = k, pak existuji obé jednostranné derivace a jsou rovny ¢islu
k; také naopak, existuji-li obé jednostranné derivace funkce f v bodé xy a

rovnaji se témuz ¢islu k, pak existuje derivace funkce f v bodé xy a je rovna
k, jak plyne z vét o limitach.

Uloha 7.1.5. Vypoctéte obé jednostranné derivace funkce f :y = |z| v bodé
Ty = 0.

Z vypoctu plyne, ze funkce y = |z| nemé v bodé 0 derivaci.

A
Jestlize limita diferencialniho podilu A—y je pro Az — 0 rovna +oo nebo
x
—00, pak mluvime o nevlastnich derivacich (téz zleva, zprava).

Vyrok ,existuje derivace“ vSak bude vzdy znamenat ,existuje vlastni deri-
13
vace®.

Uloha 7.1.6. Je ddna funkce f:y=+/1—a2. Ovérte, Ze f'(1-) = +o0.
Uloha 7.1.7. Urcete derivaci funkce y = x*> v bodé .

Derivace jako funkce

Definice 7.1.8. Méa-li funkce f derivaci v kazdém bodé z néjaké mnoziny M,
fikdme, ze ma derivaci na mnoziné M; zna¢ime ji f' nebo f'(x).

e Vidime, ze derivace funkce na mnoziné M je opét funkce.

e Napiiklad dle tlohy 7.1.7 derivaci funkce y = 22 na R je funkce y = 2z.

e Chceme-li pak zjistit derivaci f’(z9) v néjakém bodé xzg, sta¢i do f'(x)
dosadit zo za =.

e Napiiklad pro f =z dlohy 7.1.7 je f'(3) = (22),=3 = 6 (srovnej s tlo-

hou 7.1.4).
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Prehled oznadeni derivaci:

v bodé: jako funkce: ptvod oznaceni:
f'(20) v, f, fl(x) Lagrange
df(zo) (df(z) dy df(z) d o

EPE ( P ) e Pt e (f(z)) Leibniz
D f(xo) Dy, Df(x) Cauchy

e Kazdé z téchto oznaceni ma své vyhody.

e Napiiklad v Leibnizové je dobie vidét, podle které proménné se derivuje,
takze se dobfe uplatnuje napiiklad pii manipulacich s funkcemi slozenymi
a inverznimi;

e Cauchyovo oznacovani je vhodné napiiklad pfi feseni diferencialnich rovnic
operatorovou metodou;

e operaci definovanou operatorem D nazyvame zpravidla derivovdni (podle
dané proménné).

e Chceme-li v Lagrangeové oznaceni zdtraznit proménnou, podle niz se deri-
vuje, napiseme tuto proménnou jako index, napiiklad f.

Véta 7.1.9 (vztah mezi derivaci a spojitosti). Md-li funkce f v bodé xy de-
rivact, je v ném spojitd.

Princip dikazu. Dokazeme, ze plati Alim0 <f(x0 + Azx) — f(x0)> = 0. O

Uloha 7.1.10. Dle definice derivace stanovte derivace funkce y = x™ pro
n € N.

Uloha 7.1.11. Dle definice derivace stanovte derivace funkce y =sinz [pozor
na to, jak se pritom vyuZije spojitosti funkce kosinus|.
7.2 Vlastnosti derivaci

Véta 7.2.1 (zdkladni vlastnosti derivaci). Necht funkce u = f(x), v = g(x) maji
na mnoziné M derivace u' = f'(z), v/ = ¢'(z) a c € R.

Pak funkcec-f, f+g, f—g, f-g aprog(z)#0i S magi na M derivace a
g
plati:
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L(c-f)=c-f,
2. (u+v) =u+v, (u—v)=u—-1,
3. (u- v) =u-v+u-v,

U v—u-v
2 .

Diikaz. Provadi se podle definice derivace, u sou¢inu a podilu se prida a odecte
uréitd pomocnda funkce, vyuziva se tu téz spojitosti. [l

Pravidla pro sc¢itani a pro nasobeni lze matematickou indukeci rozsitit na n
¢lent (Cinitel), n € N. Pro néasobeni tii funkci tak naptiklad mame

(w-v-w =u - vwtu-v - wtu-v-w
Véta 7.2.2 (derivace slozené funkce). Necht existuje sloZend funkce fop a necht
1) funkce u = @(x) md v bodé x derivaci ¢'(x),
2) funkce y = f(u) md v odpovidajicim bodé u (= ¢(x)) deriwaci f'(u).
Pak funkce f o ¢ ma v bodé x derivact

(f e @) (x) = (f'(u) - ' (x) =)(f 0 @) () - ¢ ().

Uloha 7.2.3. Uzitim véty o derivaci sloZené funkce mdme najit derivaci funkce

y = sin® z.

Pti oznaceni podle Leibnize ma pravidlo pro derivaci slozené funkce tvar, jako
uprava zlomki: % = % d_u
dr du dx
Véta 7.2.4 (derivace inverzni funkce). Necht f je ryze monotonni na intervalu
J a md tu derivaci f'. Pak inverzni funkce f~' md derivaci na f(J) a plati

1
Y )(x)_f’(y)'

Diikaz. U obou vét se provadi dle definice derivace a pouziva se faktu, ze

Ay —0 <= Az—0.

Uloha 7.2.5. UZitim predchozi véty zjistéte derivaci funkce y = arcsin x.

P1i oznaceni podle Leibnize ma pravidlo pro derivaci inverzni funkce tvar,
jako uprava zlomku:

dy 1
1. dz
dxz o



7.3 Derivace elementarnich funkci

Véta 7.3.1 (prehled vzorcti pro derivace elementarnich funkci).
e (¢))=0 (derivace konstanty);
o (™) =ma™ ' (plati pro libovolné m #0);  wldste (x) = 1;

o (@) =a”-lna; zejména (") =e";

log, ) = ména  (Inz) = —;
e (log, 7) nal ceiména (Inx) ~
e (sinz) =cosz, (cosz) = —sinx;
—1

tgz) =1+tg’z = ~ tgz) = —(1+ cotg®z) = -

o (tgx) +tg ey (cotg ) (1 + cotg” x) R
o 1 , -1

e (arcsinz)’ = (arccosz) =

V1— a2’ V1— a2’

-1
o (arctgx) = i (arccotg z)’ = 1522
e (shz) =chz; (chz) =shuz;
thz) = ; tha) = —
* (tha) ch®x (coth) sh? z
1
[ (argsh J}')/ = \/ﬁ:_i_l; (argthx)/ = 1_ 2 .

Dikaz. Provadi se uzitim definice derivace (nékde i s uzitim specidlnich limit),
vlastnosti derivaci, vét o derivaci slozené funkce a inverzni funkce. [l

Uloha 7.3.2. Urcete derivaci funkce vy = (cosz)*"® pro x v 1. kvadrantu.

7.4 Diferencial funkce

Resime problém: funkci f v okoli bodu z aproximovat linedrni funkci g, tj.
nalézt takovou linearni funkci g, aby platila podminka

o F@) =g
T—z0 X — T

Oznacme = = xo + h; zfejmé g(x) = f(x) + ah, takze citatel posledniho zlomku
lze zapsat jako

w(h) = f(xo+ h) — f(xo) — ah.

86



Vyse uvedenou podminku lze tak zapsat jako

Cw(h)
pm == =0

Z definice funkce w(h) plyne, ze piirtstek funkce Af(x) lze vyjadiit ve tvaru
Af(xo)(= f(zo+ h) — f(x0)) = ah + w(h).

Definice 7.4.1. Linearni ¢ast prirtastku funkce, tedy funkci ah, nazyvame di-
ferencidl funkce f v bod€ 1, oznacujeme jej df(zo) a funkci, kterd ma
diferencial v bodé z(, nazyvame diferencovatelnou v bodé x,. Funkci, ktera
ma diferencidl v kazdém bodé mnoziny M, nazyvame diferencovatelnou na
mnoziné M.

Véta 7.4.2 (existence a jednoznac¢nost diferencialu). Funkce f je diferencova-
telnd v bodé xy <= md v bodé xq vlastni derivaci. Diferencidl df(xqy) funkce f
v bodé xy je pak jednoznacné urcen vzorcem

df(zo) = f'(wo) - h,
kde h € R je prirustek nezdvisle proménné.

Ptedchozi véta tedy tika, Ze vyroky ,f ma v bodé xy (vlastni) derivaci a ,,f
je v bodé z diferencovatelna“ jsou ekvivalentni, znamenaji totéz. (U funkei vice
proménnych je tomu jinak.)

Misto h pouzivame pro prirtstek nezavisle proménné téz oznaceni Ax nebo
dx a nazev diferencidl nezdvisle proménné. Je to motivovano skutecnosti, ze di-
ferenciél linearni funkce y = z je dv = 1- h(= 1- Ax). Diferencial funkce pak téz
zapisujeme d f(zg) = f'(xo) - dx. VySe uvedené poznatky ndm umoziuji definovat
diferencial funkce primo uvedenym vzorcem.

Definice 7.4.3. Diferencidalem funkce f v bodé 1z, nazyvame vyraz
df(zo) = f'(o) - dz,

kde dz(= Ax) je konstantni pfirtistek (diferencial) nezavisle proménné.
Diferencialem funkce f na mnoziné M nazyvame funkci

dy = f/(.T) 'dx7
kde x € M.

d
Ze vztahu dy = f'(z)-dz vidime, Ze Leibniziiv symbol d_y pro derivaci funkce
x

je skutecnym zlomkem — podilem diferencialu funkce a diferencialu nezavisle
proménné. Také vzorce pro derivaci slozené funkce a inverzni funkce (viz 7.2) lze
chapat jako operace se skutecnymi zlomky.

Uloha 7.4.4. Dopliite obrdzek 7.3, ktery zndzorniuje geometricky vijznam diferen-
cialu funkce jako priblizné hodnoty pririustku funkce stanoven€ na tecné ke grafu
funkce.
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N

0 x

Obrazek 7.3: Geometricky vyznam diferencialu funkce.

Uziti diferencialu
Uziti diferencidlu v pribliznych vypoctech je zaloZeno na priblizné rovnosti
flzo+ Az) = f(zo) + Ay ~ f(z0) + dy = f(20) + f'(20)Az.
Uloha 7.4.5. Pomoci diferencidlu funkce vypoctéte pribliznou hodnotu /0, 982.
Resend.
V0,982 = £(0,982) = f(1—0,018) = f(xo+ Az) ~ f(z0) + f'(x0)Ax,

1 0,018
V0,982 ~ f(1) + f'(1) - (—0,018) = V1 + —=(—0,018) = 1 — ~— = 0,991.
SO+ (1) ( ) 5 \/I( ) 5

[

Uziti diferencidlu pri odhadu chyb je zalozeno na tom, Ze kdyz h (tedy dx)

polozime rovno absolutni chybé méreni, udava df pribliznou hodnotu absolutni
chyby vypoctené hodnoty y = f(x).

Uloha 7.4.6. Pocitdime objem koule, jejiz primér x jsme zmérili s chybou .
Urcete chybu vysledku.

Reseni. Vzorec pro objem koule o poloméru r, resp. prumeéru x:
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Pokud x méfime s chybou dx, dostaneme pfi oznaceni T = x + dx:

- 1 1 1 1
V=-m’= éw(x +02)3 ~ gwx?’ + {éwxﬂ or =V + |:§7T$2:| ox =V +0V.

1
Pfiblizna chyba vysledku je tedy 6V = §7rx26x, pri¢emz priblizna relativni chyba

vysledku je

oV jmater 3(5:B

Vo sma’ ST
a tedy relativni chyba vysledku je rovna trojnasobku relativni chyby méfeni prii-
meéru. [

Diferencial slozené funkce

Méjme funkci y = f(u), kde u je nezavisle proménné. Pak jeji diferencial je

df(= dy) = f'(u) - du.

Uréeme nyni df v pfipadé, Ze u neni nezavisle proménnd, ale u = p(z). Pak

df =[fop@)] - dz = f(o(z)) - () dz = f'(u) - du,

nebot du = ¢'(x) dx.

Vidime, ze diferencial funkce je invariantni pfi prechodu na sloZenou funkci.
(Tuto vlastnost mé pouze 1. diferencial, viz 7.5, a pouZivame ji zejména pii
vypoctu neur¢itych integralt, viz 10.)

7.5 Derivace a diferencialy vyssich radua

Funkce y = sin x m4 derivaci iy = cos x. Toto je opét funkce, kterd méa derivaci
a plati (/) = —sinz.

Definice 7.5.1. Ma-li funkce f’ v bodé 2 (na mnoziné M) derivaci (f')', oznac¢ime
tuto derivaci f” a nazveme derivace druhého radu (druha derivace) funkce
f. Podobné derivaci n-tého 7dédu (n-tou derivaci) f™ definujeme vztahem

) = (f(nfl))"

. Lo dr y d*f
Oznaceni podle Leibnize: o2 (¢ti ,d dvé f podle dz na druhou“), —3,
xz Y
a2 arf [dnf
— —_— d.
G T (5) e

Oznaceni podle Cauchyho: D?f, D"y, apod.
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Uloha 7.5.2. Urcete viechny derivace funkce y = 32> — 22 — 1.
Uloha 7.5.3. Urcete 2. derivaci funkce y = sinz v bodé xy = 5

Derivace v, ..., y™, n € N, k > 2, nazfvame derivace vyssich 7ddi. Upotie-
bime je napf. pfi vySetfovani prabéhu funkce (viz kapitolu 9) nebo pifi urcovani

koeficientt Taylorova rozvoje (viz kapitolu 8). M4 proto smysl uvazovat o vzor-
cich, které usnadni vypocet n-té derivace.

Neékteré vzorce pro n-tou derivaci elementarnich funkci
1) Funkce e” : Vn € N je (e7)™ = e*;
podobné pro funkci ¢* mame (a®)™ = a*(Ina)".
2) Funkce sinzx, cosz.

Plati: f(**4 = f(™) takze takto lze zjistit derivaci libovolného fadu. Plati
)(n)

7r
téz vzorec (sinx)""”’ = sin (x + n§> a podobny pro (cosx)™.

3) Funkce shz, chz. Zde f*+2) = f(),

4) Funkce 2", n € N. Zde ()™ = nl, ()™ =0, Vm € N, m > n.

Leibnizovo pravidlo pro n-tou derivaci soucinu:

(uv)™ = ulMy + (ZL) u Dy’ (g) w2y (ni ) WY ™,

Uloha 7.5.4. Urcete 120. derivaci funkce y = x2e®.
Resend.
e”(2® + 240z + 14280).

Diferencialy vyssich radua

Podobné jako u derivaci je mozno definovat diferencidal 2. rddu (2. diferencidl)
jako diferencial diferencidlu funkce (diferencial funkce pak nazyvame 1. diferenciél
funkce).

Je-li x nezavisle proménné, je dx konstantni pririistek, takze pro funkci y =

f(x) je
d%y = ddy) = df (¢) - o) = (f/(x) - o) - do = f"(x) - do

2
. z v . . v v Ve . . y v Id 7 . L
Vidime, ze v Leibnizove oznaceni 2. derivace je 2 skutecny podil 2. diferencialu
x

a 2. mocniny dzx.
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Definice 7.5.5. Diferencial n-tého vddu (n-ty diferencidal) funkce f je
definovan rekurentnim vztahem:

d"f =d(d"'f).

Véta 7.5.6. Za predpokladu existence vlastni derivace n-tého tadu funkce f(x),
kde x je nezdvisle promennd, je

d"f = fM(x) - da".
Uloha 7.5.7. Odvodte vzorec pro druhy diferencidl sloZené funkce.
Resent. d*y = f"(u)du? + f'(u) du, kde y = f(u), u = ¢(z). O

7 vysledku je vidét, ze diferencialy vysSich fadd nejsou invariantni vzhledem
ke skladani funkei (pii prechodu na slozenou funkci piibyva dalsi ¢len: f/(u) d?u).

7.6 Derivace ruznych typu funkci

1) Funkce vice proménnych

Derivujeme vzdy podle jedné proménné a ostatni povazujeme za konstantu;
dostéavame tzv. parcidlni derivace s oznacenim (napiiklad pro funkei z = f(x,y))

of of &f O 4
ox’ Oy’ 0x%’ 0xdy’

Uloha 7.6.1. Vypoctéte vsechny parcidlng derivace 2. ¥ddu pro funkci z = x sin zy.

2) Funkce dané parametricky
Nezévisle proménné z i hodnota funkce y jsou vyjadieny soustavou x = ¢(t),
y = Y(t), kde t € (o, 3). Derivaci d—y uré¢ime pomoci diferencialt (uzitim uve-
x

dy _ P'@)dt (1)
de  p()dt  o(t)

deného Leibnizova symbolu): (tedy derivace je téz funkei

parametru).

Uloha 7.6.2. Odvodte vzorec pro derivaci 2. tddu funkce dané parametricky.

g d? d /d ") (t) — ' (t)" (t
Resens, 0 _ 4 (A} _ 0100 v 0)0) .
dx dr \ dx (@' (1))
Uloha 7.6.3. Funkce f je ddna parametricky: T 2C.OSt’ t e (0,m).
Yy = 2sint,
dy d%y
V: ‘téte — a —.
ypoctéte -~ a e
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3) Funkce dané implicitné

Funkce y = y(z) nechf je ddna implicitni rovnici f(z,y) = 0 pro = € (a,b).

Na daném intervalu tedy plati identicky f(z,y(x)) = 0. Proto také derivace levé
d

strany podle x je identicky rovna nule, tj. — + i 0 a z toho vypocteme

Oor Oy dx
dy . dYy y . o .
s Derivaci —5 vypocteme, kdyz tuto rovnost znovu derivujeme podle x s tim,
ze y = y(v).

Uloha 7.6.4. Vypoctéte 1. a 2. derivace funkce dané implicitni rovnici x4 y? —
25 =0.

2 .2

g x x

Resent. v/ = ——, y" = — +y : O
Yy

4) Funkce dané graficky

Méjme funkci f danou na intervalu J ,hladkym® grafem, cilem je nalezeni
grafu derivace.

Zpravidla lze pouzit tento postup: Na J zvolime primérené ,hustou” mnozinu
M bodti, do niz zahrneme zejména body, v nichz méa funkce extrém nebo inflexi
(viz kapitolu 9). Dale sestrojime bod 7'[—1;0]. Pro kazdy bod x; € M pak:

e sestrojime pfimku =z = z; (na niz pak — po jejim zjisténi — vyznacime
hodnotu derivace funkce v bodé z;) a jeji pruse¢ik A; s grafem funkce f;

e v bodé A; sestrojime tecnu t; ke grafu funkce f;

e bodem 7T s ni vedeme rovnobézku ¢, || ¢; a stanovime prisecik B. piimky ¢/
s osou y; velikost orientované tisecky OB’ je hodnotou f'(z;);

e usecku OB’ preneseme na pfimku z = z; od bodu z; (leziciho na ose ) a
dostaneme bod B grafu derivace.

5) Funkce dané tabulkou

Uvazujme tii po sobé jdouci tabulkové hodnoty funkce f v bodech x_+, xg, x1.
Derivaci zprava D f(xo+) nahradime ,pravym diferencidlnim podilem* § f(zo+),
derivaci zleva D f(x¢—) ,levym diferencidlnim podilem® § f(zo—) a derivaci D f ()
,aritmetickym primérem hodnot* ¢ f(zo—) a 0 f (zo+), tedy

f(zo) — f(x—l7 Sf(zot) = f(xy) — f(l’o)’

Top — X1 1 — X

6f<l’0—) =
D (o) = 5(6f(r0=) + 6 o).
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Uloha 7.6.5. Funkce f je ddna tabulkou f(3,7) = 50,653, f(3,8) = 54,872,
f(3,9) = 59,319. Vypoctéte derivaci f'(3,8).

Resent. 6f(3,8—) = 42,19, 6£(3,8+) = 44,47, Df(3,8) = 43,33; pro kontrolu:
plati f(z) = 23, takze f'(3,8) = 43,32, chyba vypoctu je mensi nez 0,03%. O

— % —
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Kapitola 8

Zakladni véty diferencialniho
poctu

8.1 Uvod

Véta 8.1.1 (Fermatova). Necht funkce f je definovana na M a nabjvd v nékte-
réem vnitrnim bodé xq € M své nejuetsi nebo nejmensi hodnoty. Ma-li f v bodé
xo derivaci, pak f'(x9) = 0.

x)— f(x
Princip dikazu. Uvazujeme znaménko podilu d(z) = M v levém a
r — 29
pravém okoli bodu zy, v némz nabyva své nejvétsi (nejmensi) hodnoty. Z véty o
limité nerovnosti pak plyne f’(z) = lim d(x) = 0. O
T—T0

Fermatovu vétu lze vztahnout na lokalni extrém a jeho okoli, tato véta ma
tedy lokalni charakter a lze ji formulovat takto: ma-li funkce f v bodé z( lokalni
extrém a ma v ném derivaci, pak se tato derivace rovna nule. Tedy:

Véta 8.1.2. Nutnou podminkou existence lokdalniho extremu funkce f v bodé xq
je, Ze v ném derivace f'(xg) bud neexistuje nebo je rovna nule.

Pro diferencovatelnou funkei f je nutnou podminkou rovnost f'(xy) = 0.

8.2 Véty o stredni hodnoté

Uvedeme zde trojici vét (Rolleova, Lagrangeova, Cauchyova), které jsou ob-
vykle nazyvdny vétami o stredni hodnoté diferencidlniho poctu. Jadrem je véta
Lagrangeova.

Véta 8.2.1 (Rolleova). Necht funkce f
1) je spojitd na intervalu {a,b),
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2) md deriwaci na intervalu (a,b),
3) spliiuge rovnost f(a) = f(b).
Pak v intervalu (a,b) existuje bod & tak, Ze f'(§) = 0.

Diikaz. Podle 2. Weierstrassovy véty nabyva funkce f v néjakém bodé ¢; € (a, b)
své nejmensi hodnoty a v né&jakém bodé ¢y € (a,b) své nejvétsi hodnoty. Kdyby
¢1 1 ¢y byly oba krajnimi body intervalu (a,b), platilo by f(x) = konst., takze
za & bychom mohli vzit libovolny bod intervalu (a,b). Je-li jeden z bodu ¢1,co
vnitinim bodem intervalu (a,b) (oznacme jej ¢), pak tvrzeni plyne z Fermatovy
véty, kde € = c. O

Takovych bodii, v nichz je derivace funkce f rovna 0, mtze byt i vice; naptiklad

funkce sin x na (0, 27) spliiuje pfedpoklady Rolleovy véty a jeji derivace je nulova

v bodech T a 3—7T

2 2
Uloha 8.2.2. Provedte grafickou ilustraci Rolleovy véty.

Uloha 8.2.3. Formou protiprikladi ukazte, Ze viechny tri predpoklady Rolleovy
véty jsou nutné. Uvedte tedy piiklady 77 funket f1, fa, f3, pro néZ neplati tvrzend
Rolleovy véty, a to tak, Ze

1) funkce fi je nespojitda v jediném bodé intervalu {(a,b), ale predpoklady 2 a 8
jsou splneny;

2) funkce fo nemd derivaci v jediném bodé intervalu (a,b), ale predpoklady 1
a 3 jsou splnény;

3) pro funkci f3 plati f3(a) # f3(b), ale predpoklady 1 a 2 jsou splnény.
Véta 8.2.4 (Lagrangeova). Necht funkce f
1) je spojitd na intervalu {a,b),

2) md deriwaci na intervalu (a,b),

b) —
Pak v intervalu (a,b) existuje bod & tak, Ze plati M = f'(¢).
—a
b) —
Diikaz. Zavedeme pomocnou funkci F(z) = f(z) — f(a) — M(m —a)a
ovéfime, ze jsou pro ni splnény predpoklady Rolleovy véty. Z tvrzeni Rolleovy
véty pro funkci F' pak plyne tvrzeni véty Lagrangeovy. O]

Uloha 8.2.5. Provedte grafickou ilustraci Lagrangeovy véty.
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Uloha 8.2.6. Formou proti prikladii (dle 8.2.3) ukazte, Ze oba predpoklady Lagran-
geovy vety jsou nutne.

Lagrangeova véta se pouziva v rtiznych tvarech; nékteré uvedeme.

Polozime-li a = zg, b = xo + Az a oznacime-li 0 ¢islo z intervalu (0, 1), 1ze
tvrzeni upravit takto:

Pak existuje 6 € (0, 1) tak, ze plati

f(xo + Az) = f(xo) + f'(x0 + 0Az) - Aw.
Oznac¢ime-li x = x¢ + Ax, lze vztah z Lagrangeovy véty zapsat ve tvaru
f(@) = f(zo) + (x — x0) - f'(m0 + 0(7 — 70)).
Jiny zapis:
Ay = f'(xo + 0Az) - Ax,

ukazuje, pro¢ se Lagrangeoveé vété iika téz véta o priristku funkce.
Lagrangeova veéta ma cetné disledky, z nichz nékteré lze posuzovat jako sa-
mostatné a vyznamné vysledky matematické analyzy (viz 8.3).

Véta 8.2.7 (Cauchyho véta, zvané téz zobecnénd véta o stiedni hodnoté). Necht
funkce f, g

1) jsou spojité na intervalu (a,b),
2) maji derivace na intervalu (a,b),
3) ¢'(z) # 0 na intervalu (a,b).

Pak v intervalu (a,b) existuje bod & tak, Ze plati
fb) = fla) _ f(&)

g(b) —gla)  ¢'(&)

Diikaz. Predné g(a) # g(b), nebot jinak by podle Rolleovy véty existoval bod
& € (a,b) tak, ze by ¢'(&,) = 0, coz by bylo ve sporu s predpokladem 3. Zavedeme
pomocnou funkci

F(x) = [f(b) = f(a)] - [9(x) = g(a)] = [f(2) = f(a)] - [9(b) — g(a)]

a ovéfime, Ze jsou pro F na (a,b) splnény piedpoklady Rolleovy véty. V (a,b)
tedy existuje £ tak, ze F'(£) = 0, tedy

z ¢ehoz plyne tvrzeni. [

96



Cauchyova véta se pouziva napiiklad k dikazu I’'Hospitalova pravidla (viz 8.3).
Vsimnéme si jesté vztahu uvedenych tii vét o stfedni hodnoté: implikace

(R) = (L), (R)=(C)

znazornuji, ze pomoci Rolleovy véty jsme dokazali zbyvajici dvé. Avsak také je
(L) = (R), nebot tvrzeni Rolleovy véty lze chapat jako zvlastni p¥ipad tvrzeni
véty Lagrangeovy, kdyz plati f(a) = f(b). Stejné tak lze ukazat, Ze Lagrangeova
véta je zvlastnim piipadem véty Cauchyovy, tj. (C) = (L), jestlize g(z) = z. Jsou
tedy vSechny tii véty o stiedni hodnoté navzajem ekvivalentni.

8.3 Neékteré disledky vét o stfedni hodnoté

Nejprve uvedeme dva typické disledky vét o stfedni hodnoté; na jednom je
zaloZzen pojem neurcitého integralu, druhy umoznuje jednoduchy vypocet limit
funkeci.

Véta 8.3.1 (o konstantni funkci). Funkce f je na intervalu (a,b) konstantni <=
md na (a,b) derivaci a Yz € (a,b) plati f'(x) = 0.

Diikaz. 7 definice derivace plyne, Ze funkce konstantni na (a,b) ma na (a,b)
derivaci rovnu 0. Naopak necht na (a, b) je f'(z) = 0. Dokdzeme, Ze pro kazdé dva
body w1, x3 € (a,b) plati f(x1) = f(xs). Zvolme oznadeni tak, aby x; < x5. Pak
na intervalu (zy,x2) jsou splnény predpoklady Lagrangeovy véty, tedy existuje
bod £ € (x1,x9) tak, Ze je

f@e) = f(a1) + (22 — 1) - f/(§).

Rovnost f(x2) = f(z1) plyne z toho, Ze derivace ve vySe uvedeném vztahu je
nulova. [

Diuisledek 8.3.2. Maji-li dvé funkce f, g na (a,b) stejné derivace, tj. f'(x) =
g'(z), pak se na tomto intervalu list jen o konstantu, tj. 3C' € R tak, Ze na (a,b)

je f(z) = g(x) + C.

Timto disledkem jsou vytvoreny predpoklady k definici pojmu neurcity in-
tegral. Tedy primitivni funkci napiiklad k funkci cosx je nejen funkce sinz, ale
také kazda funkce tvaru sinx + C', kde C' € R. Neurcity integrdl jako mnozina
vSech primitivnich funkci k funkci f je podle disledku Lagrangeovy véty mnozi-
nou vSech funkei tvaru F(z) + C, kde F je jedna z primitivnich funkei k funkci
f a C je libovolna (integrac¢ni) konstanta (viz 11).

0
Nésledujici véta se tyka vypoctu limit typu [6] . Podobnou vétu lze vyslovit

00
i pro limity typu [—] a obé pak pouzit k vypoc¢tu nékolika dalsich typt limit.
00
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Véta 8.3.3 (L'Hospitalovo pravidlo). Necht
1) funkce f, g maji derivace v P(a), kde a € R*,

2) lim f(z) =0, lim g(x) =0,

@),

3) eristuje vlastni nebo nevlastni lim = )
T—a g X

f(z) a rovnd se K.

Pak existuje i lim
z—a g(z)

Princip dikazu (pro a € R, z — a+. Podle 2) lze doplnit definici funkeci f, g tak,
aby byly spojité v U(a), kdyz polozime f(a) = g(a) = 0. Existuje pak interval
(a,b) C U(a+) tak, ze obé funkce f, g jsou na ném spojité a na (a,b) maji
derivaci. Pfedpoklady Cauchyovy véty jsou tak splnény nejen na intervalu (a, b),
ale na kazdém podintervalu (a,z) C (a,b). Podle Cauchyovy véty pak na kazdém
intervalu (a, x) existuje bod ¢ tak, ze

fl@) _ f(@) = fla) _ f'(E)
g(x)  g(x) —gla) g(&)

/
Pro x — a+ je téz £ — a+. Podle predpokladu existuje glim f’ég = K a
—a+ g
/
vzhledem k rovnosti @ = & mé stejnou limitu pro x — a+ i podil na jeji
g(x)  g'€)
levé strané. O
. ., .. arctg(x —2) L
Uloha 8.3.4. Vypoctéte glﬁlig —Q2 1 L—J
. 1
Uloha 8.3.5. Vypoctéte lin% nxl. 1]
z—1 1 —
622 + bz + 4

Uloha 8.3.6. Vypoététe xET@o m

2]

7 dikazu véty je ziejmé, ze I’Hospitalovo pravidlo plati i pro jednostranné
limity, coz uz jsme méli i v tloze 8.3.6.

Inz

Uloha 8.3.7. Vypoctéte lim .
z—0+ cotg @

[0]

L’Hospitalovo pravidlo neplati naopak a to v tomto smyslu: z existence limity
podilu funkci neplyne existence limity podilu jejich derivaci nebo, coz je totéz, z
neexistence limity podilu derivaci jesté neplyne neexistence limity podilu funkci.
Napiiklad lim 5207 _

z—0 ’x

Nékdy je potrebné pouzit I’Hospitalovo pravidlo i vicekrat, pripadné provadét

pri vypoctu tpravy, které postup zjednodusi.
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3 1—cos3
Uloha 8.3.8. Vypoététe lim ﬁ. 2]
z—0 sIn“zx

Pfi vypoétu limit typu [0 - oo] soudinu funkci f - ¢ upravime soucin funkci
na podil f/(1/g) nebo naopak ¢/(1/f) tak, aby to bylo vhodné pro pouziti
I"'Hospitalova pravidla (tedy napiiklad funkci logaritmickou je zpravidla nejvhod-
néjsi nechat v ¢itateli).
Uloha 8.3.9. Vypoctéte lir(1)1+:cln z. 0]

Pocitame-li limitu typu [oo — 00| rozdilu funkei f — g, upravime rozdil funkci
na podil:

. 1
Uloha 8.3.10. Vypoctete liII(l) (cothx — —2)
T— T
5 . 2 "y : : : ] , y
Reseni. ——; pred pouzitim I'Hospitalova pravidla nejprve ziskany zlomek vhodné
rozlozime na soucin funkci. O
U limit typu [0°], [0c°] a [1°°] pro funkce f¢ postupujeme tak, Ze tuto funkci

nejprve upravime na tvar ¢/™/@ limitu pfeneseme do exponentu (podle véty o
limité slozené funkce) a v exponentu dostaneme limitu typu [0 - co].

Uloha 8.3.11. Vypoctéte 1ir51+xsi”. 1]

8.4 Taylortv vzorec

Méjme funkci f, U(zg) C D(f); h necht je priristek nezavisle proménné a
necht plati f(xzg + h) € U(zg). Hodnotu f(zo + h) dovedeme vyjadfit presné
pomoci Lagrangeovy véty

fxo+h) = fzo) + h- f'(xo + Oh),
kde 6 € (0,1), a priblizné uzitim diferencidlu
f(wo+h) = f(wo) + - f'(w0)-

1. vzorec je sice presny, ale na zavadu nékdy mize byt (napfiklad pfi numeric-
kych vypoctech), Ze nezndme 6. Druhy vzorec davéa aproximaci funkce f linedrni
funkci, coz je na jedné strané vyhodné pro jednoduchost této aproximace, na
druhé strané je linedrni aproximace v nékterych pfipadech nedostatecné presna.
Polozme

f(@o+h) = f(xo) + - f'(wo) + R(D),
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kde R(h) je né&jaky ,zbytek“. Plati tedy

f(xo + h) — f(xo)
h

Zbytek R(h) je tedy ,vyssiho fadu“ nez h, ,jde k 0 rychleji nez h“, napiiklad
miize byt typu a - h2.

Chtéli bychom nyni zachovat jednoduchost aproximace hodnoty f(xzo + h),
ale pritom zvysit pfesnost. MiZeme toho dosdhnout tim ze f(x¢ + h) aproximu-
jeme mnohoc¢lenem v h stupné n; tento mnohoclen ozna¢ime 7,,(h). Pii vhodném
postupu bude zbytek, tedy rozdil f(zo + h) — T,,(h), zaviset az na h"*1.

— f(xo) = 5 takze ilg(l)@ =0.

Véta 8.4.1 (Taylorova). Necht funkce f ma v U(xo) spojité derivace aZ do tddu
n—+ 1.
Pak pro kazdé x € U(xg) plati (oznacime-li h = x—x) tzv. Tayloruv vzorec:

/ " (n)
f(zo+h) = f(zo) + / <15f°)h iy ;UO)h? Y | n,(xoh" + R, (h),
kde R, (h), tzv. zbytek, lze psdt ve tvaru
(n+1) Oh
Lagrangeové: R, (h) = / (n(j—ol; )h”+1, kde 6 € (0,1), nebo

(n+1) Oh _ _
Cauchyové: R, (h) = / (x? T )(1 — 0)n" ) kde 6 € (0,1).
n!
Diikaz. V dikazu se pouzivaji pomocné funkce a Rolleova véta. O

Druhy obvykly tvar Taylorova vzorce dostaneme po dosazeni h = x — xq:

B f'(x0) f" (o) 5 S (o) n
f(x) = f(wo)+ 1 (z—x0)+ o (x—mg)“ 4+ -+ ™ (r—20)"+Rn(x—120),
(") (5

Koeficienty se nazyvaji Taylorovy koeficienty.

n!
Polozime-li xg = 0, coz je napiiklad u elementarnich funkei casty a prirozeny
pozadavek, dostaneme zvlastni pripad Taylorova vzorce pro okoli bodu 0, a tento

vzorec se nékdy nazyvd Maclaurintv (¢ti mekloren):

/ " (n)
O, SO, SO0

f(x) = f(0) 2" + R (2),

Prvnich n + 1 ¢lent na pravé strané Taylorova (Maclaurinova) vzorce tvoii
Tayloruv polynom 7, (z), takze plati f(z) = T,,(z) + R,(z). Pokud na né&jakém
U(zo) je hIJ’I_l R,(x) = 0, je Tayloriv polynom aproximaci funkce f. Polynom

n—-+0oo
T, (z) se také nazyva Tayloruv (Maclaurinuv) rozvoj funkce f; zde je to rozvoj
podle vzorce, ale pracujeme rovnéz s rozvojem funkce v mocninnou fadu.
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Véta 8.4.2 (prehled Maclaurinovych rozvoji nékterych elementarnich funkei).

2 1.3 "

- x X
oc _1+ﬂ+§+§+---m+Rn(:p).
. 1'3 ZIZ'5 m—1 $2m71
o smx:x—g%—a—---(—l) @m = 1) + Rom—1(x)
T L am
® COST = 1—5%—1—---(—1) 2m)! + Rom()
3 5 2m—1
. arctgx:x—%+%—-~-(— )m—127$n_1! + Rom-1(x)
I R p2m—1
0ShIZZE+§+§+"'+(2m—_1)!+R2m—1($)
N 2 4 22m -
e chz = +§+Z+---+<2m)!+ om ()
In(1+ ) U™ 4 Ry
e 1IN xT) =1 — — _ — e (= P w(T
2 3 n

(1+x)7":1+©x+ G)wz—i— ©x3+---+©x"+3n(x) (Vr € R)

Jestlize zjistujeme, pro ktera x plati lim R, (x) = 0, dostaneme, ze u funkci
n—-—+00

e’, sinz, cosx, shz, chx je to pro x € R, u funkce arctgz pro z € (—1,1), u

funkce In(1 + z) pro x € (—1,1) a u funkce (1 + z)" pro x € (—1,1) nebo na
intervalu Sirsim v zavislosti na 7.

Ulohy (na Maclauriniiv rozvoj funkci)

Uloha 8.4.3. Urcete Taylorovy koeficienty rozvojii funkei uvedenych v piedcho-
zim prehledu (pouZitim obecného vzorce).

Reseni. V podstaté jde o vyuziti vhodnych pravidel pro vypocet derivaci vyssich
radu pro zadanou funkci. n

Uloha 8.4.4. Najdéte rozvoj funkci e™*, sin 3z.

avl1+zx.

. 1
Uloha 8.4.5. Odvodte rozvoj funkci
1+x

Uloha 8.4.6. Urcete pruni cleny rozvoje funkci (x+1)-ch 2z, z-e 2"

s x°.

aZ po cleny
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Uloha 8.4.7. Zobrazte na grafickém kalkuldtoru (nebo na pocitaci pomoci vhod-
ného SW systému) funkciy = cosx spolecné s jejimi aprozimacemsi dangmi Mac-
laurinovym rozvojem:

2 1'2 1'4 1'2 1.4 1'6

hlz) =1, f2(l’):1+%7 f@) =14 o+ op fale) =14+ 5 + 50 + 5.

Sledugjte, jak se rozsituje interval téch x € R, pro néZ cosx ~ fi(x), k =1,2,3,4.

Uloha 8.4.8. Toté# provedte pro funkce sinz, chx, shx, arctgz, pripadné i pro
Jiné.
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Kapitola 9

Uziti diferencialniho poctu

9.1 Monotonnost funkce

Pfi vySetfovani prubéhu funkce se mimo jiné zjistuje, zda je dand funkce v
nékterém intervalu (resp. v nékterém bodé) monoténni (definice viz v kap. 3).
Velmi vhodnym néstrojem pro zjistovani monoténnosti funkce je derivace funkce.

Véta 9.1.1. Jestlize existuje okoli U(xo) C D(f) a f'(x¢) >0, pak f je rostouci
v bodeé x.

Princip dikazu. Jezto f'(xg) > 0, mé v jistém okoli U(xg) stejné znaménko i

diferencialni podil a z toho plyne i tvrzeni véty. O]
2 + 2 +
1+ 1+
1 1 1 1
— 1 -1 1
14 14

Obrézek 9.1: Grafy funkci y = 23 a y = 22 + |z|.

Tato véta vyjadiuje jen postacujici podminku, neplati obracené. Funkce ros-
touci v bodé muize mit i nulovou derivaci (nebo derivaci nemit). Napt. funkce
y = 2% je v bod& 0 rostouci, ale mé zde nulovou derivaci. Funkce y = 2z + |z| je
v bodé 0 rostouci, ale derivaci v tomto bodé nema.

Podobné vysledky plati i pro funkce klesajici v bodé a pro zapornou derivaci.
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Definice 9.1.2. Rikdme, 7e z, je staciondrnim bodem funkce f, pravé kdyz

f/(ZL’()) =0.

Ve stacionarnim bodé mtize byt funkce rostouci, klesajici nebo v ném nemusi
byt monotdénni.

Véta 9.1.3 (o monoténnosti na intervalu). Md-li funkce f derivaci na (a,b), pak

plati:

1) Funkce [ je na (a,b) neklesajici [nerostouci|, pravé kdyzZ Yz € (a,b) je
f'(x) >0 [<0].

2) Funkce f je na (a,b) rostouct [klesajici], prave kdyz Vx € (a,b) je f'(x) >
0 /< 0/, pricemzZ neexistuje interval (o, 5) C (a,b) tak, aby Yz € (a,f3)
f'(x) =0.

Princip dikazu (pro funkce neklesajict, resp. rostouct).

(1)/1 Je-li f neklesajici na (a,b), je v kazdém bodé intervalu (a,b) diferencidlni
podil nezéporny, tedy i f'(z) > 0.

(1)/2 Je-li f'(z) > 0 na (a,b), x; < xq, jsou na (xy,xs) splnény predpoklady
Lagrangeovy véty, tedy f(5)— f(z1) = (z2—21)f'(€), odkud plyne f(z;) <
f(z2).

(2)/1 Je-li f rostouct, je podle (1)/1 f'(z) > 0. Kdyby na néjakém (a, ) platilo
f'(x) =0, bylo by zde f(x) = konst., coz by byl spor.

(2)/2 Necht f'(z) > 0 na (a,b), x1 < xs a neexistuje («, ) ...Podle (1)/1 je
f(z1) < f(x2) a podle predpokladu o («, 3) existuje mezi 1, x5 bod 2’ tak,

ze f'(z') > 0, tj funkce f roste v 2/, a z toho se pomoci okoli bodu z’ a
definice funkce rostouci v bodé vyvodi, ze f(x1) < f(za).

]

Tuto vétu lze rozsitit na uzavieny interval tak, ze pro f predpokladame deri-
vaci na (a, b) a spojitost na (a, b).

Uloha 9.1.4. Vysetrete intervaly monotdnnosti funkce f :y = x2e™".

Reseni. D(f) =R. Mame ¢/ = (2z—2?)e™® = 2(2—x) e™%; jezto e~ > 0, rozdéli
se Ciselna osa body 0 a 2 na intervaly:

(1) na intervalu (—o0,0) je 3y < 0, pficemz ¢y’ je nulova v jediném bodé, f je
klesajici,

(2) na intervalu (0,2) je ¢ > 0, pfi¢emz ¢’ je nulova ve dvou bodech, f je
rostouci,

(3) na intervalu (2, +00) jey/ < 0, f je klesajici (viz obrézek 9.2 na strané 105).
[
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Obrézek 9.2: Grafy funkcl y = 22e™® a y = 2(2 — x)e * z Glohy 9.1.4.

9.2 Lokalni extrémy

V kap. 3 jsou definovany pojmy (ostré) lokalni mazimum, (ostré) lokdlni mi-
nimum — se souhrnnym nazvem (ostré) lokdlni extrémy. V kap. 8 byla odvozena
nutnd podminka existence lokdlniho extrému: M&-li funkce f v bodé x( lokalni
extrém a existuje-li f'(z¢), pak f'(xo) = 0. Funkce tedy mize mit extrém jen
ve staciondrnim bodé nebo v bodé, v némz nema derivaci (jako tomu je napf. u
funkce y = |z|).

Zjistovani lokalnich extrémi funkci mé velky vyznam teoreticky i prakticky,
proto je dulezité znat spravny postup. Mame nékolik zakladnich moznosti.

Postup pri urcovani lokalnich extrémni

Najdeme body, v nichz mtize nastat extrém, tj. body, v nichz je derivace funkce
rovna nule (body staciondrni) nebo v nichz derivace neexistuje; dale takovy bod
oznacime xg.

(1) Uziti monotdénnosti v okoli bodu z,

Necht f je spojita v z¢ a existuje okoli U(xo) C D(f). Je-li f rostouci v P(zo-)
a klesajici v P(zo+), ma funkce f v bodé zy (ostré) lokalni maximum.

Podobné 1ze formulovat dalsi pfipady: ostré lokalni minimum, neostré extrémy
a pripad, kdy extrém neexistuje.
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(2) Uziti 1. derivace v okoli bodu z
Necht f je spojitd v zg a existuje okoli P(z) C D(f), v némz m4 funkce f

derivaci. Je-li f'(z) >0 v P(zo—) a f'(z) <0 v P(zo+), ma funkce f v bodé z
(ostré) lokalni maximum. Podobné lze formulovat dalsi pripady.

(3) Uziti 2. derivace v bodé x

Necht f mé derivaci v n&jakém okoli U(zg) C D(f) a existuje f”(xo). Je-li
f"(z9) < 0, mé funkce f v bodé z¢ (ostré) lokalni maximum, je-li f”(zo) > 0, ma
funkce f v bodé zq (ostré) lokdlni minimum.

Pozor: Pokud f"(x¢) = 0, neznamena to, Ze extrém neexistuje, ale ze musime
rozhodnout podle jiného pravidla.

Odvozeni postupu dle (1) plyne z definice extrému, (2) plyne z (1) uzitim
vztahu mezi monoténnosti a znaménkem derivace, (3) plyne z (2) uvazime-li, ze
napf. vlastnost f”(zg) < 0 tiké, Ze funkce [’ je klesajici v bodé xg, a protoze
f'(x9) = 0, plati v néjakém P(xo—), ze f'(x) > 0 a v P(zo+), ze f'(x9) < 0.

Uloha 9.2.1. Zjistéte extrém funkce f :y = xe™®.

Reseni. Vypoc¢teme derivaci ' = (1 — x)e™® a polozime ji rovnu 0; dostavame
staciondrni bod zg = 1. Déle vypoc¢teme y” = (x—2)e . Jezto y”’(1) = —e~! <0,
ma funkce f v bodé 1 lokalni maximum. O]

(4) Uziti Taylorova vzorce

Jestlize funkce f ma derivace v U(xzg) a plati (n > 1) f'(zo) = f"(zo) = -+ =
(o) = 0, " (w0) # 0, pak

(1) pro n sudé existuje v bodé z( extrém:
— lokélni maximum pro £ (z) < 0,
— lokéln{ minimum pro f™ (xq) > 0.
(2) pro n liché extrém v bodé z( neexistuje.

Tvrzeni plyne z toho, ze z Taylorova vzorce mame za danych predpokladi
flro+Az)— f(o) = WAW’, pfi¢emz okoli bodu xg, tedy U(zy), lze volit
tak malé, ze f(")(xy + 0Ax) ma stejné znaménko jako f™(z).

Uloha 9.2.2. Vysetiete extrém funkce f :y = x°.

Regeni. Mame o' = 5z%, stacionarni bod 0. Dale pak y” = 2023, y”(0) = 0,
y" = 6022, " (0) = 0, y® = 120z, y™®(0) = 0, y® = 120 > 0. Prvni nenulova
derivace je lichého tadu, tedy extrém neexistuje. O
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9.3 Nejvétsi a nejmensi hodnota funkce na in-
tervalu

Méjme funkci f definovanou a spojitou na intervalu (a, b). Podle 2. Weierstras-
sovy véty nabyva funkce f v nékterém bodé c¢; své nejvétsi hodnoty a v nékterém
bodé ¢y své nejmensi hodnoty. Jiné nazvy: absolutni extrémy, globalni extrémy.
Kazdy z bodi ¢;, co pritom miize byt vnitinim nebo krajnim bodem intervalu
(a,b), viz obr. 9.3.1.

Pokud je ¢; vnitinim bodem, je to soucasné bod, v némz nastava lokani ex-
trém, tedy stacionarni bod nebo bod, v némz neexistuje derivace. Z toho pak
plyne:

obr. 9.3.1.

Postup pri urcéovani nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce na
uzavieném intervalu (a,b)

(1) Uréime vSechny staciondrni body a body, v nichZ neexistuje derivace a
vypocteme v nich funkéni hodnoty.

(2) Vypocteme funkéni hodnoty v bodech a, b.

(3) Maximum mnoziny vSech téchto hodnot funkce z (1) a (2) je nejvétsi hod-
notou funkce na (a, b),

(4) minimum mnoZiny vSech téchto hodnot funkce z (1) a (2) je nejmensi hod-
notou funkce na (a, b).

Tedy: neni tfeba urcovat lokalni extrémy dle 9.2.

Uloha 9.3.1. Mdme urcit nejuétsi a nejmensi hodnotu funkce f :y = x> —3x+1
na intervalu (0, 2).

Resend. v = 322 —3; f méa na (0,2) jediny stacionarni bod 1. Vypoéteme f(1)
—1 adale f(0) =1, f(2) = 3. Funkce f tedy nabyva nejvétsi hodnoty 3 v bod

<

2 a nejmensi hodnoty —1 v bodé 1. O
9.4 Konvexnost a konkavnost
Ozna¢me k(u,v) = f(vg:i(u); je-li f funkce spojita, je pro u # v také funkce

k(u,v) spojitd vzhledem k w i vzhledem k v. Geometricky vyznam: k(u,v) je
smérnice secny grafu funkce f.

Definice 9.4.1. Funkce f se nazyva konvexni (konkdavni) na intervalu (a,b) <
pro kazdé tii body z1,x,22 € (a,b), kde 1 < x < 9, plati k(x1,2) < k(x,x2)
(k(z1,2) > k(z, 22)).
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Funkce dle této definice je ryze konvexni nebo konkdvni, pti neostrych nerov-
nostech jde o neryzi vlastnosti.

Uloha 9.4.2. Dopliite obrdzek 9.4.1 (9.4.2), tak aby ilustroval definici funkce
konvezni (konkdvni).

Véta 9.4.3 (1.véta o konvexnosti a konkavnosti). Necht funkce f md na intervalu
(a,b) derivaci f'. Pak funkce f je na (a,b) konverni (konkdvni) < je f' na (a,b)
rostouct (klesagjict).

Diikaz. 1) Necht f je konvexni. Zvolme libovolné zq, x5 € (a,b) , x; < my;
dokazeme, ze f'(z1) < f'(x2). Mezi z1 a xy zvolme dalsi 3 body tak,
aby platilo 71 < Z1 < zg < Ty < x9. Pak plati k(z1,20) < k(xo,22)
a téz k(x1,71) < k(Z1,20), k(xo,ZT2) < k(zo,T3). Piejdeme k limitam:
img, a4 k(21,71) = fl(@1+) = [f'(21), Umgya,— (T2, 72) = f'(22—) =
f/(xQ)a
limz, o, 4 k(Z1, 20) = k(21,20), limgy,—uy,— k(x0, T2) = k(x0,Z2) = k(z0, x2)
a z toho

f(x1) < k(x1,20) < k(xo, 22) < f/(22).

2) Naopak necht f’je rostouci na (a, b) . Uvazujme libovolné dva body x1, x5 €
(a,b) a necht x € (z1,x5). Dokdzeme, 7Ze k(x1,x) < k(z,x2) a to tak, ze
najdeme takova & < &, ze f'(&1) = k(xy,z), f'(&) = k(z,z3). K tomu
pouzijeme Lagrangeovu vétu, podle niz existuje bod & € (z1,z) tak, Ze
1 (&) = k(z1,7), a podobné existuje & € (z,x9) tak, ze f'(&2) = k(zx, z2),
pfiCemz z1 < x < 3. Proto k(z1,z) = /(&) < f'(&) = k(x, x2), funkce je
konvexni.

]

Na funkci f’ lze nyni pouzit vétu o monoténnosti na intervalu (viz 9.1). Podle
ni plati:

Véta 9.4.4 (2. véta o konvexnosti a konkavnosti). Md-li funkce f druhou derivaci
na (a,b), pak tato funkce je na (a,b) konverni [konkdavni], pravé kdyz Vx € (a,b)
ge f"(z) > 0 [< 0], pricemZ neexistuje interval (o, 5) C (a,b) tak, aby Vz € (o, )
bylo f"(x) = 0.

9.5 Inflexe a inflexni body
Definice 9.5.1. Rikdme, Ze funkce f m4 v bodé o inflexi < méa derivaci f'(zo)

a je v levém okoli U (zo—) konvexni [konkévni] a v pravém okoli U(z¢+) konkavni

[konvexni]. Bod [zg, f(x¢)] roviny se nazyva inflexni bod funkce f resp. grafu
funkce f.
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Tedy v inflexnim bodé prechazi funkce z konvexniho pribéhu na konkévni
nebo naopak. Inflexni tecna, tj. tecna ke grafu funkce f v inflexnim bodé, ma tu
vlastnost, ze v bodé dotyku graf pfechézi z jedné poloroviny do druhé. Napfi. osa
x je inflexni te¢nou ke grafu funkce y = 2. Tim se inflexni te¢na lisi od tecen v
bodech, které nejsou inflexni.

Véta 9.5.2. (vztah inflexe a derivace): Ma-li funkce f v néjakém okoli U(xy)
deriwaci f', pak ma v bodé xy inflexi < ma f' v bodé xy lokdlni extrém.

Dikaz. 1) Necht f ma v bodé ¢ inflexi. Pak nastava jedna z téchto moznosti:

a) f je v U(xo—) konvexni (tj. f’ je rostouci) a v U(zo+) konkdvni (tj,
f" je klesajici), takze f’ ma v bodé z( lokalni maximum;

b) f je v U(xo—) konkévni (tj. f’ je klesajici) a v U(xo+) konvexni (tj,
f’ je rostouci), takze f’ ma v bodé z( lokdlni minimum.

2) Ma-li f’ lokélni extrém v bodé xg, je to bud lokdlni maximum nebo lo-
kalni minimum a podobnymi tvahami (provedte je!) pro levé a pravé okoli
dojdeme k existenci inflexe.

O

Véta 9.5.3 (nutnd podminka existence inflexe). Md-li funkce f v bodé zq inflexi
a ezistuje f"(xg), je f"(xg) = 0.

Diikaz. Plyne z nutné podminky existence extrému funkce f’. m

Vztah inflexe a derivace lze dalsimi vétami specifikovat pro pfipad existence
druhé resp. i tfeti derivace.

Véta 9.5.4 ((vztah inflexe a druhé derivace). Md-li funkce f v néjakém okoli
bodu xy derivaci f" a md-li tato derivace v P(xo—) a P(zo+) riznd znaménka,
md funkce f v bodé xq inflexi. Md-li f" stejné znaménko v P(xo—) a P(xo+),
pak funkce f v bodé xq inflexi nemd.

Véta 9.5.5 (vztah inflexe a 3. derivace). Md-li funkce f v néjakém okoli bodu
xo derivaci f", plati f"(xo) =0 a f"(xo) # 0, pak funkce f md v bodé xy inflexi.

Tuto vétu bychom mohli rozsitit (podobné jako odpovidajici pravidlo pro ur-
¢ovani lokalniho extrému) i na piipad, kdy f"(zo) = f"(x) = --- = f*D(xg) =
0, f*)(z4) # 0. Pro k liché existuje v bodé x, inflexe, pro k sudé nikoli.

Uloha 9.5.6. Stanovte konveznost, konkdvnost a inflexi funkce y = xe™*.

Reseni. Tato funkce méa potiebné derivace, vypoc¢teme

y=01-xz)e "y =(x—2)e® kdee ™ >0.

Pro x < 2 je ¢y < 0, funkce je konkavni, pro x > 2 je y” > 0, funkce je
konvexni. Pro x = 2 méa funkce inflexi, inflexni bod je [2;2e72]. O
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9.6 Asymptoty

Asymptoty jsou pfimky a predstavujeme si je jako tecny ke grafu funkce v
nekone¢nu. Napf. soufadnicové osy jsou asymptotami grafu funkce y = 1/z.
Mame asymptoty dvou druhii a vyslovime pro né dvé rtizné definice, protoze to
je praktické, i kdyz z hlediska geometrického jde o tentyz jev.

Definice 9.6.1. Primka = = ¢ se nazyva vertikalnt asymptota grafu funkce
f & funkce f ma v bodé c alesporni jednu jednostrannou limitu nevlastni.

Takovych asymptot miize mit funkce nekonec¢né mnoho, prikladem je funkce
tangens. Kromeé toho mohou pro danou funkci existovat jesté nejvyse dvé asymptoty
s rovnicemi tvaru y = kx + q.

Definice 9.6.2. Piimka y = kx + ¢ se nazyva asymptota (se smérnict) grafu
funkce f < pro  — —oo nebo pro x — 400 je lim[f(z) — kz + ¢] = 0.

Asymptoty se smérnici se zpravidla zjistuji podle nasledujici véty.

Véta 9.6.3 (o vypoétu asymptot). Primka y = kx + q je asymptotou grafu
funkce f < existuji limity (pro © — —oo nebo pro r — 400 ) lim @) — kg

Um[f(x) — kz] = q.
Diikaz. Vsechny dale uvedené limity bereme pro x — —oo nebo pro x — +o00.

1) Necht pfimka y = kx + ¢ je asymptotou. Pak lim[f(z) — (kz + ¢)] = 0, tedy
£67 lim L2274 — 0. Jezto £ — 0, plati lim 22 — & = 0, tedy lim /& = £.
Druhé rovnost je zfejmé, nebot ve vztahu lim[f(z) — (kz + ¢)] = 0 lze
provést rozdéleni na dvé limity lim[f(x) — kx] — ¢ = 0.

2) Existuji-li naopak limity pro k a pro ¢, plyne ze vztahu lim[f(z) — kx| = ¢
definiéni vztah lim[f(z) — (kz + ¢)] = 0.

]

Prakticky postup v béZnych pripadech

1) VysSettime okoli téch hromadnych bodu D(f), které lezi v R — D(f) (body
nespojitosti - zejména izolované body mnoziny R — D(f) nebo krajni body
intervald, jez jsou soucasti D(f)). Zjistime ve kterém z téchto bodu existuji
alespon jednostranné nevlastni limity.

2) Je-li +00 nebo —oo hromadnym bodem D(f), hledame lim f(x)/z. Jestlize
tato limita (nebo obé) existuje, je to smérnice k asymptot, pokud asymptoty
existuji. Déle jesté hledame lim[f(z) — kx| s onim k, jeZ bylo vypocteno v
predchozi limité. Existuje-li tato limita, je to ¢ a asymptota existuje.
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Pii vypoctu k = lim@ lze pouzit I’'Hospitalova pravidla, z néhoz k =

lim f'(x). Také tento vztah se Gasto vyuziva k vypoétu smérnice asymptot (ovsem
neexistuje-li lim f’(x), neznamend to neexistenci asymptot).
Uloha 9.6.4. Urcete asymptoty pro funkci y = 2x + arctg x.

f(x)

Resend. k =lim = =lim (2 + *<22) = 2 nebot v poslednim zlomku je funkce

v Citateli omezend, takZe tento zlomek konverguje k 0. Déle ¢ = lim(2x+arctg x —
2x) = Existuji tedy 2 asymptoty: y = 2oz — /2 pro x — —o0 a y = 2z + 7/2 pro
T — +00. 0

Uloha 9.6.5. Urcete asymptoty pro funkciy = x + /.

Reseni. Zde je nevlastnim hromadnym bodem D(f) jen +oo. Pocitdme k =

lim & = 1 + lim‘/TE =1, ¢ = lim(z+ & —2x) = 400, asymptota neexis-

T

tuje. O

9.7 Prubéh funkce

O vysetfovani pribéhu funkce lze pojednat dvéma zptisoby:

- uvést vécné, ze kterych ¢innosti se vysetfovani pribéhu funkce sklada,
- popsat prakticky postup pii vySetfovani pribéhu funkce.

Dle 1. hlediska uvazujeme tyto slozky:
1) Defini¢ni obor, body nespojitosti.

2) Funkéni obor, omezenost; nulové body funkce; intervaly, kde je funkce kladn4,
kde je zaporna.

3) Funkéni vlastnosti funkce: parita, periodi¢nost.

4) Limity (jednostranné) v bodech nespojitosti funkce, v krajnich bodech de-
fini¢niho oboru, resp. v —o0, +oc.

Intervaly monotonnosti (kde funkce roste, kde klesé) nebo konstantnosti.
Lokalni extrémy funkce.

Intervaly konvexnosti a konkavnosti.

)
)
)
8) Inflexe, inflexni body grafu funkce.
) Asymptoty grafu funkce.

)

Sestrojeni grafu funkce.
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Prakticky postup pii vySetfovani prubéhu funkce sleduje v béZném pripadeé i
myslenku spravného a pirehledného zaznamu vysledkt a mezivysledki do tabulky.
Proto postupujeme takto:

A.

B.
C.

Zjistime tudaje potfebné pro sestaveni tabulky, sestavime tabulku a zazna-
mename do ni dosud znamé tdaje o funkci,

postupné zjistujeme dalsi vlastnosti funkce a zaznamenévame je do tabulky,

doplnime tidaje potfebné pro sestrojeni grafu a sestrojime graf funkce.

Lze tak doporucit toto potradi praci:

Al.
A2.

A3.

A4

Ab5.

B1.

B2.

B3.
B4.

B5.
B6.

Provedeme 1 (uréime D(f) a body nespojitosti).

Provedeme 3 (stanoveni parity a periodi¢nosti), tj. zjistime, zda bychom
mohli zmensit rozsah vysetfovani funkce tim, Ze se omezime napf. jen na
interval (0, 400) nebo jen na jednu periodu u funkce periodické.

Vypocteme 1.derivaci, polozime ji rovnu 0 a TeSenim ziskdme stacionarni
body. K nim pfidame ty body z D(f), v nichz 1. derivace neexistuje. M&-1i
funkce lokalni extrém, pak nastane v nékterém z téchto bodii.

Vypocteme 2. derivaci, polozime ji rovnu 0 a feSenim ziskdame body, v nichz
mize mit funkce inflexi. K nim pfidame ty body z D(f’), v nichz 2. derivace
neexistuje.

Sestavime tabulku, kde v horizontalnim zéhlavi zaznamenéame rozclenéni
¢iselné osy s ohledem na A1, A2, A3, A4; ve vertikadlnim zahlavi jsou radky
pro =, y, v, y”, a pro zéznam vlastnosti funkce f. Do tabulky pfeneseme
udaje jiz zjisténé.

Uzitim znaménka 1. derivace ur¢ime 5 (intervaly monotonnosti).

Na zakladé Bl zjistime 6 (lokdlni extrémy), vcetné funkénich hodnot v
téchto bodech.

Uzitim znaménka 2. derivace ur¢ime 7 (konvexnost a konkavnost).

Na zakladé B3 zjistime 8 (inflexi), véetné funkénich hodnot v téchto bodech
a hodnot 1. derivaci.

Urc¢ime 9 (asymptoty).

Uréime 4 (limity), pokud je to po B5 jesté tieba.
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B7. Uréime 2 (funkéni obor, nulové body, znaménka funkce).

C1. Podle potieby doplnime napi. prisecik grafu funkce s osou y, hodnoty
funkce v dalsich bodech D(f), pfipadné i hodnoty derivaci (pfipojime k
tabulce jako dodatek).

C2. Provedeme bod 10 (sestrojime graf funkce).
Uloha 9.7.1. Sestavte tabulku pro vysetieni pribéhu funkce y = x + i
Reseni. D(f) = (—00,0)U (0, +00), funkce je lich4, tj. graf bude soumérny podle
pocatku.
Yy =1—2%;y =0=z € {-1;1} (staciondrni body); y" = % # 0. Sestavime
tabulku (napf. jen) pro interval (0, +00).

x 0 — 0+ 0,1) |1 (1, +00) [— +00
Y nd. |— 400 - 2 - — 400
Y nd. |— —o0 <0 0 >0 — +00
Y’ nd. |- >0 >0 >0 -

nd. |— 400 klesd |lok.min.|roste — +00
funkce asymptota , asymptota

konvexni
x =0 Y=z
Inflexni body neexistuji. O]

9.8 Uzitl extrému funkci

Na vypocet extrémi vede rfada praktickych tloh.

Uloha 9.8.1. Ze ctvercového listu papiru o strané a md byt po vystiizeni ctve-
reckd v rozich sloZena krabice o mazimalnim objemu. Vypoctéte stranu ctverecki,
jez magji byt v rozich vystrizeny a rozméry vysledné krabice (obr. 9.8.1).

Resent. V = (a — 22)%z, V' = 122° — 8ax + a® = x1 = &, 25 = £ (nevyhovuje
praktické tloze) ; rozméry krabice jsou %a X %a X %a, vyska je rovna ¢tvrtiné sirky
¢tvercového dna. O]

N

Uloha 9.8.2. Pracovisté je v konstantni vzddlenosti a od primétu svétla na vo-
dorovnou rovinu. PFi jaké vysce h svétla (viz obr. 9.8.2) je osvétleni pracovisté
maximdlni?

Resend. Intenzita osvétleni zavisi na vstupnich podminkach takto: I = cSi:f,

kde siny = % ar = Vh?+a?, takze I = I(h); po dosazeni [ = c(h2 h2)§.
+a“)2

! ,._a’—2h? _ — O

I'= c(h2+a2)%( 0)=nh 75 ~0,7a. O
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Uloha 9.8.3. Vykon Peltonova kola je P = k - u - (v — u), kde u je obvodovd
rychlost Peltonova kola a v je rychlost vodniho paprsku. Pri jakée rychlosti u je
vykon Peltonovy turbiny maximdlni?

Reseni. P = P(u), P' = kv —2ku(=0) = u = 3. O

Uloha 9.8.4. Urcete rozméry konzerv tvaru rotacniho vdlce o daném objemu V
tak, aby se pri jejich vyrobé spotrebovalo co nejmensi mnoZstvi plechu.

Resend. Hled4 se minimum funkce S = 27zv + 2722, kde x je polomér dna kon-
zervy a v vyska konzervy, za podminky, ze V' = mz?v je zadané (tedy konstantni).

Po dosazeni za v z této podminky méame S = % + 2722, odkud S’ = —i—‘; +4mx.
Z rovnice S’ = 0 mame 1y = 13/%. Odsud je vy = Wlxg == 2{’/% = 2x¢:
vyska konzervy je rovna primeéru dna. O

_*_
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Kapitola 10

Metody integrace pro funkce
jedné promeénné

10.1 Zakladni vzorce

Zékladni problém: k dané funkci f stanovit mnozinu vsSech jejich primitivnich
funkci F, tedy ,neurcity integral® F' + C' funkce f.

Chceme-li zjistit primitivni funkci k dané (elementarni) funkci f, mame dva
problémy:

1) zda pro danou funkci f primitivni funkce viibec existuje,

2) pokud ano, zda ji lze vyjadfit koneénym vzorcem pomoci elementarnich
funkeci.

Existence: V nasledujici kapitole 11 uvidime, ze kazda funkce f spojitd na
intervalu J ma zde primitivni funkci.

Vyjadreni primitivni funkce elementdrnimi funkcemi: Je mozné jen pro vy-
brané typy integrovanych funkci, z nichz nékteré jsou probrany v této kapitole
spolu s pfislusnymi metodami vypoctu primitivnich funkeci.

Je-li tedy f funkce elementarni, pak primitivni funkce neni nutné také ele-
mentarni; pfitom funkce f mize mit i pomérné jednoduché analytické vyjadreni.

sin x dz
Napr. / e dzx, / dx, / sin 22 dz, / s nejsou funkce elementarni, tj.
nx

nelze je vyjadiit koneénym vzorcem pomoci elementarnich funkei. (Vyjadiujeme
je zpravidla pomoci mocninnych fad.)

V kapitole 7 jsme se setkali se sadou zakladnich vzorcii pro derivace elementar-
nich funkci. K nim dostavame ihned odpovidajici vzorce pro stanoveni primitiv-
nich funkei. Napf. sinz je primitivni funkce k funkei cos z, nebot (sinz)’ = cosz,
neurd¢itym integralem k funkeci cosz je mnozina funkei sinx + C, kde C' je (libo-
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volnd) integracni konstanta. Zapisujeme
/cosxdx =sinx + C, obecné /f(x) dz = F(x) + C,

kde F' je jedna z primitivnich funkci k funkci f. Operaci, pfi niz k dané funkci
stanovujeme primitivni funkci nebo neurcity integral, nazveme integrace. Vyraz
f(z)dz za znakem integrace se nazyva integrand, fikdme, ze danou funkci f
integrujeme.

Ze vzorcu pro derivace plynou tyto vzorce pro integraci:

Funkce: Funkce primitivni: || Funkce: |Funkce primitivni:
xm—&-l 1
™ (meR, m#—-1 — Inz
( #—1) o "
e’ e’ a”® @
Ina
cosx sin x sinx —CosT
1 1
3 tgx —— cotgx
cos?x sin® x
chzx shz shz chz
1 1
—5— thz —— cothx
ch”z sh”z
1 " 1 .
e — arctg —_— arcsin x
1+ 22 & Vi_a?

Z véty o derivaci souctu (rozdilu) plyne: Je-li F' primitivni funkce k funkei f
a G primitivni funkce k funkci g, je F + G (F — G) primitivni funkce k funkci
f+g (f —g). Podobné plati: Je-li F' primitivni funkce k funkeci f, pak kF (kde
k je konstanta) je primitivni funkce k funkei kf.

10.2 Integrace uzitim substituci

Zakladem jsou dvé véty o substitucich; v obou pfipadech necht je funkce f(u)
definovana na intervalu J a funkce ¢ (u = ¢(x)) necht je definovana na intervalu
I, kde ¢(I) C J, pficemz existuje ¢'.

Véta 10.2.1 (1.véta o substituci). Je-li F' primitivnd funkci k funkci f na J, pak
slozend funkce F o ¢ je primitivni funkci k funkci (f o p) - ¢’ na I.
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Dikaz. [(F o @)(x)]' = F(u) - ¢'(x) = f(u) - ¢'(x) = (f o ) (2) - ¢'(2). B

V prikladech na pouziti 1. véty o substituci ma tedy integrovana funkce tvar
soucinu slozené funkce a derivace vnitini funkce.

Uloha 10.2.2. Vypoctéte I = [sinzcosx dz.

2

Resend. I = {co:i;;lgx::udu} = /udu = % +C = %Sin2$+ C.
Zde bylo f(u) =u , ¢(z) = sin z. O

Uloha 10.2.3. Vypoctéte I = /sin3$ dx.

Reseni.

I =sin’rsing doz = /(1—0032 x)sinz dr = /Sinx dx—/costsinx de =---

Prvni z integralt je tabulkovy, ve druhém polozime cosz = u. O]

Vybrané typické priklady na pouziti 1. véty o substituci:

In™x arctg™ x ete?
1= /sinma:cosx dz, / dzx, /—gda:, / dz, ...
x 1+ a2 cos? x

Uloha 10.2.4. Vyieste specidlni piipad integrace sloZené funkce, kde vnitini
funkce je linedrni.

Resend. Je-li vnitini funkce linedrni, dostavame z 1. véty o substituci
1
/f(ax—i—b) dz = =F(ax +b) + C,
a
takze napriklad
1
/62”3 dr = 3 et 4, /cos% dz = 3Sin§ +C.

]

Uloha 10.2.5. Vyreste specidlni pripad integrace sloZené funkce ve tvaru zlomku,
kde citatel je derivaci jmenovatele.

/() L
dr =In|f(z)| + C, takze napriklad
o da = | (o) p

Reseni. Pro f(z) # 0: /

20 — 1
/tgm dx:—ln|cosx|—|—C',/QI—dx:ln(x2—x+3)+C’, atd. O
¢ —x+3
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Véta 10.2.6 (2. véta o substituci). Necht ¢’ # 0 na I, p(I) = J. Je-li funkce F
funkci primitivni k funkci fo - na I, pak funkce F oo™t je funkce primitivni
k funkci f na J (kde o' je funkce inverzni k ¢).

Diikaz. Necht x = (1), tj. t = ¢ ! (x). Pak [(F o o™ 1) (2)] = [(F(p ()] =

F@) - lp @) = fle@®)] - &'@®) - (1/£'(t) = f(). O
Uloha 10.2.7. Uzitim 2. véty o substituci pocitejte I = sin+/z dz.

5 oo z = t? _ : . :

Reseni. I = dr — 2t dt] = Q/tsmt dt, a dale se postupuje metodou per
partes dle 10.3. O

Podle 2. véty o substituci se postupuje v mnoha specialnich pripadech, napft.
pfi integraci nékterych iracionédlnich funkei (10.5) nebo u goniometrickych a hy-
perbolickych substituci (10.8).

10.3 Metoda per partes

Véta 10.3.1. Necht funkce [, g jsou definovdny a maji derivaci na intervalu J.
Jestlize U je funkce primitioni k f-g' na J, pak ® = f-g—V je primitivni funkci
k funkci f - g na J.

Diikaz. Véta o per partes plyne ze vzorce pro derivaci sou¢inu: &' = (f-g— )’
frlrg+fgd =V =f"g
Jing pristup: Prou = f(x), v = g(z) je (uv) = v'v+ud/, tj. v'v = (uv) —uv/,

takze /u'v dr = uwv — /uv’ dzx.

c

Uloha 10.3.2. Vypoctéte I = /:Bcosa: dx.

— [
-, u=2=x uw =1 . . .
Reseni. I = | . = xsinx — [ sinx dr = xsinx + cosx +
v/ =cosx v=sinx

C. []

Uloha 10.3.3. Vypoctéte I = /x2 sinzx dx.

2 1
o u=1mx u = 2x
Reseni. I = | , . = —z%cosz+2 [ wcosx dr = --- znovu
v/ =sinx v = —cosx
se pouzije metoda per partes, viz predchozi priklad. [l

Typické priklady na metodu per partes:

/x"cosx dx, /x”sinx dzx, /a:”e"’“" dzx, /x”lnx dzx, /x”arctgx dz, ...
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Zvlastni pripady pouziti metody per partes

(1) Vypocet integrdli
I.= /eax cosbx de, I, = /e‘” sinbx dx

(budeme pocitat primitivni funkce pro C' = 0).

Resend. V integralu I, se pouzije dvéma zptisoby metoda per partes: pro
u' = e v = cosbr apak prou = cosbr, v = e*. Tim dostaneme soustavu

1 1
I, = —e*™sinbr — gIS, I.= —e"cosbx + —1,
b b a a

jejimz feSenim vyjde

bsinbr +acosbxr . 7 asinbr —bcosbr
c— 5 s — (S
a? + b? a? + b?
O
(2) Rekurentni integrdl I / de > 9
ekurentni vzorec pro integrdl I, = | ———, n > 2.
b J (a? + 22)
5y o oxr , 9 1 )
Reseni. V integralu I,,, kde m > 1, polozime v = ———, v =1 a
(a® + 22)
dostaneme [, = Lm + 2ml,, — 2ma*l,, 1, odkud vyjadiime I,, ;.
(@ + )
Polozime-li pak m = n — 1, dostaneme
1 2n—3
I, = I "

2(n—1)a? (a2 422" 2(n—1)a> ™"

10.4 Integrace racionalnich funkci

Zakladnt typy racionalnich funkct a jejich integrace:

d
(1) /x_xk:mu—kua

Uloha 10.4.1. / 2de
z+3

=2In|z+3|+C.
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5dx 5

Uloha 10.4.2. / 533 In|3z + 2|+ C.
dx 1 1
2 = k 1.
@) /(x—k;)s skt ¢ ke s#
dx 1
Uloha 10.4.3. / = :
ona Gr2p - a@r2e
dx ) .. .. . o
(3) / e e——] kde ve jmenovateli je nerozlozitelny kvadraticky polynom,
7T pr T+ (g

vede po upravé jmenovatele na funkci arctg x.

Uloha 10.4.4 /L—/L—E/L—
) 22460 +13 0 ) (x4+3)2+4 4 1+(:v7+3)2_
1 T+ 3
+C.

—arct
2aurc g

d
(4) / 7 a mprd kde ve jmenovateli je nerozlozitelny kvadraticky po-
= +pr+q)°

lynom a s # 1, vede na pouziti rekurentniho vzorce, viz 10.3(2).

d d =
Uloha 10.4.5./ ’ :/ v |rts=E
(2% 4 62 + 13)2 [(x + 3)2 + 4] dr = dz

/ dz 1 z n 1 / dz
(224222 2422422 2.4 ] 22422

Podle (3) vede tento integrdl na funkci arctgx a pak se vrdtime k pivodni
promeénné x dosazenim z = x + 3.

Racionadlni funkce P(z)/Q(x), kde P(z), Q(x) jsou polynomy:

P1i jejich integrovani prevadime racionalni funkci na uvedené zakladni typy,
pficemz vyuzivame poznatki z algebry.

Algoritmus:

(1) Je-li stupen ¢itatele mensi nez stupetl jmenovatele, pfejdeme na krok (2).
Jinak uzitim déleni upravime funkci na tvar

P(x) R(x)
Q(z) Q(z)’
kde A(z) je polynom, ktery jiz dovedeme integrovat a R(z) (zbytek dé-

leni) je polynom stupné nizstho nez Q(z); tedy: sniZime stupen citatele pod
stupen jmenovatele.

= A(z) +
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(2) Je-li jmenovatel rozloZen na linearni kofenové ¢initele a nerozlozitelné kva-
dratické polynomy, pfejdeme na bod (3), jinak tento rozklad jmenovatele
provedeme.

(3) Je-li ve jmenovateli jen jeden kofenovy ¢initel nebo jeho mocnina nebo jen
jeden nerozlozitelny kvadraticky polynom nebo jeho mocnina, prejdeme na
bod (4); jinak provedeme rozklad zlomku R(x)/Q(z) na parcidalni zlomky.

(4) Integrujeme vSechny komponenty rozkladu funkce y = P(x)/Q(x).

3r — 2
24+ x+3

_ 3z —2 3 2r — 4 3 f2r4+1—-1-12
Resvem’./z—dx:—/—gdx:—/ 3 dr =
24+ x+3 2] 22+2+3 2 24+ z+3

3 [20+1—1 3 2z 41 3 7 da
= | V>—Fde== | 7 —do—< - [ 5——=
2) 2242+3 2) 22+2+3 2 3) 2242+3

Uloha 10.4.6. Upravte mtegrdl/ dz na zdkladni typ (3).

3 7 dz
= 2 In(a? - [ — O
5 n(z® +x +3) 2/x2+x+3
Az +3
Uloha 10.4.7. Upravte integrdl / wf—;B)gdx na zdkladni typ (4) a dvoj-

ndsobnym pouZitim rekurentniho vzorce 10.3 (2) pak na zdkladni typ (3).

3 4r + 3 2r—1+1+32
Reseni. | ———1 2 _dz =2 2 dp —
coent /(x2—w+3)3 v /(:c2—x+3)3 ‘

1 dx
_ 5 ... O
@ —z132 /(:)32—35—1—3)3

Na integraci racionalnich funkci vede vypocet integralt mnoha dalsich typt
funkci, viz dale.

10.5 Integrace nékterych iracionalnich funkci

b
(1) /R <Q;, S Zj—td) dz, kde ZZ‘ # 0 a R(z,y) je racionalni
funkce.
Substituci 7/ Zjis = t se integral prevede na integral z funkce racionalni,
viz 10.4.

Uloha 10.5.1. Prevedte dx na integrdl z raciondlni funkce.

[
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V2r—1=t

/or —

Resem/ ’ de = |z =3(*+1) :/;tdt:---
25”+7 dr = tdt BT

(2) /R <az,x% xqm> dr, kde R(z,y1,¥2,-..,Ymn) jeracionalni funkce.

Substituci z = t", kde n = n(q1, q2, - - -, ¢n) je nejmensi spoleény néasobek,
se dany integral prevede na integral z funkce racionalni.

Uloha 10.5.2. Prevedte na integral z raciondlni funkce.

Resend _wdr z=1 = m_... u
) etz |de=e6tdt| ) By T

10.6 Eulerovy substituce

Pouzivaji se pro vypocet integrali typu / R (m, Vazr? + br + c) dx, kde R

je racionalni funkce dvou proménnjch. Ucelem substituce je prevést integrovani
iracionalni funkce na integrovani funkce racionalni. Eulerovy substituce jsou tri:

(1) vax?+ bz + ¢ = +/ax +t [pro a > 0]; hlavni myslenka: po umocnéni se na
obou strandch rovnosti rusi ¢leny ax?.

(2) Vax?+ bz + ¢ = xt + /c [pro ¢ > 0]; hlavni myslenka: po umocnéni se na

obou stranach rovnosti rusi ¢leny ¢ a rovnost lze délit x.

(3) Vax?+bx+c = t(xr — A) [kde A je redlny kofen|; hlavni myslenka: po

umocnéni 1ze rovnost délit kofenovym ¢initelem (x — \).

Uloha 10.6.1. Owéfte, Ze pii vipoctu /x\/ 422 4+ bx + 1dx lze pouZit vSechny
tri substituce. Ve vSech pFipadech prevedte integrdal na integrdl z funkce raciondlnd.

Reseni. Jea=4>0,c=1>0, auvedeny trojélen mé realné koreny.

Pfi pouziti 1. substituce méame /42 + 5x + 1 = 2z + ¢,

pri pouziti 2. substituce v4x2 +5x +1 =t + 1

a pii pouziti 3. substituce je v4x% 4+ 5z + 1 = t(x + 1). V tomto pfipadé po
umocnéni rovnosti a zkraceni kofenového ¢initele (x + 1) dostavame 4x + 1 =
t?(x + 1) a z toho

2 -1 3t 6t
t )=——, de = —dt, ... O

Po nalezeni integralu z prislusné racionalni funkce se vracime k ptivodni pro-

ménné, tj. dosadime pii 1. substituci t = Vax? + bx 4+ ¢ — y/ax, pfi 2. substituci
Vax? +bx +c—/c ) Vax? +bx + ¢

tojet = , a pti 3. dosadime t =
x r— A

Tr =
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10.7 Integrace goniometrickych a hyperbolickych
funkci

Prehled substituct pro | R(cosz,sinz)dx,

kde R je racionalni funkce dvou proménnych:
(1) sinxz = t, pokud R(— cosx,sinxz) = —R(cosz,sinx),
(2) cosz =t, pokud R(cosz,—sinz) = —R(cosz,sinx),
(3) tgx =t, pokud R(—cosz, —sinz) = R(cosz,sinx),

T
(4) tg 5= t 1ze pouzit vzdy (univerzalni substituce). Univerzalni substituce pfi-

vvvvvv

chozim, pokud je lze pouzit.

Ucelem substituci je prevést integrovani goniometrickych funkci na integrovani
funkci racionalnich.

Uloha 10.7.1. Vhodnou substituci prevedte /tgxsinwdx na integrdl z funkce

racionalni.

.2 .2 .2

5 o . sin” z sin” x sin” x .

Reseni. I = | tgrsinzdr = dx; = — , takZe provedeme
cosx —cosx cos T

202 .9 .
. .. sm” x sin” x =
substitucisinxe = t; [ = / dr = / coszdr — [ sinx } _

COS T 1 —sin’z cosxdr = dt

t2
dt = ---. 0
=

Uloha 10.7.2. Vhodnou substituci prevedte /tg2 xsinz dxr na integrdl z funkce

racionalni.

sin® z (—sinz)® sin® x
Resend. I = [ tg?xsinadzr = 5— dz; jezto 5 = ————, pouZi-
cos? cos?x cos? x
(1 —cos®x

. o . =t
jeme substituci cosxz = t, takze [ = / cos ] =

sinzdz = | .
cos? x [Slnxdx = —dt

1—t2
_/ dt=---. ]
t2

tg2x

cost x

Uloha 10.7.3. Vhodnou substituci prevedte / dx na integrdl z funkce ra-

cionalni.
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. . 2 .
o tg? sin? z , (—sinx) sin? z 5 .
Reseni. I = —dz = -— da; plati 5 = -, takze pouzi-
cos* x cos®x (_ cos :[;) cos® x

jeme substituci tg x = t; pfi Gpravach pouzivame ¢asto vztah 1+ tg®x =

I—/thx(l—l—tg2:L‘)

cos?2x’

o tgﬂ?:t o 2 2 .
_{dmzdt}_/t(lﬂ)dt_ . O

cos? x

cos? x

x
Pti pouziti univerzalni substituce tg§ = t je tfeba znat ¢i umét odvodit,

¢emu jsou rovny sinz, cosz, tgx, dz.

2dt
Ptedné plati = 2 arctgt, odkud dr = ——.
z x 1+
Ze vztahu sin z = 2sin B cos 3 a vztahll mezi goniometrickymi funkcemi plyne
, 2t 1—¢2 . 2t
sing = ——, cosx = ——, tgr = ——.
1+2 8T 1 _p

1+t
Integrace soucinu goniometrickych funkci

PouzZiva se vzorcu

: . 1
sin na sinmz = §[cos(n —m)x — cos(n + m)x,
: L. :
sin nx cos mx = i[sm(n —m)x + sin(n + m)z],
1
COS N COSMT = §[cos(n —m)z + cos(n + m)z],
. 1 — cos2z 9 1+ cos2z
SNz = —————, cosTr = —————.

Uloha 10.7.4. Vypoctéte /sin S5x cos4dx dx.

g 1 1 1
Resen. /sin Sxcosdrdr = 5 [/(sinx +sin9z)dx| = —5 COST — 7208 9z +
O]

Integrace hyperbolickych funkci
Postupujeme podle analogickych vzorci jako pro funkce goniometrické.

) h?z +1
Uloha 10.7.5. Vypoctete /%dx.

ch™z
_ ch?z +1 1 dz dx
Reseni. | = | —5—do= [ (1+—5— ] —5—= [ (1+1—th? =
eoemt / ch’x v /( Ch2x) ch? x /( aj) ch?z
Lsgm:dt}_/@—t)dt_%—gt +C=2the — otz + C. O
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10.8 Goniometrické a hyperbolické substituce

Prehled substituct:

(1) /R <x, a? — x2> dz, substituce x = asint (nebo x = atht),

(2) /R <x, Va?+ $2> dz, substituce = atgt (nebo x = asht),

(3) /R (x, x? — a2> dz, substituce x = (nebo z = acht).

cost

Uloha 10.8.1. Vypoctéte I = /\/962 + 4x dzx.

Resend. I:/Vx2+4xdx:/\/x2+4x+4—4dx:/\/(x+2)2—22dx:

{x—l—2:u

dr = du } = / vVu? — 22du a dale se provede vyse uvedend substituce (3). O

10.9 Uziti Eulerovych vzorct pro vypocet né-
kterych integrali
Pro komplexni funkci w(z) redlné proménné z se derivace a integral definuji
stejné jako pro realné funkce s tim, ze imaginarni jednotka i se chova jako kon-
1
stanta. Je-li @ # 0 komplexni ¢islo, je napt. (e**) = ae™, [ * dz = —e* 4C.

a
Elementarni funkce e*, cos z, sin z se definuji i pro komplexni proménnou z;

jejich vzajemny vztah je vyjadien Eulerovymi vzorci, podle nichz je
1 7 —ix : 1 T —iT
cosx:—(e Tr+e ), 31nx:§(e —e )
!

Téchto vzorct lze vyuzit pro vypocet nékterych integrali.

Uloha 10.9.1. Vypoctéte I = /Sin4xdx.

_ 1 . . 1 . . . .

Reseni. I = /sin4 rdr = / (2)" (em — 6711)4 dr = T (64” —4e%" 46— 4e % 4 efém) dz =
11 . , . . 3 1 1

5 - = 3_22_Z (64” — _47'96) — 22—2 (e2m _e—2zr) + g.fl? + C = 3—2 sindx — ZISian +

—x+ C. O]

8

Uloha 10.9.2. Vypoctéte (uZitim Eulerovijch vzorci) I = /e“ cosx dx.

125



_ 1
Resent. [:/e”cosxdx:/ex—

1

2

1

<_

142

e(1+i)z +

1—2

2

e(l—i)ﬂﬂ) +0=... =

1

(ei:p_i_efix dzr = §/<e(1+i)z+e(1i):p) dr =

)
1
2

vysledkem dle vzorce pro I, viz 10.3.)

— % —
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Kapitola 11

Riemanntv urcity integral

11.1 Definice Riemannova integralu

Riemannuv integral lze definovat v podstaté dvojim zptisobem: uzitim (Cau-
chyovych) integralnich sou¢tti nebo pomoci dolnich a hornich integrald.

Uziti integralnich soucta

Uvazujeme funkci f omezenou na intervalu (a,b), kde a < b. Déle uvedeme
pojmy pouzivané pii definici integralu:

e Deéleni intervalu (oznac¢ime D) — kazda konecna posloupnost bodu o,
T1,..., T, (zvanych délici), kde a=z9<x1 <---<x,=0>.
o FLlement déleni A; = (x;1, z;),1=1,...,n,

jeho délka je  Ax; = x; — x;_1.
e Norma déleni v(D) = maxAzx;, struéné oznaceni v.

Definice 11.1.1 (Riemannova urcitého integralu). Necht f je funkce omezenda
na (a, b). Ke kazdému déleni D vytvofime integralni soucet

o(f.D) =) f(&)Az;, kde & jelibovolny bod z elementu  A,.
=1

Rekneme, 7e ¢islo I je Riemannovym (urcitym) integralem funkce f na {(a, b),
pravé kdyz Ve > 039 > 0 tak, Ze pro vSechna déleni D, pro néz v(D) < 4, a pro
libovolnou volbu bodt &; v elementech A; déleni, plati |o(f, D) — I] < e.

b
Oznaceni: I = [ f(z)dz.

a
Funkce f se pak nazyva Riemannovsky integrovatelnd, {(a,b) je obor integrace,
¢isla a, b dolni resp. horni mez integrace, x integracni promeénnd.
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b
Znak [ je symbol pro soucet od a do b, f(z) pro f(&), dz pro Az;. Nézev

Rz’emanm(ilv integral pouzivame hlavné pro jeho odliseni od jinych typt integrali.
Neni-li tieba zdtrazniovat (Riemannovu) metodu definice integralu, lze pouzivat
jen historicky nazev wurcity integrdl. Vedle funkce Riemannovsky integrovatelna
fikdme téz integrovatelnd (integrace schopnd) podle Riemanna. Mnozinu vSech
funkei integrovatelnych na (a,b) ozna¢ime R({a,b)), a proto mizeme pouzivat
struény zapis f € R({(a,b)). Zvlasté si uvédomime, ze Riemannuv integral funkce
f € R({a,b)) je néjaké redlné ¢islo.

Geometricky vyznam souéinu f(§;) - Az; pro f > 0:

— obsah obdélniku o stranach Ax;, f(&;).

Y
N
M
M>
mo = M1
m = 1my
y = [(z)
Al'l AJJQ A.’L‘3 ASL‘4 A175 R
a=2xyg T T X3 Ty Ty — b a

Obrazek 11.1:

Geometricky vyznam integralniho souctu o(f, D):

— priblizny obsah tzv. zdkladniho obrazce, tj. kiivocarého lichobézniku, jehoz
hranice lezi na piimkach x = a, x = b, na ose x a na grafu funkce f.
Geometricky vyznam urcitého integralu:

— obsah zékladniho obrazce.

Uvedenou definici Riemannova integralu lze vyslovit i pomoci pojmu limita.
Nejprve vsak pojednejme o zjemnéni déleni.

Definice 11.1.2. Déleni D’ nazveme zjemnéni déleni D, pravé kdyz kazdy délici
bod déleni D je délicim bodem i déleni D'.
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Pozndamka 11.1.3. (1) Ke kazdym dvéma délenim existuje jejich spolecné zjem-
néni, i ,nejhrubsi“ spoleéné zjemnéni. Mnozina vSech déleni intervalu (a, b)
tvofli svaz.

(2) Jestlize postupné zjemnujeme déleni, tak z toho neplyne, ze v(D) — 0,
dokonce se pfitom v nemusi ani zmensovat (proc?).

Druhou ¢ést vyse uvedené definice lze pak vyslovit takto:

Definice 11.1.4. Rekneme, Ze integrilni soucty o(f, D) maji limitu / € R a
piSeme (lgr)n o(f,D) = I, pravé kdyz Ve > 0 3 déleni Dy tak, Ze pro vSechna
v —0

jeho zjemnéni D a pro libovolnou volbu bodi &; v elementech A; plati |o(f, D) —
I| < . Cislo I pak nazyvame Riemanntiv integral funkce f, funkce f se nazyva

Riemannovsky integrovatelnd, atd.

Dolni a horni integral

Mgjme funkci f omezenou na (a,b) a libovolné déleni D. Ozna¢me pro x €

(xi_1,m;): my = inf f(x), M; = sup f(x).
Vytvorime soucty:

s(f.D) =Y miAx;, S(f,D)=> M A,
i=1 =1

které nazveme dolni resp. horni integrdlni soucet ptislusny k funkci f a déleni D.

Vlastnosti:

(1) Libovolny dolni integralni soucet neni vétsi nez libovolny horni integralni
souet (prislusny tfeba i k jinému déleni).

(2) Mnozina vSech dolnich integrélnich soucti je (shora) omezend, mnozina
v8ech hornich integralnich souctt je (zdola) omezend: Jestlize pro x € (a, b)
ozna¢ime m = inf f(x), M = sup f(x), plati

m(b_a) SS(f,D) SS(va) SM(b—CL)

Proto existuje supremum mnoziny vsech dolnich a infimum mnoziny vSech
hornich integralnich soucti.

Definice 11.1.5. Cislo L.f = sups(f,D) (I*f = i%fS(f, D)) nazyvame dolni
D

(horni) Riemanniv integrdl.

Ziejmé plati s(f, D) < L.f <I*f < S(f, D).
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Uloha 11.1.6. Najdéte dolni i horni integrdl Dirichletovy funkce na intervalu
(0,1).

Reseni. Mame

s(x, D) = zn:m,-Axi = zn:O -Ax; =0, Lyx=0,
i=1 =1

S(x,D) = ZMZ-A% = Zl Ar; =1, I'y=1.
i=1 i=1
]

Definice 11.1.7. Necht f je funkce omezené na (a,b). Rikdme, ze funkce f je
na (a,b) Riemannovsky integrovatelné, pravé kdyz L. f = I*f.

Spolecnou hodnotu If dolniho a horniho integralu nazveme Riemanntiv inte-
gral funkce f na (a,b) a piSeme

b
If = / f(z)dz.
Da se dokazat ekvivalence obou definic Riemannova integralu.

Geometricky vyznam dolniho souc¢tu

— obsah jistého mnohotihelniku vepsaného do zékladniho obrazce,

geometricky vyznam horniho souétu

— obsah jistého mnohothelniku, do néjz je zdkladni obrazec vepsan (nakreslete
obrazek).

V souladu s definici miry rovinného obrazce je geometrickym vyznamem Ri-
emannova integralu obsah (mira) zékladniho obrazce.

I v tomto pripadé lze vyuzit pojmu limita. K tomu si uvédomime jesté jednu
vlastnost hornich a dolnich soucti:

(3) Zjemnime-li déleni, pak dolni integrélni souCet se nezmensi a horni inte-
gralni soucet se nezvétsi.

Dusledek 11.1.8. Pro kaZdou normdini posloupnost {D,,} déleni, tj. kde v(D,,) —

0 a pritom kaZdy dalsi clen je zjemnénim predchoziho, je odpovidajici posloupnost
{s(f, D)} neklesajict a {S(f, D)} nerostouct.
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Integrovatelnost funkci

Z teoretickych davodu (tj. pro pouziti v dikazech vlastnosti funkci integrova-
telnych) se formuluje néasledujici nutna a postacujici podminka integrovatelnosti,
v niz se vyskytuje pojem oscilace funkce f na intervalu (z;_1,x;) : w; = M; —m,.

Véta 11.1.9 (Nutnd a postacujici podminka integrovatelnosti podle Riemanna).

Funkce f € R({a,b)), pravé kdyZ je lim Zwlszl =0, tj. Ve >0 36 > 0 tak,

v(D)—0
ze VD plati:

v(D)<d6 =

Princip dukazu. Da se ukazat, ze

I*f_y(l,;l)m s(f, D), I*f—y(lll)m S(f,D)

(definujte pomoci € a §) a déle, ze

s(f,D) = irslfa(f,D), S(f,D) =supa(f,D).
3

Dtikaz pak spociva na vztahu
ZwiAxi = S(va) - S(faD)
i=1

]

Z praktickych divodia byla formulovana kritéria (tj. jednoduché postacujici
podminky) integrovatelnosti podle Riemanna. Da se dokazat, ze do mnoziny
R({a,b)) patii tyto tiidy funkci:

— tfida vSech funkci spojitych na (a,b),
— t¥ida v8ech funkci spojitych po éastech na (a,b),
— t¥ida v8ech funkci monotdnnich a omezengych na (a,b).

V mnoziné R({a, b)) vsak existuji i funkce, které nespliuji zddnou z uvedenych
podminek. Jestlize se funkce ¢ lisi od funkce f € R({a, b)) v kone¢ném poctu bodii
a nabyva v nich koneénych hodnot, pak i g € R({a,b)) a oba integraly jsou si
rovny.
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11.2 Newtonuv vzorec

Véta 11.2.1 (Newtontv vzorec). Necht funkce f je integrovatelnd na {(a,b) a ma
tu (zobecnénou) primitivni funkci F'. Pak plati

| 1@ = [F@)._, = FO) - Flo)

Princip dikazu. Volime takové déleni D intervalu (a,b), aby uvnitt kazdého ele-
mentu (x;_1, z;) méla funkce F' derivaci. Plati:

n

F(b) = F(a) = [F(x;) = F(zi1].
i=1
Na rozdily F(x;) — F(x;_1) pouzijeme Lagrangeovu vétu, podle niz na kazdém
intervalu (x;_1, z;) existuje takovy bod &;, Ze

F(r;) = F(xio1) = F'(&) - (v — xi1) = f(&) - Ay

Jezto f je integrovatelna, mizeme v integralnich souctech vzit prave tato & a
tvrzeni plyne z definice Riemannova integralu. ]

Newtoniiv vzorec je zakladni metodou vypoc¢tu Riemannova integralu.

Uloha 11.2.2. Vypoctéte I = /2 cosxdx.

us
2

Reseni. I = [Sinac}?r — sin— — sin (—E> =1—-(-1)=2. O
2 2 2
2
; o ¢ dx
Uloha 11.2.3. Vypoctete I:/ 5
e IIn“z
5o . .. e . oo 1
Reseni. Nejprve ur¢ime primitivni funkei: / 5— = (substituci) = —— +C.
, rIn®z Inz
1]° 1 1 1
PakI=|—-—| =—Z—(2]=2=. 0
Inz|, 2 1 2

11.3 Zakladni vlastnosti urcitého integralu

Hodnota integralu zavisi jednak na integrované funkci (integrandu) a jednak
na intervalu integrovani. Dostavame tak nékolik skupin vlastnosti integrovatel-
nych funkeci a integralu.
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Vlastnosti zavislé na integrované funkci

Véta 11.3.1 (linearni vlastnosti).

(1) Je-li f € R((a,b)), k € R, pak kf € R((a,b)) a plati
ulbkfﬁjdx-_klébf@ﬂdx.

(2) Je-li f.q € R((a,b)), pak (f +g) € R((a,b)) a plati
A%ﬂ@+g@ﬂ®xiévwﬂm+LZ@Nw

Princip dukazu. Pouziji se vlastnosti integralnich souctt. O]

Véta 11.3.2 (vlastnosti vyjadfené nerovnostmi). Necht f,g € R({a,b)).
b
(3) Je-li f(x) >0 na (a,b), pak/ f(z)dx > 0.

b b
(4) Je-li f(x) < g(z) na {a,b), pak/ fz)dz < / g(x)dx.

/abf(x) dz

Princip dikazu. (3) plyne z definice, (4) ze (3) a (5) ze (4), nebot —|f(x)| <
f(@) < [f()]. O

Véta 11.3.3 (o soucinu funkci). Je-li f,g € R({a,b)), pak i fg € R({a,b)).

(5) 1/(z)| € R((a,b)) a plati s/Wﬂme

Princip dukazu. Dtkaz je zalozen na odhadu

Fa")g(a") = F)g(@)] < 1F") = @) L+ lg(a") = gla)]- K,

kde K, L jsou konstanty, pro néz |f(x)| < K, |g(x)| < L. O

Vlastnosti zavislé na intervalu integrovani

Véta 11.3.4 (aditivita integralu). Necht a < ¢ < b. Pak f € R({a,b)), prdavé
kdyz f € R({(a,c)) A f € R({c,b)). Pritom plati

/abf(x)dx _ /acf(x)dx+/cbf(x) dz.

Princip dukazu. Plyne z vlastnosti integralnich souc¢tt, kdyz bod ¢ vezmeme za
délici bod. H
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Tuto vlastnost lze rozsitit na kone¢ny pocet bodlia =cy < ¢y < --- < ¢, =b:
b n c;
/f(x)dx:Z/ f(z)dz.
a i=1 Y Ci—1

3
Uloha 11.3.5. Vypoctéte I :/ |z — 2| dz.
0

2 3
Re§em’.]:/(2—x)dx+/ = O
0 2
Rozsireni definice Riemannova integralu pro pripad, ze a >
b:
Pro a = b definujeme / f(z)dz = 0.
ab a
Pro a > b definujeme / f(z)dz = —/ f(z)dz.
a b

b c
Pak pro libovolné usporadani bodu a, b, ¢ plati / f(x)dx = / flx)dx +

vvvvv

a, b, c.

11.4 Vypocet urcitych integralt

K vypoctu pouzivame zpravidla Newtonova vzorce, tj. najdeme primitivni
funkci a pak pouzijeme Newtontv vzorec, viz tlohy 1 a 2 v kapitole 11.2.

Vypocet uzitim substituce nebo per partes

Mame-li pfi vypoctu primitivni funkce pouzit substituci, pak mtizeme postu-
povat piimo jako v 11.2, Gloha 2, nebo miizeme provést transformaci mezi.

Véta 11.4.1. Je-li f € R({a,b)), ¢ md spojitou derivaci na {«,3), pricemz
p(a) = a, p(B) = b, pak plati

b B
/ f(z)de = / Fle] o (t) dt.

1
Uloha 11.4.2. Vypoctéte I = / V1 —22dz.
0
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us

— - _ bl bl
Resent. [ v=simt r=0=1= 0}:/ \/l—sin2tcostdt:/ costdt =
0 0
3

dx—costdtm-lét—g

t—l—sm2t} :—. O
zt+on] =

N |

Podobné pro per partes plati
Véta 11.4.3. Jsou-li v, v spojité na {(a,b), pak

Uloha 11.4.4. Vypoctéte I:/ rsinxdx.
0
Resend.

/ ™

U=2=x u =1

I=| , . =[—cosz]]_,+ | coszdr=---=m.
UV =S8INT V= —COST r= 0

Integral komplexni funkce realné proménné

Pojem urcitého integralu lze jednoduse rozsitrit i na komplexni funkce realné
proménné. Necht fi, fo € R({a,b)) a f = f1 + ifs. Pak definujeme

/jf(t)dt:Lﬁfl(t)dt+zLﬁf2(t)dt

Uloha 11.4.5. Rozhodnéte, které vlastnosti integrdli, redlngch funkci zistdvaji
zachovdny i pro integrdly komplexnich funkci.

jus

2 .
Uloha 11.4.6. Vypoctéte I = / e’ dt.
0

s

_ 2 x
Resent. I = / (cost +isint) dt = [sint —icost]ry =1+1. O
0

11.5 Dalsi vlastnosti urcitého integralu

Véty o stifedni hodnoté

Véta 11.5.1 (o stfedni hodnoté integralniho poc¢tu). Necht f € R({a,b)) a plati
m < f(z) < M. Pak ezistuje ¢islo p € (m, M) tak, Ze

/f u(b — a).
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Je-li f spojitd, pak existuje ¢islo £ € (a,b) tak, Ze

/ f(z)dze = (b — a) £(€).

Princip dikazu. Nerovnost m < f(z) < M integrujeme na (a, b) avyraz / f(z)dx

ozna¢ime p. Je-li m, M minimum a maximum funkce f spojité na (a, b), pak podle
véty o mezihodnoté nabyva f hodnoty p € (m, M) v néjakém bodu £ € (a,b). [

Véta 11.5.2 (zobecnéné véta o stiedni hodnoté integralniho poctu). Necht f, g €
R({a,b)), g(x) >0, m < f(x) < M. Pak plati

/ dx</f x<M/

a ezistuje ¢islo p € (m, M) tak, Ze plati

/ F(@)g(x) dz = /abg(x)dx.

Je-li f spojitd, pak existuje ¢islo & € (a,b) tak, Ze

[ st = 116 [[g)ar

Integral jako funkce horni meze

Je-li f € R({(a,b)), pak pro kazdé z € (a,b) je f € R({a,z)) a [T f(t)
®(x) je integral, ktery je funkci své horni meze z. Vzhledem k rozsitené deﬁmcl
integralu 1ze za dolni mez zvolit libovolné ¢islo ¢ € (a, b).

Véta 11.5.3. Necht funkce f € R({a,b)), c € (a,b). Pak funkce ®(z / f(t)dt

je spojitd na {a,b) a v kazdém bodé xy € (a,b), v némz je f spojitd, ma ® derivaci
(v kragnich bodech a, b jednostrannou), pro niz ®'(xo) = f(xo)-

Princip dukazu.

boo+ 1)~ ()= [ @ [ swar= [T o=,

C C o

kde p € (m, M) je stfedni hodnota, odkud plyne spojitost funkce ®. Ve druhém
ptipadé se odvodi, ze Ve > 0 U (zy) tak, ze Va € U(x) plati (¢ je mezi x a xp):

O(x) — D(xo) Feo / ) — (o |dt‘

r — T
- < E.

- ]x—xo|

/ edt
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Disledky:

(1) Kazda funkce f spojitd na (a,b) ma na tomto intervalu primitivni funkci

o.

(2) Kazda funkce omezend a po ¢astech spojitd na (a, b) mé na tomto intervalu
zobecnénou primitivni funkei; jednou z nich je funkce @ (integral jako funkce
horni meze).
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Kapitola 12

Uziti Riemannova integralu

12.1 Priblizné metody vypoctu Riemannova in-
tegralu

Existuje vice pribliznych metod, kterymi lze provadét vypocet Riemannova
integralu. Oznaceni ,,pfiblizna metoda“ neni zadnou degradaci ptislusné metody,
nebot zejména s vyuzitim vypocetni techniky lze takto provadét vypocet Rie-
mannova integralu prakticky s libovolnou piesnosti. Takze v aplikacich ma tento
postup stejnou hodnotu a rozsahlejsi uplatnéni nez klasicky vypocet uzitim New-
tonova vzorce, protoze — jak bylo naznaceno jiz v kapitole 7?7 — primitivni funkci
ve tvaru pro pouziti Newtonova vzorce lze ziskat jen v nékterych specialnich pri-
padech.

Predpokladdme-li f(x) > 0 na (a,b), jde pfi vypoctu Riemannova integralu
o vypocet obsahu zakladniho obrazce, viz 77

Metoda obdélnikova

Princip této metody spociva v tom, Ze urcity integral nahradime vhodnym
integralnim souctem (tj. s dostate¢né jemnym délenim a s vhodnymi body ¢&;
v elementech déleni, viz obr. 12.1).

Zpravidla volime déleni na n stejnych elementi, tedy délka jednoho elementu

(tzv. krok h) je
h = AJ/’Z = b- a,

n

za & volime stfedy element. Obsah zakladniho obrazce poklddame priblizné
roven integralnimu souctu, tedy souc¢tu obsaht obdélniki o strandch f(¢;) a h.
Pro obdélnikovou metodu tak mame vzorec

b

JECE =D G}

a
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Obrazek 12.1: Obdélnikova metoda

Chybu metody lze stanovit napt. uzitim hornich soucti a dolnich soucti (viz
11.1) coz je zvlast jednoduché pro monoténni funkce.

Metoda lichobéZnikova

\\/N 4 \.

SN—

Obrazek 12.2: Lichobéznikova metoda
Princip této metody spoéiva v tom, interval (a,b) rozdélime na n stejnych

elementi a funkci nahradime lomenou ¢arou (viz obr. 12.2). Obsah zakladniho
obrazce pak pfiblizné nahradime souctem obsahti elementarnich lichobézniki se
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b—a

zakladnami f(z;_1), f(z;) a s vyskou h = . Tedy

-1

[1@ar= S e + s =1 | 29 4 3 iy + 120

2 2

i=1 =1

Metoda Simpsonova

b—a

Interval (a,b) rozdélime na sudy pocet 2n elementt o Sifce , z nichz

b—a
vytvofime dvojice elementti o §ifce h = ——. V kazdé dvojici pak funkci f
n
nahradime kvadratickou funkci (kterd je dané funkci f rovna na krajich a upro-
stied téchto ,dvojelementi“), takze k vypoc¢tu obsahu vzniklych ,kfivoc¢arych
lichobéznikt“ lze vyuzit Simpsonova vzorce.

[y

n—

P = (T2i42 — 22;) [f(xm) + 4 f(22i41) + f($2i+2)] .

|~
I
(=)

i

Provedeme-li s¢itani pres vSechny elementy, dostaneme vyslednou formuli pro
Simpsonovu metodu:

[ e G150 + )] + 207 + flan) -+ flano)] +
+4Uﬁm)+jﬂm)+-~4;ﬂx%,g}}

12.2 Uziti urcitého integralu v geometrii

Obsah rovinného obrazce

Uvazujme dale jen spojité funkce. Z geometrického vyznamu Riemannova in-
tegrélu plyne, Ze pro funkci f(x) > 0 definovanou na (a,b) je obsah kfivo¢arého
lichobézniku (zékladniho obrazce) roven

P:A%@Mm

Pozor! Je-li f(x) < 0 (tato ¢ast grafu funkce je pod osou z), dostaneme obsah
se zapornym znaménkem. Pokud bychom pouzili pfedchozi vzorec na funkci, ktera
na (a, b) stiidd znaménka, dostaneme rozdil obsahii ¢asti zdkladniho obrazce nad
osou x a pod osou z, tedy vysledek, ktery néas zpravidla nezajima. (Interpretujte

2
takto napt. fakt, ze / sinzdx = 0.)
0
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Obrazek 12.3: Obsah rovinného obrazce — kiivocary lichobéznik

Obrazek 12.4: Obsah rovinného obrazce — normalita vzhledem k z.
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Plati-li na intervalu (a,b) vztah 0 < g(z) < f(z), je pfimkami z = a, v = b
a grafy obou funkci ohrani¢ena oblast normdini vzhledem k x a jeji obsah se
vypocte vzorcem

b
P= [ [t - o) dv
Je-li rovinny obrazec ohrani¢en kiivkou danou parametricky x = p(t), y =
(1), t € (o, B), pak

B
P:/wwmw

Obsah obrazce ohrani¢eného kfivkami v polarnich soutradnicich p = p(p) od
1 do @9 je dan vzorcem

K tomuto vzorci dojdeme vyuzitim vztahu

1
AP = Sp(p)p(e + Ap)Agp.

Uloha 12.2.1. Vypoctéte obsah kruhu o poloméru r.

Reseni.  a) Z rovnice kruznice

vyjadiime horni polokruznici

flx)=y=Vr2—2a2 ze(-rr),
dolni polokruznici

g(x) =y = —m, xr € (—r,T),

a pouzijeme je do druhého z vyse uvedenych vzorcti:

P:/T(M—(—mndx:[ r=rsing }:

- dzr = rcospdy
w/2 /2
= / 2r| cos p|rcos pdp = 7"2/ (1 + cos 2@) dy =
—r/2 —7/2
w/2
2 [ 1 } 2
=7r"|p+ =sin2yp = 7re.
2 _
p=—m/2

142



b) V parametrickém vyjadieni mame x = rcost, y = rsint, t € (0,27) a
odsud )
P = ‘—/ T2Sin2tdt' =
0

¢) Nejjednodussi je zde vypocet uzitim polarnich soufadnic, nebot kruznice o
stfedu O a poloméru r ma rovnici p = r pro ¢ € (0, 27). Proto

Objem télesa

Pomoci Riemannova integralu funkce jedné proménné lze pocitat objemy ve
dvou piipadech.

a) Téleso lezi mezi rovinami x = a, * = b a zndme funkci P(z), jejiz hodnoty
znamenaji obsah fezu télesa rovinou kolmou k ose x.

Element objemu je
AV = P(z)- Az, tj. dV = P(z)- dz,
a objem télesa je
V= /bP(x) dz.

b) Rotacni téleso, kde osou rotace je osa x a které vznikne rotaci kiivocarého
lichobézniku ohranic¢eného grafem funkce f na intervalu (a, b). Zde je fezem
kruh o obsahu 7[f(x)]? a plati

V:W/ab[f(x)rdxzw/abgfdx.

Uloha 12.2.2. Urcete objem koule o poloméru .

Reseni. Koule vznikne rotaci grafu funkce y = v/r2 — 22 kolem osy z a proto

V:W/T(T2—x2)dx:~--:§7rr3.

T
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Délka krivky
Necht je kiivka [ ddna parametricky:

= (1),
Y(t), te (o),
= x(t),

kde ¢'(t), '(t), x'(t) jsou spojité a Vt € (a, 3) plati
[ (O + [ ()P + [ (D)) > 0.

Kfiivka [ je prostorova nebo rovinna (to kdyZ je néktera z funkci ¢, 1, x kon-
stantni).
Uvazujme libovolné déleni D intervalu (a, (3):

T
Y
z

a=ty <t <ty <---<t,=0,
oznacme délici body ktivky (:

X; = [@(ti)vw(ti)vX(ti)]v 1=0,1,2,...,n

a dale délku lomené cary Xy X; ... X, oznaCme
O'(Z, D) = Z‘XZ_lXZ‘
i=1

Délka kiivky [ se pak definuje:

Xo
X1
Obrazek 12.5: Délka kiivky

s(l) = s%p o(l, D).

Uvazujme déle rovinnou kfivku. Délka jedné strany lomené ¢ary je

2 2
As = /Az2 + A2 = \/(i—f) + <i—i{) At,
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takze

As Az\?® N Ay 2
At At At )
Pro At — 0 pak mame

E ol + o)’

ds = \/[gp’(t)]2 + ()] dt =/ da? + dy?.

n B
Jezto o(l, D) = Z As;, da se vyvodit, ze s(l) = / ds. Odsud
i=1 a

tedy

B
s = [ Vo] + [P .

Uloha 12.2.3. Vypoctéte délku kruznice o poloméru .
Reseni. Kruznici vyjadiime v parametrickém tvaru

o ;Sﬁftt t € (0,2r).
Vypocteme )
ds=-.-=rdt, takze s(l):/wrdt:27rr.

’ [

Je-li kiivka déna explicitné rovnici y = f(z), je to vlastné zvlastni ptipad
parametrického zadani x = x, y = f(x), = € (a,b). Z toho plyne

ds:\/l—l—[f’(yc)fdzf7 takze s(l):/ab\/l—l—[f’(:v)fdt.

Je-li kfivka dana v polarnich soutadnicich p = p(¢), ¢ € (p1, p2), plati x =
pcosp, y = psinp, odkud

dz = (p' cos — psinp)dy, dy = (p'sinp + pcosy)de,

ds =/ d2z® + dy? = /p? + p? do.

s(l) = /@2 \/[ﬂ(@)}z +[p(9)]” de.

1

takze

Nakonec tedy

Pro prostorovou kiivku zadanou parametricky mame

B
s = [ VIPOF + o) + e dr
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Povrch rotac¢ni plochy
Jde o plochy vzniklé rotaci kiivky [ kolem osy x. Element povrchu plochy je
AS = 2myAs,
takze diferencial povrchu plochy je
dS = 2nyds.

Je-li kfivka | ddna parametricky:

x = (1),
y=u(), 'S0

je

B
s =2 [ v/ [e)]” + o] a

je-li kiivka [ dana explicitné:

je
S = 27T/a flx)\/1+ [f’(ac)fdx.

12.3 Technické krivky

Dale uvadime ptiklady technickych kiivek, které se ¢asto vyskytuji ve vypo-
¢tech s vyuzitim integralu. Kuzelosecky v tomto prehledu neuvadime.

Retdzovka

Retézovku vytvai{ nepruzna nit (fetéz) zavéSend ve dvou bodech. Je to graf
funkce: .
y=ach—, kde a>0.
a

Plati .
ds = ch — dz.
a

Kotalnice

P11 kotaleni kiivky h (tzv. tvofici kiivky nebo hybné polodie) bez skluzu po
pevné kiivce p (tzv. zédkladni kiivce nebo pevné polodii) opise kazdy bod roviny
krivku, kterou nazyvame kotalnice.

Dilezité jsou pripady, kdy hybna polodie je kruznice a pevna polodie piimka
nebo kruznice.
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Cykloidy

Jestlize se kruznice h o poloméru a kotdli po pfimce p, pak kazdy (vnéjsi,
vnitini) bod kruZnice h (vzdéleny o r od stfedu kruznice h) pevné spojeny s touto
kruznici vytvari tzv. prostou (prodlouZenou, zkracenou) cykloidu.

Y prodlouzena cykloida
prosta cykloida
zkracena cykloida

N |\ Y NV

Obrazek 12.6: Cykloidy

Prosta cykloida

Parametrické rovnice:
x = a(t —sint),

y = a(l — cost);

jednu vétev dostaneme pro t € (0, 27).
Plati

t
ds = 2asin 3 dt.

ProdlouzZena (zkracena) cykloida

Parametrické rovnice:
T = at — rsint,

Y = a — rcost.

Plati

ds = Va2 + r2 — 2ar cost dt.

Epicykloidy a hypocykloidy

Jestlize se kruznice h o poloméru a kotali po vnéjsim resp. vnitinim obvodu
kruznice p o poloméru A, pak kazdy (vnéjsi, vnitini) bod kruznice h (vzdaleny
o r od stfedu kruznice h) pevné spojeny s touto kruznici vytvari tzv. prostou
(prodlouZenou, zkracenou) epicykloidu resp. hypocykloidu.
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Parametrické rovnice prosté epicykloidy (plati horni znaménko) a hypocy-
kloidy (plati dolni znaménko):

A+

x = (A+a)cost F acos at,
A+

y=(A+a)sint — asin 4.
a

Asteroida

Zvana téz astroida patii mezi kotalnice; asteroidu opisuje kazdy bod kruznice

v a 7’ 717 * v v . . v
o poloméru 7 ktera se bez smyku kotali zevniti po kruznici o poloméru a.

Je to tedy prosta hypocykloida, kde A = .y

4
Parametrické rovnice:
T = acos’t,
o t € (0,2m).
Yy = asin’t,
Plati
ds = 3asintcostdt.
Y
y
Obrézek 12.7: Kardioida a asteroida
Kardioida

Patii mezi kotalnice; kardioidu opisuje kazdy bod kruznice o poloméru a, ktera
se bez smyku kotali vné po kruznici o poloméru a. Je to tedy prosta epicykloida,
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kde A = a. Rovnice v polarni soustavé:
p=a(l+cosy), ¢€0,2m).

Plati
ds = 2cos g dep.

Evolventa kruznice

Lze ji zafadit mezi kotédlnice (kde h je pfimka a p je kruZnice) i mezi spiraly.
Jako kazda evolventa kiivky vznikne tak, Zze pocinaje pocatecnim bodem nané-
sime na tec¢nu délku oblouku mezi pocatecnim bodem a bodem dotyku tecny s
kiivkou. (Evolventu kruznice tedy vytvaii konec napjaté niti odmotavané z kru-
hové civky.)

Parametrické rovnice:

xr = a(tsint + cost),
y = a(sint — tcost).

Plati
ds = at dt.

Archimédova spirala

Je to spirdla s konstantni Sitkou jednotlivych zavit. Je vytvofena rovnomeér-
nym pohybem bodu po privodici, ktery se rovnomérné otaci kolem pélu.
Rovnice v polarni soustave:
r=ayp.

ds = a/1+ @2 de.

Plati

Logaritmicka spirala
Rovnice v polarni soustave:
p=ae"?.

Vyskytuje se napi. v kresbé ulit plzi.

Plati
ds = av1+m2e™ dp.
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Y

Obrazek 12.8: Lemniskata

Lemniskata

Je to mnozina bodi které maji od dvou danych pevnych bodi staly soucin
vzdalenosti. Rovnice v polarni soustave:

p* = 2a* cos 2.

Délku nelze vyjadfit uzitim elementarnich funkci.

Sroubovice
Je to piiklad prostorové kiivky. Sroubovice lezi na valcové plose
x4 y2 = a’
Rozvinutim valcové plochy prejde kazdy zavit Sroubovice v tsecku.
Parametrické rovnice:

T = acost,
y = asint, jeden zavit pro t € (0,27).

z = ct,

Plati
ds = Va2 + c2dt.
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12.4 Uziti uréitého integralu ve fyzice

Hmotnost rovinné desky

Mé¢jme spojitou kladnou funkci f a uvazujme rovinnou desku ve tvaru za-
kladniho obrazce (kiivocarého lichobézniku) pro z € (a,b); necht o je plosna
konstantni hustota materialu.

Je-li deska homogenni, tj. ¢ = konst., je hmotnost této desky rovna

mza/abf(x)dx.

Je-li hustota desky funkci z, je
b
/ o(2)f(x) du.

Tézisté rovinné desky
Nyni uvazujme jeden element desky, ktery ma sitku Az(= dx).

Staticky moment tohoto elementu vzhledem k ose z je

1
dM, = (ydx)-a-ﬁy

(hmotnost elementu nidsobena ramenem sily), podobné
dM, = (ydzx) - o - x.

Staticky moment celé (homogenni) desky vzhledem k osam je

b b
M, = %O’/ y* dz, M, = 0/ xydzx.
Tézisté T[¢,n] rovinné desky je bod, ktery ma vzhledem k soufadnicovym
osam stejny staticky moment jako cela deska, pokud za jeho hmotnost povazujeme
hmotnost m celé desky.
Proto
m§ = M, mn= M,

a z toho (po zkraceni o)
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Pokud mé deska tvar oblasti norméalni vzhledem k ose z, tj. je-li

a<xz<b 1y <y<uys,

zadménou Yy, — Y1 za y (ve jmenovatelich obou zlomku a v Citateli prvniho zlomku)
a Y2 — y? za y* (v ditateli druhého zlomku).

Hmotnost krivky

Uvazujme rovinnou homogenni kfivku danou parametricky s konstantni dél-
kovou hustotou o. Pak

m = a/j\/[go’(t)f + [w’(t)fdt.

Tezisté kﬁvky
dM, = oyds, dM, = ocxds,

tedy

B
M=o [ wen/ [ + [ a

B
M=o [ ol @) + ] a

7 rovnosti
m§ =M, mn=DM,

Vv

kde

/ﬂwJ[o}[wn [ oVl + ol

3 n=

/\/ [/ (t)]* at /a\/go’t +[¢/(t)]2dt

vvvvvvvv

£=

nezavisi na hustote.
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Kapitola 13

Nevlastni integraly

V definici Riemannova integralu bylo podstatné, ze funkce je omezena na
uzavieném intervalu. Pojem Riemannova urcitého integralu vsak lze rozsitit i na
ptipady, Ze interval integrace je nekoneény, napi. (a,+o00) nebo Ze funkce neni
omezena. Nejprve uvazime prvni moznost.

13.1 Nevlastni integral vlivem meze

Definice 13.1.1. Je-li funkce f definovana na intervalu (a,+00) a je integrace
schopnd na kazdém intervalu (a, K), kde K > a je realné ¢islo, pak
+oo

K
lim / f(z)dx oznacime f(z)dx

K—+o00 a

a nazveme nevlastni integrdal vlivem meze z funkce f na intervalu (a,+00). Je-
li uvedend limita vlastni, fikdme, Ze nevlastni integral konverguje (je konver-
gentni), je-li tato limita nevlastni nebo neexistuje, fikdme, ze nevlastni integral

/

diverguje (je divergentn?)

Definice nevlastniho integralu dava navod i pro jeho vypocet.

+o0
Uloha 13.1.2. Vypoctéte [ 4.
1
. oo q K q 1" 1
Reseni. / —f = lim & lim |- = lim (1—-—=| =1
1 x K—+oo J; 2 K—too | x|,  K—+oo K
Zadany integral konverguje. O]
+o0
Uloha 13.1.3. Vypoctete [ 4.
1
. o q K d
Resent. / =~ lim =~ lim [In2®, = lim (InK—Inl) =
1 T K—+o00 1 xT K—+o0 - K—+oco
+00. Zadany integral diverguje. O]
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Geometricka interpretace pro f > 0:

obsah nekonec¢ného obrazce, ¢asti jehoz hranice lezi na piimce x = a, na ose
x a na grafu funkce f (naCrtnéte obrazek!).

Rozsireni definice:

Podobné definujeme
b

b
/_OO f(z)dz jako Hl—i>I£loo Hf(:c) dz

a definujeme téz

+00 K
f(z)dx jako lim / f(z)dx
0o H— —o00 JH

K — 4+

(jde o dvojnou limitu). Vypocet této dvojné limity lze pfevést na vypocet dvou
jednoduchych limit. Necht ¢ je libovolné redlné ¢islo; pak plati
+oo

+Oof(x)dx:/_c f(z)dz + f(x)dz.

T dqgp

o 1422

/+°0 dz _/0 dz +/+°° dr
o 1422 ) 1422 o 1422

= lim [arctgz]’_, + lim [arctg I]f:o =

Uloha 13.1.4. Vypoctéte /

Resent.

H——oc0 K—+oco
T ™
—0- (——) T _o=m.
2) "3 "
O
400 d
Uloha 13.1.5. Vypoctete /_ ) %
Resent.
/+°° rdr /0 xdx +/+°° vdr
I T A N T o
1 0 1 K
= lim —ln(1+:v2) + lim —1n(1+:1:2) =
H——oo | 2 z=H K—oo | 2 =0
= 0= (+00) + (+00) =0,
limita neexistuje, tedy dany integral je divergentni. O]
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“+o00

Nékdy se definuje tzv. hlavni hodnota nevlastniho integralu f (x)dx
+o0 -
s oznacenim v.p. f(z)dz, a to jako hm / f(z)dz (tj. misto dvojné li-

mity jde o limitu Jednoduchou kde H = —K ) Jestlize existuje vlastni limita, pak
fikdme, Ze dany nevlastni integral konverguje ve smyslu hlavni hodnoty. Pismena
v.p. jsou zkratkou pro valeur principal [¢ti valér prénsipal].

T rdx

Uloha 13.1.6. Vypoctét / .
oha ypoctete v.p 122

—00

T rdx ! K rdx
g = 1m fy
vp oo 1+ 22 Koo | g 14 22

- %Klirfoo <1n(1 +K2) _ 1n<1 v (—K)2>) _

Resent.

V tloze 13.1.5 jsme vidéli, Ze zadany integral (dvojné limita) diverguje, ale nyni
jsme zjistili, Ze ve smyslu hlavni hodnoty konverguje. O]

13.2 Nevlastni integral vlivem funkce

Druhé rozsireni Riemannova integralu je pro pfipad, ze funkce f je definovana
a (a,b), ale neni na tomto intervalu omezena.

Definice 13.2.1. Je-li funkce f integrace schopné na kazdém intervalu (a, s), kde

a < s < b, a neni omezend v levém okoli bodu b (ktery nazveme singuldrni bod),
b

pak hm / f(z(dx ozna¢ime [ f(z)dx anazveme nevlastni integral vlivem

funkce z funkce f na intervalu (a,b). Je-li uvedend limita vlastni, fikdme, Ze
nevlastni integral konvergugje, je-li tato limita nevlastni nebo neexistuje, rikame,
ze nevlastni integral diverguje.

Je tfeba dat pozor na to, Ze ze zapisu integralu nemusi byt hned patrné, zda
jde o urcity integral Riemanniiv nebo integral nevlastni.

Podobné, kdyz funkce neni omezena v pravém okoli bodu a, kdyz tedy je
bod a singularni, definujeme nevlastni integréal vlivem funkce na intervalu (a, b);
oznaceni integralu je stejné.

U de
0o VT
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Reseni. Funkce neni omezend v pravém okoli poc¢atku, tj. bod 0 je singularni, je
v8ak integrace schopné na kazdém intervalu (s, 1), kde s € (0,1).

1
d
I = lim \/—“; — lim [2Vz],_, = lim (2-2V5) =2

s—0t Jg s—0t s—07F

Uloha 13.2.3. Provedte geometrickou interpretaci prikladu 1.

Reseni. Je-li na daném intervalu integrace vice singuldrnich bodti, rozdélime
tento interval na podintervaly tak, aby na kazdém z nich byl singularni bod
nejvyse jeden (jako krajni bod), a vySetifujeme integraly z dané funkce na jednot-
livych podintervalech. Jsou-li vSechny tyto integraly konvergentni, pak je konver-
gentni i vychozi integral a je roven souc¢tu komponent. O]

13.3 Vlastnosti nevlastnich integralt

A
Oba druhy nevlastnich integrali Ize forméalné sloucit do vyjadieni: f(z)dz,

kde A je (jediny) singularni bod: bud A = 400 nebo A € R, A > ?z, pri¢emz
funkce f neni omezena v levém okoli bodu A.

A
Véta 13.3.1 (linearni vlastnosti). Jsou-li mtegrcily/ f(z)dz, faA g(x)dx kon-

vergentni a ¢ € R je libovolné cislo, pak

A
(1) / [f(m)—l—g(x)] dx konverguje a je roven souctu integrali obou komponent,

A A
(2) / cf(x)dx konverguje a rovnd se c/ f(z)dz.

I nekteré dalsi vlastnosti Riemannova integralu se pfenaseji na integraly ne-
vlastni. Napiiklad Vp € (a, A) plati pro konvergentni integral

/aAf(x)dx:/apf(:v)dx+/pAf(:B)da:.

13.4 Kriteria konvergence nevlastnich integrala

Véta 13.4.1 (srovnavaci kriterium). Necht 0 < f(z) < g(z) na (a, A), kde
a < A < +oo, funkce f,g jsou integrace schopné na kazdém intervalu {a, s), kde
s € (a,A), A je (jeding) singularni bod. Pak
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A A
(1) zkonvergence/ g(z)dz plyne konvergence/ f(x)dx

A A
(2) z divergence/ f(z)dx plyne divergence/ g(x)dz.
~ [ t@)ds 6t = [ gla)a.

t)
Obé funkee jsou rostouci a plati 0 < F'(t) < G(t). Tvrzeni pak plynou z definice
konvergence a divergence. O]

Princip dikazu. Pro t € (a, A) ozna¢ime F(

Z definice konvergence plyne:
A A
Véta 13.4.2. Vc € (a, A) plati, Ze integrdly/ f(z)dx a/ f(z)dz soucasné
konverguji nebo diverguji. ‘ ‘

P¥i pouziti srovnéavaciho kriteria proto neni tfeba uvazovat cely interval (a, A),
ale nerovnost mezi funkcemi staci dokazat jen na jeho ¢asti (c, A).

A
Véta 13.4.3 (o0 absolutni hodnoté integralu). Jestlize konverguje / | f(z) | dz,

[ @ < [

A
pak konverguje i / f(z)dz a plati

+00 i
sin x dx
Uloha 13.4.4. Zajimd nds konvergence integralu .
j g g ;
1 x
+o0 :
- x sinx 1
Reseni. Jelikoz / 2 je konvergentni a plati | sinz |[< 1, tj. téz o < =t
1
je také zadany integral konvergentni. ]

Nachéazime hlubokou analogii mezi nevlastnimi integraly a ¢iselnymi radami,
zalozenou nejen na formalni podobnosti, ale i na vécnych souvislostech, o niz bude
vice v kapitole 15. Naptiklad stejné jako u ¢iselnych fad zavadime i u nevlastnich
integrali pojem absolutni a neabsolutni konvergence.

A
Definice 13.4.5. Rikame, Ze / f(z)dz je absolutné konvergentni (konverguje
¢ A
absolutné), pravé kdyz soucasné s nim konverguje také / |f(z)| dz. V ptipadé,
A A ¢
ze / f(z)dz konverguje a / |f(x)| dz diverguje, nazyvame dany nevlastni

a a
integral neabsolutné konvergentni.
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Nevlastni integraly mohou zaviset jesté na parametru. Dostavame tak ne-
vlastni integraly zavislé na parametru, naptiklad
+oo
I(y) = f(z,y)da.

a

Pomoci nevlastnich integrali zavislych na parametru jsou pro kladné hodnoty
argumentti definovany znamé funkce Beta a Gamma:

1 +o00
B(u,v) = /0 11— )" da, [(s) = /0 ¥ e ™ du.

_*_
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Kapitola 14

Elementarni metody reseni
obycejnych diferencialnich rovnic

14.1 Zakladni pojmy

V této kapitole budeme zpravidla (v souladu s velkou ¢asti literatury) ozna-
¢ovat nezavisle proménnou pismenem ¢.

Uloha 14.1.1. Najdéte funkciy = y(t), pro niZ plati y' = 2t + cost.

Reseni. Podle definice primitivn{ funkce je hledanou funkci y(t) kazd4 funkce
primitivni k zadané funkci 2t + cost, tedy y = t*> +sint + C, kde C je (libovoln4)
integracni konstanta. O]

Uloha 14.1.2. Najdéte funkci y = y(t), pro niz plati " = —y.

Reseni. 7 vlastnosti derivaci funkci cost a sint vidime, Ze uvedena rovnice je
splnéna naptiklad pro funkci y; = cost, také pro funkci yo = sint, ale rovnéz pro
y = Cicost + Cysint. O

Uloha 14.1.3. Najdéte funkci y = y(t), pro niz plati y' = 1, pricemz y(2) = 5.

Reseni. Nejprve si véimnéme jen rovnice 3’ = 1; vyhovuje ji kazd4 funkce y =
t+ C, kde C je libovolna konstanta. Pouzijeme-li nyni uvedenou podminku, do-
staneme 5 = 2+ C, a z toho C' = 3. Takze funkce y = t + 3 vyhovuje jak uvedené
rovnici, tak zadané podmince. [l

To jsou 3 priklady diferencialnich rovnic.

Definice 14.1.4. Diferencialni rovnice je nazev pro rovnice, kde neznamou
je funkce a v niz se vyskytuje alespoii jedna derivace neznamé funkce. Rad dife-
rencialni rovnice, to je fad nejvyssi derivace neznamé funkce v rovnici.
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V nasich prikladech jde o rovnice 1., 2. a 1. fadu. V matematice i v aplika-
cich se pracuje s obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi, to jsou ty, kde neznama
funkce je funkci jedné nezavisle proménné a derivace neznamé funkce je obycej-
nou derivaci, a také s parcidlnimi diferencidlnime rovnicemi, kde neznamé funkce
je funkci vice proménnych a jeji derivace jsou tedy derivacemi parcialnimi.

Definice 14.1.5. Resenim (integralem) diferencialni rovnice nazyvame kaz-
dou funkci, ktera po dosazeni vyhovuje na néjakém intervalu dané diferencialni
rovnici.

Tak rovnice z prikladu 14.1.2 méa Teseni y; = cost, yo = sint, ale téz y3 =
5cost —sint, yy = C'sint (kde C je libovolna konstanta) a dalsi.

Definice 14.1.6. Obecngm resenim diferencialni rovnice n-tého fadu nazy-
vame to TeSeni, v némz se vyskytuje n libovolnych konstant, které nelze nahradit
mensim poc¢tem konstant.

Tak tfeba funkce y = C1C5ysint neni obecnym feSenim diferencialni rovnice
z prikladu 14.1.2, nebot lze polozit C' = C;Cy a v FeSeni y = C'sint je uz jen jedna
libovolna konstanta. Uvedena rovnice ma obecné feseni y = C; cost+ Cysint, ale
také tieba y = Asin(t — @), kde A, ¢ jsou libovolné konstanty.

Definice 14.1.7. Partikularnim reSenitm diferencidlni rovnice nazyvame fe-
seni, které lze dostat z obecného feseni tim, Ze za nékteré konstanty C volime
pripustné ¢iselné hodnoty.

V této kapitole se budeme dale zabyvat jiz jen obycejnymi diferencialnimi
rovnicemi 1. Tadu, které lze vyjadrit ve tvaru

y = f(t,y).

Reseni rovnice miize mit tvar explicitni, napiiklad y = ¢ + C, nebo implicitni,
napiiklad y — ¢t = C.

Definice 14.1.8. Mé&jme diferenciélni rovnici y' = f(t,y) a dale necht to, yo
jsou libovolné dana redlna cisla. Cauchyova pocéateéni uloha znamend najit
partikularni feSeni y(t) dané diferencidlni rovnice, které je definovana na néjakém
intervalu I (kde ty € I) a spliiuje podminku

y(to) = Yo
Tato podminka se nazyva Cauchyova pocateéni podminka.

Priklad Cauchyovy tlohy je v tloze 14.1.3.
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Geometricky vyznam reseni diferencialni rovnice

Na obecné feseni diferencialni rovnice se miizeme divat jako na mnozinu funkci
s parametrem C, tj. jako na mnozinu vSech partikularnich feseni. Grafem kazdého
partikularniho feseni je néjaka krivka; nazyvame ji integralni krivka. Geometric-
kym vyznamem obecného feseni je tedy jednoparametricka soustava car — inte-
gralnich kiivek. Napfiklad obecné feseni rovnice z tlohy 14.1.3 znamena (v pra-
vouhlém soufadnicovém systému s osami ¢, y) soustavu navzajem rovnobéznych
piimek y = ¢t 4+ C'. Partikularni feSeni dané Cauchyovou pocatecni podminkou
y(2) = 5 pak znamena tu pfimku soustavy, ktera prochazi bodem [2;5].

14.2 Zakladni problémy
Pti studiu diferencialnich rovnic vyvstavaji tyto problémy:

1. Zda u dané diferencialni rovnice je viibec zarucena ezistence resent, které by
spliiovalo zadanou Cauchyovu pocatecni podminku, resp. za jakych pted-
pokladi na funkci f takové feseni existuje na néjakém okoli I bodu tg.

2. Za ptredpokladu, Ze na intervalu [ existuje partikularni feseni spliujici Cau-
chyovu pocatecni podminku, zda je zarucena jednoznacnost jeho urceni da-
nou podminkou, resp. za jakych predpokladt a na jakém okoli bodu t; je
tato jednoznacnost zarucena.

3. Jaky je pro danou Cauchyovu pocatecni tlohu nejsirsi interval, na némz
takové partikularni feseni existuje, resp. je urc¢eno zadanou podminkou jed-
noznacné.

Problémy existence a jednoznacnosti feseni jsou tedy jednak lokalni, jednak
globalni.

4. Urcit vlastnosti feSeni, tj. jeho priibéh nebo ¢asti pribéhu, jako jsou ome-
zenost, nulové body, periodi¢nost a asymptotické vlastnosti (chovani Feseni
pro t — +o00, napiiklad tzv. stabilita Feseni).

Tento 4. problém lze tesit v podstaté dvéma zptlisoby:
A) Urcit (vypocitat) funkei, kterd je feSenim diferencidlni rovnice, a jeji
vlastnosti ziskat vysSetfovanim pribéhu této funkce;

B) Uréit potiebné vlastnosti feseni diferencidlni rovnice, aniz je tato rov-
nice fesSena, tj. uzitim vlastnosti koeficientti nachéazejicich se v rovnici
(tomuto se vénuje tzv. kvalitativni teorie diferencialnich rovnic).

V dalsich paragrafech této kapitoly se budeme zabyvat problémem 4A, tj.

uvedeme urc¢ité metody feseni vybranych typu diferencialnich rovnic, pricemz bu-
deme vzdy predpokladat, ze feseni dané diferencialni rovnice existuje. K tomu
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jesté praktickd poznamka: Vime, ze primitivni funkce k funkci spojité sice exis-
tuje, ale primitivni funkce k funkci elementarni obecné uz neni funkce elementarni.
Dovedeme tedy v elementarnich funkcich integrovat jen vybrané typy funkci. Tato
vlastnost se prenasi i na diferencidlni rovnice, tedy i kdyz je funkce f(¢,y) vy-
jadfena elementarnimi funkcemi, dovedeme FeSeni rovnice 3y’ = f(¢,y) vyjadiit
pomoci elementarnich funkei jen u nékterych typu rovnic (algoritmy FeSeni pro
¢ast z nich uvadime v dalsich paragrafech).

Chceme-li tedy uspésné resit takové diferencialné rovnice, je treba:
— poznat, jakého typu je zadana rovnice,
— znat algoritmus feseni tohoto typu rovnic,

— spravné zvladnout potfebné vypocetni operace.

14.3 Separace proménnych

Tuto metodu lze uzit u rovnic, které lze prevést na tvar

(*) o(y)dy = (L) dt

(separace proménnych znamend, Ze na jedné strané rovnice je pouze proménna
y, na druhé strané pouze proménna t). Je-li y = u(t) néjaké feseni rovnice (*) na
intervalu J, pak pro ¢t € J je dy = u/(t) dt, takze plati p(u(t))u/(t) dt = ¢(t) dt a
je to identicka rovnost dvou diferenciala na J, tj. d®(u(t)) = d¥(t), kde funkce
®, ¥ jsou primitivni k funkcim ¢, ¥ (u nichz se zfejmé predpoklada napiiklad
spojitost). Proto plati ®(u(t)) = ¥(t)+ C. Znamena to, ze funkce u(t) jako FeSeni
diferencialni rovnice (*) vyhovuje soucasné rovnici

(%) O(y) =V(t)+C.

Toto tvrzeni plati i naopak, tedy kazda funkce y = u(t), kterd vyhovuje rovnici
(*x), spliiuje téZ rovnici (), jak plyne z derivace identity ®(u(t)) = ¥(t) + C.
Zaveér:

Funkce y = u(t) je FeSenim rovnice (x) pravé tehdy, kdyz vyhovuje rovnici
(x%); touto rovnici lze tedy vyjadfit obecné feseni dané diferencidlni rovnice ().

Uloha 14.3.1. Najdéte obecné fesent rovnice (1 + t)y' = t(1 — y).
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Reseni. Tato rovnice je separovatelna, tj. 1ze v ni separovat proménné. Vyjadiime-

li 3/ jako %, lze rovnici upravit na tvar, kde proménné jsou jiz separované:
dy  tdt
1—y 1+t
pricemz pouzitd metoda vyzaduje pfedpoklady y # 1, t # —1. Odsud
dy tdt
1—y ) 14+t

Po integraci mame
—In[l—y|=t—In|l1+¢t+C,

kde C' je libovolna konstanta. V této chvili je dana diferencialni rovnice jiz v
podstaté vyfesena, vsechno dalsi jsou tpravy a kompletace feseni.

Ptedné, jsou-li v takto ziskané rovnici logaritmy, byva vhodné i integrac¢ni kon-
stantu vyjadrit jako logaritmus: C' = In C, kde (' je libovolna kladnd konstanta
(ztstava zachovano, ze C' je libovolnd konstanta). Rovnici

Injl+¢ —Injl—y|=t+InC;

odlogaritmujeme a mame

Polozime-li Cy = c% (Cy > 0 je pak také libovolné kladna konstanta), pak

1—y

— =+Ce’
1+1¢ 2¢
a z toho 1
) —t
- J_C
1+t 3€

kde C3 # 0, tedy
1-— Yy = Cgeit(l +t),

Yy = 1-— Cgeit(l + t),
coz je obecné FeSeni v explicitnim tvaru (ale jesté ne definitivnim).

Nyni se vratime k podmince (y # 1), kterou si vyzadala metoda feSeni, a
podivame se, zda jsme tim nezanedbali néjaké feseni. Tedy ovérime, zda y = 1 je
feSenim, tim, Ze tuto funkci dosadime do dané diferencialni rovnice:

L=(1+¢t)y =0, P=t(1-y)=0,

vvvvv

protoze je dostaneme, kdyz ve vyse uvedeném obecném feseni pripustime nulovou
hodnotu C'. Konec¢ny tvar obecného feseni je tedy

y=1+Ce (1 +1),
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kde C' = —Cg Vv 0.

Podivejme se jesté na podminku t # —1. Pro t = —1 mame y = 1, tedy
vSechny integralni kiivky prochazeji bodem [—1; 1]. Uvédomime si, ze Cauchyova
uloha y(—1) = 1 neni Fesitelna jednozna¢né a napiiklad Cauchyova tloha y(—1) =
2 nema4 Teseni. [

Uloha 14.3.2. Zndzornéte soustavu partikuldrnich tesend diferencidln{ rovnice z
predchozi ulohy 14.3.1.

14.4 Uziti substituci

U nékterych typu diferencidlnich rovnic lze pomoci vhodnych substituci (trans-
formace neznamé funkce, ptipadné i transformace nezavisle proménné) preménit
tyto rovnice na separovatelné.

a) Rovnice typu ¢ = f(at + By +7)
Uzijeme substituci z = at + By + v, odkud 2’ = a + By, tj. ¥ = %(z’ — ).
Po dosazeni do dané diferencialni rovnice a po upraveé dostaneme rovnici
2 =a+pf(z2),

v niz lze separovat proménné. Jezto pritom tuto rovnici délime vyrazem a+/5f(2),
musime vyloucit jeho nulovou hodnotu a nakonec ovérit, zda z rovnosti nule
nedostaneme dalsi feSeni dané rovnice. Nakonec se ovSem vracime k puvodni
promeénné.

Uloha 14.4.1. Reste rovnici y' =t + .

Resenid. Zvolime novou nezndmou funkci vztahem z = t + v, odkud 2’ = 1 + ¢/,
tj. vy = 2/ — 1. Po dosazeni do dané diferencidlni rovnice mame 2’ — 1 = z, neboli

7 =z+4+1.

Délenim této rovnice vyrazem (z + 1), kde z # —1, a ndsobenim dt provedeme
separaci proménnych, z niz
24+1=0C ¢,

neboli
y=Cre—1—1t,

kde C; # 0 je libovolna konstanta. Rovnost z = —1 dava y = —1 — ¢, a to
je funkce, ktera (jak zjistime dosazenim do dané diferencialni rovnice) je rovnéz
feSenim. Obecné feseni je tedy

y=Ce —1—1t,
kde C' je libovolna konstanta. O]
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b) Rovnice typu ¢y = F (%), tzv. homogenni rovnice

Této rovnici se rikd homogenni podle toho, ze funkce F' na pravé strané je tzv.
homogenni funkce. Uzijeme substituci z = %, odkud y = zt, tedy ¢y = 2 +t2'. Po

dosazeni do dané diferencialni rovnice a po tpravé dostaneme rovnici
Z't=F(z) — 2z,

v niz lze separovat proménné. Jezto pfitom tuto rovnici délime vyrazem F'(z) — z,
musime vyloucit jeho nulovou hodnotu a nakonec opét ovérit, zda z rovnosti
nule nedostaneme dalsi feseni dané rovnice. Nakonec se pak vracime k ptvodni
proménné.

Uloha 14.4.2. Reste rovnici 2tyy’ = y? — t2.

Reseni. Rovnici nejprve upravime na tvar:

y, _ yz . t2
2ty
a po déleni citatele i jmenovatele vyrazem ¢ dostaneme uvedeny tvar rovnice,
tedy
2
() -
/
y =
0¥
t
Nyni zvolime novou neznamou funkci vztahem z = %, odkud y = zt, tedy
21
y' = z+t2'. Po dosazeni do dané diferenciilni rovnice dostaneme z+t2" = 4 Sy
Y
a po separaci proménnych mame
2zdz dt
241t

Po integrovani a ipravach dostaneme integral dané diferencialni rovnice ve tvaru
(t—C)?+y*=C2%

Vidime, Ze obecnym feSenim je jednoparametrickd soustava kruznic se stfedem
v [C,0] a s polomérem |C/|. O
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Obrazek 14.1: Jednoparametrickd soustava kruznic se stfedem v [C,0] a s polo-
mérem |C|, dand rovnici (t — C)? + y? = C2.

; ot + +
c) Rovnice typu y’ = f ( 1 By ’Y1>
aot + 52y + Y2
Ve zvlastnim piipadé, pokud determinant A = Zl gl ’ 0 nebo 2 + 42 =
2 D2

0, lze rovnici TeSit separaci proménnych s pripadnou ptfedchozi substituci pro
rovnici homogenni. Je-li A # 0 a téZ 72 + 2 # 0, provedeme substituci, pii niz
transformujeme jak neznamou funkci y, tak nezavisle proménnou ¢:

y=z+r

t=1+s.

Koeficienty r, s volime tak, abychom pro neznamou funkei z(7) dostali rovnici
homogenni, tj. aby se vynulovaly absolutni ¢leny v ¢itateli i ve jmenovateli uvede-

d d
ného zlomku. Z transformacnich rovnic plyne dy = dz, dt = d7 (tedy d—j = qu)

a dand rovnice prejde na tvar rovnice homogenni:

r Oélt—i_ﬁly
y - f )
ot + [ay

pokud polozime

ais+ Gir+7 =0,
o8 + Bor + 72 = 0.

Jezto determinant této soustavy A # 0, existuje feseni r, s.
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) i Bt — 2y — 1
Uloha 14.4.3. Reste rovnici iy = J

2 —y+1°
Resend. Nejprve fesime soustavu
5s —2r — 1 =0,
2s—r+1=0,

jejiz determinant soustavy je A = —1 #0; jer =7, s = 3. Substituce y = 2z + 7,
t = 7 4 3 transformuje rovnici na tvar

oT — 22 b — 2=
2 = neboli 2 = *
21 — 2 2-2
rovnice homogenni. PoloZime nyni - u(7), tj. 2 = ur. Z toho 2’ = u + u'r,
T
takze = g 2, .
u+u'T =" u’ odkud u’T:w.
2—u 2—u
Po separaci proménnych mame
2 — d
_ AT qu= _7-7
uw? —4u+5 T
nebo téz 5 A q
_ U7 qu= 94T
u?—4u+5 T

Po integraci mame
In(u? —4u +5) = —2In|7|+InC;, kde C; >0,

tedy

C
u2—4u—|—5:—2.
T

z -7
Jelikoz u = —, 2 =y -7, 7=1t—-3,jeu = —:Z 3 takze obecné Teseni dané
- _

diferencidlni rovnice lze vyjadrit funkci danou implicitné:

2
y—17 C

4z =—— kd .
( ) t—3+5 i—3) e C>0
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d) SniZeni Fadu diferencialni rovnice

Pokud v diferencialni rovnici n-tého ¥adu chybi y, ¢/,..., y™ 2, lze ji substi-
tuci z = y(™®1) pFevést na diferencialni rovnici 1. Fadu.

Uloha 14.4.4. Reste rovnici ty” + (t — 1)y’ = 0.

Reseni. V zadané rovnici 2. fadu chybi y, takZe polozime ' = z. Pak 3y’ = 2’ a

dana rovnice piejde na diferencialni rovnici 1. fadu
tz2'+(t—1)z2=0
(snizili jsme Fad rovnice), kterou fesime separaci proménnych. Pro z # 0, t # 0
mame po separaci
dz 1-—t

— = ——4dt
z t

a po integraci
Injz|=ln|t| —t+1InC], kde C]>0.

Po tpravach analogickych jako v tloze 14.3.1 dostavame obecné feseni upra-
vené rovnice

z=te ' CY

a z toho po navratu k ptvodni proménné
/ /. —
y = Clte ™,

kde C{ je libovolna konstanta. Po navratu k ptivodni proménné y mame y' =
Clte™, tedy y = C [te™" dt, odkud pouzitim metody per partes dostaneme

Yy = Cl<t -+ 1) e*t +CQ,
kde C7, Cs jsou libovolné konstanty. n

Vidime, Ze zde obecné feseni diferencidlni rovnice 2. fadu skuteéné zavisi na
dvou integracnich konstantach.

14.5 Linearni diferencialni rovnice 1. radu
Linearnt rovnice je rovnice tvaru
(nlr) y +p(t)y = q(t).

Funkce ¢(t) se nékdy nazyva pravd strana. Pokud pravéa strana neni identicky
rovna nule, mame linearni rovnici nehomogenni, v opacném piipadé mame rovnici

(hir) y' +p(t)y =0
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homogenni. Pokud v (nlr) i (hlr) je p(t) jedna a taz funkce, nazyva se (hir)
prislusna homogenni rovnice (tj. prislusnd k dané rovnici nehomogenni).

Linearni rovnice jsou velmi dilezité. Jednak na né vede fada vyznamnych
praktickych problému (chemické reakce, mnoZeni bakterii, radioaktivni rozpad,
ochlazovani téles ad.) a jednak lze nékteré jiné typy rovnic fesit tak, ze je trans-
formujeme na rovnice linearni.

Existuje nekolik metod, jak fesit linedrni rovnice; lze je naptiklad Tesit i vzor-
cem. Prakticky se dava prednost pouziti nékteré z aktivnich metod, slouzicich
jinak i k odvozeni onoho vzorce. Nejznaméjsi je metoda variace konstanty. Tato
metoda spociva ve trech krocich:

Metoda variace konstanty:

1. Nejprve fesime (separaci proménnych) piislusnou rovnici homogenni a obecné
feSeni zapiSeme s integracni konstantou K.

2. Reseni nehomogenni rovnice hleddme v tomtéz tvaru, kde viak K = K(t)
je funkce (odsud i nazev metody: z konstanty ,se stane“ funkce). Dosadime
tedy funkci vypoctenou v bodé 1 do dané nehomogenni rovnice a dostaneme
rovnici pro neznamou funkci K'.

3. Integraci vypoc¢teme K (t) (s integracni konstantou C') a dosadime je do
funkce vypoctené v kroku 1.

Postup pri feSeni linedrni rovnice metodou variance konstanty si ukdzeme na
prikladeé.
Uloha 14.5.1. Urcete obecné tesent diferencidlni rovnice y' =t +y (viz priklad
14.4.1).
Reseni. Danou rovnici lze zapsat ve tvaru vy’ — y = t, prava strana je t, prislusna

rovnice homogenni je iy —y = 0.

y z Y /. v v v 7z 7’ . ’
1. y = —=, tedy separaci proménnych pii feSeni homogenni rovnice mame

dt
Y NI (s v v 1w . ,
— = dt, z ¢ehoz dostavame obecné feseni prislusné rovnice homogenni ve
Y

tvaru y = K - e'.

2. Toto Teseni dosadime do dané nehomogenni rovnice s tim, ze K = K(t) je
funkce. Proto po dosazeni mame

K . e+K.e—K- e =t
dva ¢leny s K se rusi (a to vzdy!) a mame

K =t-et.



3. Integrujeme:
K = /tet dt = [metoda per partes] =C —t-e " —e".

Toto vypocétené K dosadime do rovnice y = K - e! a dostdvame
y=(C—t-e'—e") e,
Obecné feseni dané nehomogenni rovnice je tedy

y=0C- e —t—1.

]

Pozndmka 14.5.2. Pro C = 0 odsud dostavame partikularni feseni ¥ = —t — 1.

Vidime, Ze obecné feseni nehomogenni rovnice je rovno souctu obecného feseni
prislusné rovnice homogenni a partikularniho feseni dané rovnice nehomogennni.
Tento poznatek plati pro linedrni rovnice obecné.

Bernoulliova rovnice

je rovnice tvaru
Y +pt)y =qt)y™", kde m#1, m#0.
Transformaci neznamé funkce y Ize tuto rovnici prevést na rovnici linearni.

Postup pri feseni Bernoulliovy diferencialni rovnice:

1. Rovnici délime ¢initelem y™ (pro m > 0 je funkce y = 0 feSenim Bernoulli-
ovy rovnice, piidame je k vysledku nakonec):

ym ym—l
o .Y I :
2. Provedeme substituci T =2, . — = 7 z'. Pak do rovnice dosa-
m= ym -m

dime a dostaneme tak linedrni rovnici
2+ (1 =m)p(t)z = (1 —m)q(?).

3. Resime tuto linearni rovnici s nezndmou funkei z.

4. V ziskaném feseni se vratime k ptivodni proménné dosazenim z =
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Uloha 14.5.3. Urcete obecné feseni diferencidlni rovnice y' +y = t\/y (pro
y>0).

Reseni. Provedeme déleni dle bodu 1:

y/
—+y=t

VY

Substituci /y = 2z dle bodu 2 prejde tato rovnice v rovnici linearni
22+ 2=t (2>0).
Obecné feseni prislusné rovnice homogenni je
1y
z=Ke 2
a metodou variace konstanty dostaneme
K=C+tez —2e%t,

takze .
z=Ce 2t 4t -2

a je tim naplnén bod 3.
Dle bodu 4 polozime z = ,/y a po umocnéni mame vysledné obecné feseni ve
tvaru

. 2
Yy = (Ce’5t+t—2> :

14.6 Ortogonalni a izogonalni trajektorie

Diferencialni rovnice dané soustavy car

Pri feSeni diferencidlnich rovnic 1. fadu dostavame jako vysledek obecné fe-
Seni, coz je vlastné jednoparametrickd soustava ¢ar (integralnich kfivek) s pa-
rametrem C' (viz 14.1). Ptame se nyni naopak, jak k dané jednoparametrické
soustavé Car nalézt diferencidlni rovnici, pro niz je dana soustava Car soustavou
grafti partikularnich feseni. Takovou diferencialni rovnici pak nazveme diferenci-
alni rovnice dané soustavy car. Zacnéme prikladem.

Uloha 14.6.1. Najdéte diferencidlni rovnici soustavy kruznic, které se v pocdtku
O pravouhlé souradnicove soustavy Oty dotykaji osy t.
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-3 =2

Obréazek 14.2: Jednoparametrickd soustava kruznic se stfedem na ose y, dotyka-
jicich se osy t v pocatku.

Reseni. Kazda kruznice, ktera se v bodé O dotyka osy t, mé sviij stfed na ose y,
S =0, pl, a jeji polomér r je r = |p|, p # 0. P¥islusné rovnice je
2+ (y—p)? =10

neboli
2+ 9% — 2py = 0.

Je-li y(t) partikularnim FeSenim p¥islusné (hledané) diferencialni rovnice, pak
predchozi rovnici kruznice vyhovuje identicky pii urcité hodnoté parametru p.
Proto i derivace je splnéna identicky. Derivujeme podle t:

2t +2yy —2py' =0

a vylou¢ime z téchto dvou rovnic parametr p (napfiklad 1. rovnici nasobime ¥/,
druhou rovnici —y a se¢teme). Po upravé mame

, 2ty
y:tz—Q
-y

a to je hledana diferencidlni rovnice zadané soustavy kruznic. O

Stejné postupujeme i v jinych pfipadech. Necht je dané soustava ¢ar vyjadiena
implicitni rovnici F(t,y,p) = 0, kde p je parametr. Pro riznd p tak dostavame
ruzné ¢ary dané soustavy, tedy na dané ¢afe je p konstantni a y = y(t). Derivace
podle t tak dava

F/+ Fy =0.

Soucasné vsak pro kazdou ¢aru soustavy plati F'(¢,y,p) = 0 a odsud plyne nésle-
dujici:

172



Postup pro urceni diferencialni rovnice dané soustavy car:
1. Implicitni rovnici F(t,y, p) = 0 dané soustavy ¢ar derivujeme podle ¢ s tim,
VAS
y=y(t): F/ + Fy =0.

2. Z rovnic F} + Fjy' =0 a F(t,y,p) = 0 vylou¢ime parametr p a dostaneme
tak hledanou diferencialni rovnici (1. fadu).

Ortogonalni trajektorie

Definice 14.6.2. Ortogondlni trajektorie soustavy car F'(t,y,p) = 0 je kiivka,
ktera kazdou ¢aru dané soustavy protina pod pravym tihlem.

Také ortogondalni trajektorie vytvareji (jednoparametrickou) soustavu ¢ar.

Postup pri urcovani ortogonalnich trajektorii

1. Sestavime diferencialni rovnici dané soustavy car.
2. Vytvofime diferencidlni rovnici ortogonalnich trajektorii.

3. Resime tuto diferencialni rovnici ortogonalnich trajektorii.

ad 2: Je-li y = f(t,y) diferencidlni rovnice dané soustavy ¢ar, znamend f(¢,y)
smérnici tecny k té kiivce soustavy, kterd prochazi bodem [¢, y]. Jezto thel
dvou ktivek je definovan jako thel jejich tecen v priiseciku a jezto smérnice

-1
k1, ko dvou navzajem kolmych primek jsou ve vztahu k; = T plati pro
2

kazdou ortogonalni trajektorii

, 1
YT Ty

a prave toto je tedy diferencidlni rovnice ortogonalnich trajektorii.

Uloha 14.6.3. Najdéte ortogondlni trajektorie soustavy kruinic, které se v po-
catku O pravouhlé soutadnicovée soustavy dotykaji osy t.

Reseni. Nejprve uréime diferencidlni rovnici dané soustavy ¢ar; podle piikladu 14.6.1
je to

,_ 2ty
T2 y2'
Diferencialni rovnice ortogonalnich trajektorii je tedy
. y2 . t2
v = 2ty
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Resime-li tuto diferencialni rovnici, dostavame (viz piiklad 14.4.2) obecné feseni
ve tvaru

(t—C)?+y*=C2%

Tedy ortogonalnimi trajektoriemi k zadané soustavé kruznic je opét soustava
kruznic a to takovych, které se v pocatku souradnicové soustavy dotykaji osy y:
stfed maji v bodé [C, 0] a jejich polomér je |C], kde C' # 0 je libovolna konstanta
(hodnota parametru). O

Uloha 14.6.4. Vysledek predchoziho prikladu si graficky zndzornéte.

Izogonalni trajektorie

Definice 14.6.5. Izogonélni trajektorie soustavy ¢ar F'(t,y,p) = 0 je kiivka,
ktera kazdou caru dané soustavy protind pod zadanym thlem .

Je-li smérovy thel tecny v daném bodé ktivky soustavy roven «, je smérovy
thel tecny izogonalni trajektorie v jejich priseciku roven o + ¢ nebo a — p. K
dané soustavé car lze tedy uvazovat dva systémy izogonalnich trajektorii.

Postup pri urcovani izogonalnich trajektorii
je stejny jako pro ortogonalni trajektorie, lisi se jen v provedeni bodu 2. Di-

ferencialni rovnice izogonalnich trajektorii jsou tvaru

, flty) T tgy

- Ef(ty)tge

Jezto smérovy thel izogonalnich trajektorii je 8 = a & ¢, je smérnice tecny (a
tedy y') rovna tg 3 a vySe uvedeny vzorec plyne ze vzorce pro tg(a + ¢).

14.7 Uziti diferencialnich rovnic

Ochlazovani téles

Ma-li n¢jaké téleso teplotu y, ktera je veétsi nez teplota n jeho okoli, ochlazuje
se, a to tim rychleji, ¢im je rozdil y — n téchto teplot vétsi. Podle fyzikalniho
vyznamu derivace je rychlost ochlazovani télesa rovna Tq;’ kde t je ¢as. Koeficient
a (> 0) tmérnosti zavisi na materialu télesa a na prostiedi. Pfedpokladame-li, Ze

ochlazovanim télesa se nezvysuje teplota jeho okoli, dostavame vztah

dy _

dt - _a(y - 77)7
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d
“ na pravé strané je tu proto, ze je ??Z < 0, nebot jde o

kde znaménko ,,—

ochlazovani. Separaci proménnych dostaneme
dy

y—n

= —adt,

odkud, po integraci a ipravé mame obecné Teseni

y=n+Ce™™,
kde pro y > n je C' > 0 libovolné konstanta. Partikularni feseni, které spliuje
pocatecni podminku y(tg) = vo, je

—at

y=n+(yo—n)e

Lehce zjistime, zZe stejny vztah plati i pro ohfev télesa, tj. pro piipad, ze yy < 1.

Zakon radioaktivni premeény

Atomy radioaktivni latky se rozpadaji tak, Ze rychlost rozpadu v okamziku
t je pfimo imérna poc¢tu atomt N (t) pfitomnych v okamziku t. Pocet atomi je
ptirozené ¢islo, tedy v realité neni funkce N (t) spojita. Ukazuje se vsak, ze kdyz
povazujeme funkci N(t) za spojitou (dokonce diferencovatelnou) funkei, odpovida
model procesu realité velmi presné (pro velké N se N(t) chova témét jako spojita
funkce). Plati tedy
dN
dt
kde koeficient timérnosti A > 0 (pfeménova konstanta) je zakladnim charakteris-
tickym c¢islem pro kazdou radioaktivni latku. Znaménko ,,—* opét souvisi s tim,
ze rychlost je zaporna (atomt ubyva). Je-li pocet atomt na pocatku procesu (v
Case 0) roven Ny, tj. za pocateéni podminky N(0) = Ny dostdvame FeSeni dané
diferencidlni rovnice radioaktivniho rozpadu ve tvaru

— CAN(),

N (= N(t)) = Noe ™.

Polocas rozpadu T, tj. dobu, v niz se ptivodni mnozstvi atomt Ny snizi na polo-
vinu, dostaneme ze vztahu

1
N(T) = 5No = No e



MnoZeni organizmii
a) v neohrani¢eném Zivném prostiredi

Jestlize kolonie organizmu (naptiklad kultura bakterii) Zije v neohrani¢eném
zivném prostiedi (za dostatku potravy i prostoru), pak se rozmnozuje rychlosti,
ktera je v kazdém okamziku ¢ pfimo imérna poctu x téchto organizmi. To dava
diferencialni rovnici

dx

dt
kde koeficient a > 0 je zavisly na druhu organizmi a prostiedi, v némz ziji. Je-li
na pocatku v procesu xy organizmi, vede dana diferencialni rovnice k feseni

ax(t),

v =x(t) = z9e”

(exponencidlni rist, popula¢ni exploze).

b) s vnit¥ni konkurenci

V realnych prirodnich podminkach vsak probiha konkurenéni boj uvnitt popu-
lace pro nedostatek mista a potravy, rovnéz pti velké hustoté organizmii dochéazi
ke snadnému prenosu infekci, atd. Hledejme zakon vyvoje poc¢tu zivych jedincii
v kolonii za téchto podminek.

Ozna¢me z(t) rozsah populace v ¢ase t. Za dobu At ptibude Az organizmi,
pricemz je do Ax tfeba zapocitat:

— skuteény piirtstek k- xAt (je pfimo timérny poctu jedincti v daném éasovém
intervalu),

— ubytek h(z, At) jako disledek vnitini konkurence.

Je tedy
Ax = kxAt — h(x, At).

Ukazuje se, ze konkurence roste tmeérné k poctu vzajemnych setkani jedinct
kolonie. Pocet setkani jedince s ostatnimi ¢leny kolonie je imérny poctu setkani
x jedinct s ostatnimi z — 1 jedinci, tedy soucinu z(z — 1), a délce ¢asového
intervalu. Proto

h(z, At) = Ax(z — 1)At.

Odsud
Az = kxAt — \x(z — 1)At = KxAt — \x*At,
takze A
x
— = Kz — \%
A7 T — Az
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Opét abstrahujeme od toho, Ze jde o celociselné jevy, a prejdeme k limité pro

At — 0: d
Tf:Kx—Ax2,

a to je hledany zdkon vyvoje poctu organizmi s vnitini konkurenci (ve tvaru
diferencidlni rovnice).

Jde o zvlastni pripad Bernoulliovy diferencialni rovnice, kterou lze fesit sepa-
raci proménnych:

dx _a
(K —X\x)
Zlomek na levé strané rozlozime na parcialni zlomky
1 A B

oK—d) =z K->

1 A
odkud A = I B = I Po integraci mame
1 A 1
n—" = Kt+InC
n———— = nCy,
K —)x 2
a z toho .
=C eKt7
K —\z
takze obecné feseni je
KC ekt
r=-———.
1+ MCeM
Je-li v ¢ase 0 v kolonii x( organizmi, je
Zo 1 K

———— =(C,odkud — = ——1

K — )\1’0 ’ AC )\.To

Oznacime — = pu. V obecném feSeni rozsifime zlomek vyrazem ;—g a dosa-
dime za IXeh Po tpravé dostavame zakon vyvoje poc¢tu organizmt v kolonii ve
tvaru

pig e

v p— Ty + xo Kt
Vidime, Ze pro t — +o00 je  — u (nikoli + — 400 jako u neohrani¢eného rtistu).
Grafem tohoto zakona je tzv. logistickd krivka. Vidime, ze primka x = p je jeji
asymptotou.

Populace organizmt s vnitini konkurenci neroste tedy neohranicené, ale ne-
prekroc¢i uréitou mez p. Vysetfovanim pribéhu funkce mizeme zjistit, ze rtst je
nejprve progresivni (tj.graf je konvexni) — pii malém poctu organizmi v kolonii
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jesté vnitini konkurence nebrani rozvoji. Po dosazeni inflexniho bodu zacne byt

rust degresivni (graf je konkévni), konkurence se uplatiiuje stéle silnéji, rozvoj se
zpomaluje, az prakticky ustane.

Tak se mtze matematicky model vytvofeny diferencidlni rovnici stat jednim
z prostfedki analyzy chovani komunit organizm.

_*_
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Kapitola 15

Ciselné fady

15.1 Zakladni pojmy

Definice 15.1.1. Symbol a1 + as + --- +a, + ---, kde n € N, a, € R, se

“+o00

nazyvéa ¢tselna rada. Jind oznaceni: E A, E a, (vynechdme-li podminku

n=1

pro n, uvazujeme ¢leny od nejmensiho n € N, pro néz mé vyraz a,, smysl).

Ciselnou fadu lze tak povazovat za zobecnéni souc¢tu koneéného poétu real-
nych cisel. Zakladnimi otazkami jsou: jak a kdy priradit fadé ¢islo, které by bylo
vhodné nazvat souctem rady, a které z vlastnosti konecnych souctl se prenaseji
i na fady, jez lze pak povazovat za soucty nekonecné.

Definice 15.1.2. e Cislo a, se nazjva n-ty clen vady;

¢islo s, = a; + as + - - - + a,, se nazyva n-ty cdstecny soucet,;
posloupnost {s,} se nazyva posloupnost ¢dstecnych soucti;

rfada E a, se nazyva konvergentni, pravé kdyz existuje vlastni limita

s= lim sp;
n—-+0o00
+00
tato limita s se nazyva soucet Tady E a, a piseme E Gy = S;
n=1

fada E a, se nazyva divergentni, pravé kdyz neexistuje vlastni lim s,
n——+o00

tj. kdyZz tato limita je nevlastni (pak ji téZz nazyvame soucet Fady) nebo
neexistuje (pak fada nemé soucet);

fada anq1+apio+- -+ a téz jeji soucet r, (pokud existuje) se nazyva zbytek
fady > a, (po n-tém Clenu).
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Ztejmé pro konvergentni fadu je s = s,, + 1, , tedy r, — 0.

U kazdé rady vyvstévaji dva problémy: zda rada konverguje, a kdyz kon-
verguje, tak stanovit jeji soucet. V nékterych pripadech lze k odpovédi na oba
problémy vyuzit definice konvergence a souc¢tu rady.

+o0
1
Uloha 15.1.3. Stanovte soucet rady Z _—
“—~ n(n+1)

Reseni. Rozkladem na parcialni zlomky dostaneme pro n-ty ¢len:

1 _1—|—n—n_ 14+n n 1 1

ap =

nn+1)  nn+1)  nn+1) nn+l) n (©+1)

S S WP
n n+1/ n+1’

n-ty castecny soucet se tedy da vyjadrit:

S I I (S I
n = 2 23

takze s, — 1, a tedy soucet dané rady je s = 1. [l
“+oo

Geometricka rada Z ag" !
n=1

Dalsim prikladem fady, u niz lze snadno rozhodnout o konvergenci a urcit jeji
soucet, je geometrickd rada

a+aq+&q2+...+&qn+... .
Zopakujme si, ze jeji n-ty castecny soucet a zbytek po n-tém clenu jsou: je:

n

aq

Geometricka rada tedy

e pro |¢q| < 1 konverguje a jeji soucet je s = ay ;
—dq
e pro q > 1 diverguje, s = +o0 - sgna;

e pro ¢ < —1 neexistuje lim s, fada diverguje, soucet neexistuje;

e pro ¢ = 1 mame divergentni fadua+a+---+a+--- =400 -sgna.
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+o0
1
Zakladni harmonicka rfada E -
n
n=1

je dalsi dulezity priklad ciselné rady. Plati

1—|—1—|—1+1—|—1+ —i—l
Sn: —_ —_ — —_ o .. -,
2 3 4 5 n
pricemz
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—+->2--==, -4+ -4 -—F=—>4-—=— td.
5t17% 172 5tgtrtg sy @
takze
1 1 1 1
s1 =1, 82:1+§, S4>1+2'§, 58>1+3'§7 52n>1+n-§.

Jezto vybrana posloupnost {sen} je divergentni (ma limitu +o00), je také po-
sloupnost ¢asteénych souctu {s,} divergentni. Tedy:

Zdkladni harmonickd rada je divergentni, s = +00.

Tento fakt bychom sotva odhalili sou¢tem nékolika prvnich ¢lent fady, nebot
napiiklad:

Stisic — 7, 48 ... 5 Smilion — ]_4, 39....
Ukazme si jesté jeden instruktivni priklad, jak lze dokazat divergenci néjaké rady
primo vyuzitim definice.

+oo

; 1
Uloha 15.1.4. Dokazte divergenct rady E
n=1

NG

Resend.
1 1 1 1
Sp=14+—4=+—4+-+—F7=>n-—==yn— +0,
BT T Y
tedy dana fada je divergentni. O]

15.2 Neékteré vlastnosti ¢iselnych rad

Véta 15.2.1 (nutnd podminka konvergence). Konverguje-li fada Zan, pak
lim a,, = 0.

Dikaz. Tvrzeni plyne ze vztahu s, = s,_1 + a, a z toho, ze lims, = lims,_; =
S. [
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Uvedend podminka konvergence neni postacujici, nebof naptiklad zdkladni
harmonické fada tuto podminku spliiuje, i kdyz je divergentni.

Nékteré formulace vlastnosti fad se zjednodusi, jestlize zavedeme pojem cho-
vani rady.

Definice 15.2.2. Rikdme, ze dvé fady maji stejné chovani, pravé kdyz jsou obé
konvergentni, nebo obé maji nevlastni soucet nebo obé nemaji soucet.

Véta 15.2.3 (o vynechéani prvnich k ¢lenit). Chovdni fady se nezméni, vynechame-
li jejich prunich k clena.

Princip dukazu. V ptvodni fadé je
Sp=a1 +az+ -+ ap,
v upravené rfadé je Castecny soucet
Om = Q41 + Qg2 + - + Qpm.

Pro n > k polozme n = k + m; pak s, = sx + o,,, Castecné soucty s,, o, se
navzajem lisi jen o konstantu s, a odsud plyne tvrzeni pro vsSechny tii druhy
chovani. O

Definice 15.2.4 (linedrni operace).
e Sou¢tem fad > a,, > b, nazyvame fadu > (a, + by,),
e rozdilem fadu ) (a, — by,).
e Nasobkem fady ) a, ¢islem ¢ € R nazyvame fadu ) ca,,.

Véta 15.2.5 (o linearnich operacich s fadami). Necht > a, = s, > b, = o,
c €R, c#0. Pak plati

Z(an—i-bn) =s+o, ann:cs

ve vsech pripadech, kdy ma smysl prava strana téchto rovnosti. Navic pro ¢ = 0
je vidy > ca, = 0.

Diikaz. Plyne z véty o linearnich operacich s posloupnostmi, nebot s = lim s,
o = limao,. ]

Tato véta neplati naopak: Z konvergence fady > (a,+0b,) neplyne konvergence

fad > an, > by; uvazte piiklad » (1 —1).
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Véta 15.2.6 (asociativni zédkon pro fady). Necht

E a, = §

a {k,} je libovolnd rostouci posloupnost prirozenych cisel.

Je-ly

cp=a;+ax+ -+ ag,

Co = kg1 + Akyq2 + -+ Qpy,

Cp = Ak, _1+1 + A, _1+2 + e 4 ag,,
Pak

g Cp, = S.

Diikaz. Je-li {s,} posloupnost ¢asteénych souctt fady > a, a {o,} posloupnost
¢asteénych souctt fady > ¢,, pak 0 = s, nebot {0, } je posloupnost vybrané z
posloupnosti {s,} a ma proto tutéz limitu. O

Véta neplati naopak: naptiklad konverguje-li fada skupin ¢lenti, nemusi byt
fada po odstranéni zévorek konvergentni; uvazte opét fadu > (1 — 1).

15.3 Rady s nezapornymi ¢éleny

Rady Y a, s nezapornymi ¢leny, a,, > 0, maji nékteré vyznacné vlastnosti
pokud jde o konvergenci a jeji zjistovani. Jsou zaloZeny zejména na tom, Ze po-
sloupnost {s, } jejich ¢asteénych soucti je neklesajici, takze ma vzdy limitu. Tedy:

Je-li posloupnost {s,} shora omezend, je fada > a, konvergentni,
neni-li {s,} shora omezend, mé fada »_ a,, soucet +oo.

V tomto paragrafu pojedname zejména o kriteriich konvergence nebo divergence
(kazdé kriterium vyjadiuje postacujici podminku a je pfizptisobeno pro praktické
vyuziti).
Pro vSechny fady v kapitole 15.3 nechf tedy plati a,, > 0 a pokud
bude tteba, aby a, > 0, budeme mluvit o kladnych tfadach.

Prvni skupina tii kriterii je zndma pod spole¢nym nazvem srovndvact kriteria.
Jejich spoleénym znakem je to, ze zkoumanou fadu urc¢itym zptisobem srovname
s vhodnou zndmou fadou a na zakladé tohoto srovnani vyslovime zavér o kon-
vergenci nebo divergenci.
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Véta 15.3.1 (1. srovnavaci kriterium). Méjme fady > an, Y b, a necht pro skoro
vsechna n plati a,, < b,. Pak

e 2z konvergence majorantni tady > b, plyne konvergence rady > ay,
e q z divergence minorantni fady Y a, plyne divergence fady > b,.

Diikaz. Predpokladejme, Ze nerovnost a,, < b, plati jiz od n = 1 (jinak mtizeme
vynechat ¢leny, kde tato nerovnost neplati, aniz se zméni chovani fad). Pak pro
castecné soucty s,, 0, téchto fad plati taz nerovnost s, < o,. Z konvergence
0, — 0 a z nerovnosti o, < o plyne s, < o, takze také {s,} je konvergentni. [J

Uloha 15.3.2. Rozhodnéte o chovdni fady Ze%_".

g _ 1
Reseni. Rada > e™™ je geometrickd fada s kvocientem ¢ = — < 1 a je tedy
e

(v 1 " L1 1 _ L.y
konvergentni. Jezto e < 3 pro vSechna n, jeen " =en-e™" < 3-e7 ", coz je ¢len
konvergentni geometrické fady. Proto také dana fada je konvergentni. O]

Véta 15.3.3 (2. srovnévaci kriterium). Méjme dvé kladné tady > a,, > b, a
necht existuje

lim %:K.

n—-+4o0o n

Pak pro K € (0, +00) maji obé tady stejné chovani.

Princip dukazu. Yo > 0 plati pro skoro vSechna n:

(0<)K—5<Z—"<K+g:>(K—a)bn<an<(K+a)bn

a tvrzeni plyne z 1. srovnavaciho kriteria. O]

Kriterium lze doplnit pfipadem K = 0 (pak plati stejné tvrzeni jako u 1.
srovnavaciho kriteria) a pfipadem K = +oo (pak plati analogické tvrzeni, ale se
zdménou obou fad).

1
an +

Uloha 15.3.4. Rozhodnéte o konvergenci Tady Z % kde a > 0, an+b > 0.

Reseni. Danou fadu srovname se zakladni harmonickou fadou. Jezto

n 1

lim —— = lim =—->0,
n—oo - n—oo an + b a
maji obé fady stejné chovani, tedy dana rada je divergentni. O]
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Véta 15.3.5 (3. srovnavaci kriterium). Méjme kladné fady > a,, > b,. Necht
pro skoro vsechna n plati

nt1 b1
a, ~— b,

Pak
e 7 konvergence tady > b, plyne konvergence rady > a,
e a z divergence 7ady »_ a, plyne divergence rady Y b,.

Princip dikazu. Necht uvedena nerovnost platiuzodn =1.Prok =1,2,...,n—

Ak+1 b1 Y .

1< 2L Jestlize je vSechny mezi sebou vy-
Qy, k

nasobime (provedte!), dostaneme po tpravé a, < % - b, a tvrzeni véty plyne z

1. srovnéavaciho kriteria. O

1 uvazujme n — 1 nerovnosti

Véta 15.3.6 (podilové, d’Alembertovo kriterium). Necht >’ a,, je kladnd tada.

1) Existuge-li ¢islo q € (0,1) tak, Ze pro skoro vsechna n je (D, :)GZ—:l <gq,
pak tada ) a, konverguje.

2) Jestlize pro skoro vSechna n je D, > 1, pak tada ) a, diverguje.

Princip dukazu. 1. tvrzeni dostaneme, kdyz ve 3. srovnavacim kriteriu pouzijeme
jako Y b, konvergentni geometrickou fadu ¢".

Druhé tvrzeni vlastné znamenad, Ze fada nespliiuje nutnou podminku konver-
gence. [
Uloha 15.3.7. Rozhodnéte o k a1+ 42432 2 32

oha 15.3.7. Rozhodnéte o konvergenci ra — -t —+ =+ —

J YITETE T e T he
23
g§<+....
Reseni. Vidime, ze v fadé jsou ¢leny dvou druht:

3. 2k—1 2k—1

Aok = ——3 a2k—1 = T3 _7-
5k ’ 5k—1

Musime tedy vysSettit dva podily dvou po sobé jdoucich clenti:

age  3-2F1 2Rl 3 agy, 28 3.2F1 2
ask—1  HF  TBFL B ag, 5K BF 3
V obou ptipadech D, < % < 1, takze fada konverguje. O

Toto kriterium se cast€ji pouziva ve své limitni podobé.

185



Véta 15.3.8 (limitni podilové kriterium). Necht >’ a,, je kladnd Tada a ezistuje

. Ap+1
lim —/= = A.

n—oo  (y

Pak

e pro A < 1 dand rada konverguje

e a pro A > 1 rada diverguje.

Princip dikazu. Necht A <1, e = %. Pak pro skoro vSechna n je D,, < A + ¢,
takze podle podilového kriteria fada konverguje.
Pro A > 1 dokdzeme podobné divergenci volbou ¢ = A — 1. m

Uvédomime si, Ze pro A = 1 nedava toto kriterium odpoveéd.
. . . n
Uloha 15.3.9. Rozhodnéte o konvergenci rady Z o

n—i—l'n_ln—l—l 1

Reseni. D,, = Sl on — 3 o —3 < 1, rada tedy konverguje. [l

Véta 15.3.10 (odmocninové, Cauchyovo kriterium). Necht ) a, je Tada s ne-
zapornymai cleny.

1) Existuge-li ¢islo q € (0,1) tak, Ze pro skoro vSechna n je

(On :> vV an < q,
pak tada Y a, konverguje.
2) Jestlize pro nekonecné mnoho n je C, > 1, pak tada ) a, diverguje.

Diikaz. 7 nerovnosti C,, < ¢ plyne a, < ¢", takze konvergence plyne z 1. srovna-
vaciho kriteria (majorantou je konvergentni geometricka rada).
Nerovnost C;, > 1 znamen3, Ze a,, > 1, takze fada nespliiuje nutnou podminku
konvergence. O
1 1 1

. 1
Uloha 15.3.11. Rozhodnéte o konvergenci Tady £ + = + = + - 4l

Reseni. Vyzkousime podilové kriterium.

11 5\" 5
Pro n liché je D, = =2 S <1,
ro n licne je 7n+1 5 7 (7) < 7 <

[ 1 11 /7\"
ale pro n sudé je D”:Wﬁzg(g) — 400.

Podilové kriterium tedy nedéva odpovéd, ani jeho limitni verze.
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Pouzijeme odmocninové kriterium.

1
Pro n liché je (), = 5
. 1
pro n sudé je C, = -
1
tedy Vn € N plati ), < R < 1 a rada konverguje. O

Jak naznacuje tento piriklad, bylo by mozno dokazat, ze odmocninové krite-
rium je siln€jsi nez kriterium podilové.

Véta 15.3.12 (limitni odmocninové kriterium). Necht > a,, je Tada s nezapor-
nymi cleny a existuje lim {/a, = A. Pak pro A < 1 dand rada konverguje a pro
A > 1 rada diverguje.

Dikaz. Provadi se stejné jako u limitniho podilového kriteria. O

Uloha 15.3.13. Urcete, zda tada

je konvergentni.
(Inn)»

_ 1
Reseni. C,, = o 0 < 1, tedy dana rada konverguje. ]
nn

Vsimnéme si, ze na fadu z tlohy 15.3.11 nelze pouzit limitni odmocninové
kriterium, nebot posloupnost {C,,} nemé limitu. Kazdé kriterium je zpravidla
vhodné pro urcité typy rad, bez ohledu na jeho ,silu“. Takto budeme chapat i
nas vybér kriterii. Existuje vSak cela posloupnost kriterii konvergence, v nichz
kazdé dalsi je ,silnéjsi“ nez predchozi. Ovsem ,silnéjsi“ kriterium je zpravidla

vvvvvv

Véta 15.3.14 (Raabeovo kriterium). Necht > a,, je kladnd Tada.

1) Ezistuje-li ¢islo r > 1 tak, Ze pro skoro vSechna n je

(=) (2 1) =

Qp41

pak tada Y a, konverguje.
2) Jestlize pro skoro vSechna n je R, < 1, pak tada diverguge.

I toto kriterium ma svou limitni verzi (viz nésledujici Glohu).

oo
3 . . 2n -1 1
Uloha 15.3.15. Rozhodnéte o konvergenci rad .
J Y ; )l 2n+1
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Reseni. (Definice dvojnych faktoridlt: 6!! =6-4-2, 911 =9.7-5.3-1.)
Pfi pouziti Raabeova kriteria je vhodné stanovit (a upravit) nejprve D,,. Po

kraceni je tedy D CGn+1) 1, takie podilové kriterium nedévs
zkraceni je te n = — 1, takze podilové kriterium nedava
) Y (2n 4+ 2)(2n + 3) P
odpovéd. Ale
1 6n% + 5n 3
Rn g _— 1 —_ e = — -,
"(Dn ) m?tan+1 2
fada konverguje podle limitniho Raabeova kriteria. O]

Uvédomime si, ze podle zaddného z uvedenych kriterii nelze rozhodnout o di-
vergenci zakladni harmonické fady. Tuto schopnost méa vSak integralni kriterium.

Véta 15.3.16 (Integralni kriterium). Necht cleny tady > a, jsou hodnotami

kladné nerostouct funkce f, kterd je integrace schopnd na kazdém intervalu (1, K,
+00
K € R; tedy a, = f(n). Pak Tada ) a, a nevlastni integrdl (x)dz sou-
1
casné konverguji nebo diverguji.

Diikaz. plyne z porovnani / f(z)dz s vhodnymi ¢asteénymi soucty rady. [
1

+o00
. 1
Uloha 15.3.17. Rozhodnéte o konvergenci tad E —, kde s € R.
ns
n=1

+00
Resent. e Rady E — se nazyvaji harmonické.
n
n=1

e Pro s < 0 jsou zfejmé divergentni, protoze nespliiuji nutnou podminku
konvergence.
Necht tedy dale s > 0.

e Pro s = 1 dostavame zdkladni harmonickou radu, ktera je dle 15.1 diver-

gentni.

1 1
e Jellis <1 jen”<n = — > —, takze dle 1. srovndvaciho kriteria
n

jsou harmonické fady pro s < 1 rovnéz divergentni.
Pro dalsi studium harmonickych rad pouzijeme integralni kriterium:

e Funkce dana predpisem f(z) = ;% je pro s > 0 nerostouci a kladna, inte-
grace schopné (protoZe je spojitd) na kazdém intervalu (1, K), K € R a
Vn € N je (a, =)= = f(n).
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e Pro s # 1 je nevlastni integral

400 dx . x—s—O—l K ) Kl—S 1
I = = lim = lim — .
1 ¥ K—too|—Ss+1] , K-oto\l—-s 1-—35

T

e Vidime, Ze pro s < 1 je K'=% — 400, nevlastni integral a tedy i harmonické
fady jsou divergentni.

e Pro s > 1 je K'™* — 0, nevlastni integral a tedy i harmonické fady jsou

konvergentni.
e Pros=1jel = Klim In K = 400, tedy zdkladni harmonicka rada je
— 400
divergentni.

Zavér: Harmonické fady jsou konvergentni pro s > 1 a divergentni
pro s < 1.

15.4 Rady s libovolnymi ¢leny, absolutni kon-
vergence

V ¢iselné fadé ) a, mohou byt nékteré ¢leny kladné a nékteré zéporné (nulové
nejsou zajimavé, protoze pro zjistovani konvergence fady nebo souctu rady je
1ze vynechat). Je-li zdpornych ¢lenti jen koneény pocet, zachazime pii zjisfovani
konvergence s fadou, jako by méla jen kladné ¢leny (podle véty o vynechéani
prvnich & ¢lent). Jsou-li v8echny ¢leny fady zaporné, lze konvergenci zjistovat pro
kladnou fadu — > a,, a takto lze vy¥Fidit i pfipad koneéného poctu kladnych ¢lend.
Proto zbyva jediny podstatny ptipad, tj. Ze fada ) a, mé nekonetné mnoho
kladnych ¢lent a nekonec¢né mnoho ¢lent zapornych. Z praktickych divodia vsak
nebudeme vylucovat ani existenci nulovych ¢lent, nebot dulezité ¢iselné rady
vznikaji ¢asto z funkénich (mocninnych) fad po dosazeni za nezavisle proménnou
a nékteré cleny mohou byt tedy nulové.

Provedme nejprve nékolik induktivnich ivah. Zavedme oznaceni

a’ =max{a,0}, a =max{—a,0}.

Pak ziejmé plati:
a=at—a, |a|=a"+a".

K fadé > a, tak lze vytvofit fady
Doans 2t Dl

189



vsechno to jsou fady s nezapornymi cleny. Oznac¢me

1 + "o —
S—E a,, S—E a,,
pricemz
0<s,s" <+o0.

Z linearnich vlastnosti fad plyne:

Konverguji-li fady > a;, > a,,, pak konverguji i fady > a,, Y |ay]

Zan =5 -4 Z la,| = s+ §".

Prvni z téchto vztahii plati i ve vSech dalsich pripadech, kdy méa smysl rozdil

s' — §" (tj. mimo pfipadu oo — 00), druhy plati vzdy.

Vime, Ze linearni operace neplati obracené, tedy

a plati

z konvergence suman neplyne konvergence fad > a}, > a, .

Ovsem z konvergence > |a,| plyne, Ze ¢astetné soucty fady > (a)f +a;) jsou
omezené, takze jsou omezené i ¢astecné soucty obou fad > al, > a, obé tyto
fady jsou tedy konvergentni a také fada > a, je konvergentni.

Tak jsme dostali:

Véta 15.4.1 (o konvergenci fady absolutnich hodnot).

1) Rady Y af, > a, konverguji, pravé kdyZ konverguje fada . |ay,]|.

2) Z konvergence tady Y |a,| plyne konvergence fady > ay,.

Tato véta je zakladem pro definici vyznamného pojmu absolutni konvergence.
Definice 15.4.2. Rada Y_ a,, se nazjvé

e absolutné konvergentnt, pravé kdyz konverguje fada Y |a,| a nazyva se

e neabsolutné konvergentni, pravé kdyz je konvergentni a pritom fada
> |an| je divergentni.

VySetfovani absolutni konvergence tedy znamena zabyvat se fadou > |a,|
s nezapornymi Cleny, k ¢emuz lze pouzit kriteria konvergence uvedena v pred-
chozich paragrafech. Zbyva tedy zejména piipad neabsolutné konvergentnich fad
s libovolnymi ¢leny.
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15.5 Alternujici rady
Jde o dilezity a casto se vyskytujici zvlastni pripad fad s libovolnymi ¢leny:
co—catcz—cyt+ (=) e 4

kde {c,} je posloupnost kladnych ¢isel. Zakladni kriterium konvergence alternu-
jicich Tad je prekvapivé jednoduché.

Véta 15.5.1 (Leibnizovo kriterium konvergence). Necht {c,} je monotonni nu-
lova posloupnost kladnych cisel. Pak rada Z(—l)”’lcn konvergugje. Pritom pro
zbytek r, rady plati:

Cn+1 — Cn+2 < |rn| <Cpy1 @ sSgnry = (_1)n

Diikaz. Nejprve ukazeme, Ze posloupnost {sox} sudych ¢asteénych souctt vy-
brana z posloupnosti {s,} ¢aste¢nych souctu je neklesajici:

Sok+2 = Sok + Cok41 — Cok+42 > S2k-
Déle vidime, ze posloupnost {sg;} je shora omezena:
Sok = €1 — (ca — ¢3) — (€4 — ¢5) — -+ — (Cap—2 — Cok—1) — Cax < C1.

Z toho plynou dva zavéry:

1. ds = lim sop,

2. 01— <s<c.
Dale ukazeme, Ze s je také limitou posloupnosti lichych ¢astecnych soucti:

S2k—1 = S2k — Cak;

prava strana konverguje k rozdilu s — 0, tedy k s, proto sqop_1 — s, takze s, — s,
tedy fada je konvergentni a ma soucet s.
Zbytek po n-tém c¢lenu je opét alternujici fada; tvrzeni o jejim souctu r, plyne

z vysSe uvedeného 2. zavéru. O]
- y . 1 1 1 1
Uloha 15.5.2. Rozhodnéte o konvergenci rady 1—5—1—5—1—#- (=) T =
n
Reseni. Dané fada je alternujici a posloupnost {c,} = {%} je monoténni nulova,
takze podle Leibnizova kriteria je dana rada konvergentni. O]

Alternujici fada z prikladu 15.5.2 je prikladem neabsolutné konvergentni rady,
nebot fada absolutnich hodnot je divergentni zdkladni harmonické rada.

Radam, které splituji pfedpoklady Leibnizova kriteria, se téz fika vady leibni-
zovské. Leibnizovské fady se Casto a s vyhodou pouzivaji pfi numerickych vypo-
¢tech (pfi pfiblizném vypoctu konstant, které jsou souctem ¢iselné fady), nebot
umoznuji velmi jednoduchy odhad chyby metody.
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15.6 Prerovnavani Ciselnych rad

Sc¢itani koneéného poctu cisel je asociativni a komutativni. Je tedy otazka,
v jaké formé tyto dvé vlastnosti prechazeji nebo neprechazeji na fady jakozto
zobecnény soucet. V clanku 15.1 je ukézano, ze asociativnost se v jisté podobé
zachovava: cleny fady lze ,zavorkovat®, ale obecné v fadé nelze zavorky odstra-
novat.
zaménime-li pofadi tfeba u prvnich dvou ¢leni fady (nebo u prvnich n — napfiklad
milionu — ¢lent fady), nestane se nic, pokud jde o chovani fady resp. o jeji soucet,
protoze jde vlastné o uplatnéni komutativnosti v koneéném souctu s,. Budeme
se proto zajimat o pripady, kdy ,zména poradi“ ¢lent fady zasahuje nekonec¢né
mnoho ¢lent fady.

Definice 15.6.1. Rikdme, 7e fada Y b, vznikla pierovnanim fady > a,,, pravé
kdyz existuje bijekce 5 : N — N takova, Ze Vn € N: b, = ag().

Definice tedy iika, Ze n-ty ¢len prerovnané fady je [(n)-tym clenem tady
ptivodni. Obrécené n-ty ¢len ptivodni fady je 3'(n)-tym ¢lenem v fadé prerovnané,
kde [’ je bijekce inverzni k 3.

1
Napriklad alternujici fadu 1 — - + - — — 4 - - - lze pferovnat tak, Ze vezmeme

3 4
sttidaveé vzdy tii cleny kladné a jeden zaporny:

1
14 -

+1 1 1 1
3 5

1 1
PR R R TR
Zde

Bn) ={(1,1),(2,3),(3,5), (4,2),(5,7),(6,9),... }.

Véta 15.6.2 (o pferovnani fad s nezdpornymi ¢leny). Necht > a, je konver-
gentni Tada s nezapornymsi cleny.
Potom kaZdd tada, kterd vznikne pferovnanim tady > a,,

— je konvergentni a
— jeji soucet je roven souctu rady puvodni.
Diikaz. — Pro fadu ) a, je n-ty ¢asteény soucet s, — s.

— Oznacme )Y b, fadu, ktera vznikne prerovnanim fady » a,, a o, jeji n-ty
castecny soucet;

ziejmé {s,}, {o,} jsou neklesajici posloupnosti.

— Uvazujme o,, a m = max {5(1), 8(2),...,8(n)}.

- Pak 0, < s, <'s, takze fada > b, je konvergentni a ma soucet o < s.
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— Prerovnanim se tedy soucet fady nezvétsi.

— Jestlize nyni fadu ) b, prerovname zpét na » _ a,,, pak podle 1. ¢asti diikazu
se soucCet opét nezvétsi, takze s < o.

— Proto o = s, soucet prerovnané rady je tyz.
O

Véta 15.6.3 (o prerovnani absolutné konvergentnich fad). Necht > a, je ab-
solutné konvergentni rada.
Potom kazda tada, kterd vznikne prerovndnim tady »_ ay,

- je konvergentni a
— jeji soucet je roven souctu rady puvodni.

Dikaz. — Oznaéme Y b, fadu, kterd vznikne pferovnanim fady Y a,;
— pak > |b,| vznikne pferovnanim konvergentni fady > |a,|, takze

— podle ptedchozi véty je > |b,| konvergentni,

tedy > b, je absolutné konvergentni;

jeji soucet oznacme o.

Je-li s = > a,, pak s = s — ¢, kde ' = > al a s’ = > a, jsou soucty
fad s nezdpornymi cleny.

— Podobné 0 =o' — 0", kde 0/ = > bf, 0" =>"0; .

— Prerovnéani fady ) a, na fadu )b, indukuje pferovnani fady > a' na
fadu b} a prerovnéani fady > a, na fadu ) b, .

— Jetedy o/ = ¢, 0" = §", takze 0 = s.
[

Ptedchozi véta potvrzuje rozsifeni platnosti komutativniho zakona pro sci-
tani konecného poctu cisel na fady absolutné konvergentni. U fad neabsolutné
konvergentnich nastava novy jev. Nejprve vSak pripomenme, Ze u téchto fad je
s’ =400 a téz 8" = +oo i kdyz i zde je a,, — 0.

Véta 15.6.4 (Riemannova — o prerovnavani fad neabsolutné konvergentnich).
Je-li fada Y a, neabsolutné konvergentni, pak pro kazdé B € R* lze tadu prerov-
nat tak, Ze prerovnand tada ) b, md soucet B.

Dikaz. Z fady > a, vytvorime dvé fady: > p, a >. ¢, a to tak, ze
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— do 1. fady dame bez zmény poradi vSechna nezaporna a, a

— do druhé fady dame absolutni hodnoty zapornych clent a,,.

Jde vlastné o fady > al a > a, po vynechani nadbyteénych nulovych ¢lent.

Pak kazdy ¢len fady > a, padne pravé do jedné z fad > p, a > qn
v puvodnim usporadani.

Z neabsolutni konvergence ) a,, mame

anz—l—oo a an:—l—oo.

Déle se diikaz vede konstruktivné, tedy k libovolné zadanému B zkonstruujeme
prerovnani tak, Ze soucet prerovnané rady bude B.

a)

Necht B je realné ¢islo (naptiklad kladné).
(1) Nejprve vezmeme pravé tolik kladnych ¢leni, aby
pL+p2+--+p, > B (tj. bez p,, je souet < B).

To Ize vzhledem k tomu, ze > p, = +o0.

(2) Dale vezmeme pravé tolik zapornych clent, aby
ptpet+p, —(@+-+4qs) < B (tj. bez g5, je soucet > B).

To 1ze vzhledem k tomu, Ze Y ¢, = +oc.

(3) Pak vezmeme préavé tolik kladnych ¢lenti, aby pro ¢astecny soucet pla-
tilo
Orytrsy, > B, atd.
Vidime, ze takto se ,Cerpaji“ jak kladné cleny, tak zaporné, takze kazdy
¢len a,, puvodni fady se dostane do pferovnané tady > b,. Jezto a, — 0,
je pn — 01g, — 0, tedy b, — 0. Z uvedené konstrukce prerovnani plyne

lop, — Bl < |by| — 0, tedy o, — B.

Nechf B = +o00. Predchozi konstrukci nelze pfimo pouzit, protoze nelze
vzit tolik kladnych clenti, aby ¢astecny soucet byl vétsi nez +oo. A je tieba
téz zajistit ,Cerpani“ zapornych ¢leni. Postupujeme tedy takto:

Nejprve vezmeme praveé tolik kladnych clenti, aby
p1+p2+"'+p7"1 > 17

pak jeden zaporny, pak tolik kladnych ¢lent, aby castecny soucet o,, 1 > 2,
pak opét jeden zaporny, atd.

Jezto g, — 0, lze jiz jednoduchou tvahou (provedte ji!) dospét k zavéru, ze
o, — +00.
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Z dtikazu Riemannovy véty plyne, Ze i z nékterych divergentnich fad lze pre-
rovnanim vytvorit fady (neabsolutné) konvergentni s libovolné pfedem zadanym
souc¢tem. Jde o fady, které spliuji nutnou podminku konvergence a kde s’ = +o0
a s’ = +4oo.

Uloha 15.6.5. Prerovnejte neabsolutné konvergentni fadu Y a,, tak, aby prerov-
nand rada nemeéla Zadny soucet, ani nevlastni.
15.7 Mocninné rady
Geometricka fada
a+ar+ar®+---+azx" +---

je pfikladem mocninné fady. Tato fada je konvergentni pro vSechna = € (—1,1);
toto je tzv. obor konvergence geometrické rady.

Definice 15.7.1. Necht ag, a1, as,...,a,,... je ¢iselnd posloupnost. Pak fada
+oo
ap+ a1x + agx® + -+ apx" - = Z anx" <struéné Z anx">
n=0

se nazyva mocninna rada.

Véta 15.7.2 (o konvergenci mocninnych fad). Jestlize mocninnd tada ) ap,z"
konverguje pro x = x1(# 0), pak konverguje absolutné pro vsechna x z intervalu
(—|x1], |x1]). Jestlize mocninnd tada ) a,a™ diverguje pro x = xo, pak diverguje
pro véechna x vné intervalu (—|xsl, |xal).

Diikaz. Z konvergence fady ) a,x plyne, zZe |a,z"| — 0, tedy IM tak, ze Vn je
lan,zt| < M. Pak pro |z] < |x1| plati

n n

X

T

x

<M

lana™| =

Prvni tvrzeni plyne z 1. srovnavaciho kriteria, nebot na pravé strané je clen
konvergentni geometrické posloupnosti. Druhé tvrzeni plyne z neptimého diikazu
uzitim tvrzeni prvniho. [l

Pro kazdou mocninnou fadu tak nastava jedna z moznosti:
- konverguje jen v bodé 0,

- konverguje pro vsechna z,
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- existuje pro ni ¢islo R zvané polomér konvergence tak, ze uvnitt intervalu
(—R, R) tada konverguje (absolutné) a vné intervalu (—R, R) fada diver-
guje.

(V predchozich dvou pfipadech klademe R = 0, resp. R = +00.)

Obor konvergence pak dostaneme tak, ze k intervalu (—R, R) pfidame ty
krajni body intervalu konvergence, v nichz fada konverguje. Tato konvergence
miiZze byt i neabsolutni.

n

+00

Uloha 15.7.3. Stanovte obor konvergence vady Z %
n n

n=1

Reseni. VysSetfime absolutni konvergenci uzitim Cauchyova limitniho kritéria:

o |z|
Co=4{/—=-""L " <c1=|z|<2=R=2.
n2n  2um 2 2

Jesté vysetiime krajni body intervalu konvergence, tj. body 2 a —2. Dosadime-li
do ¢lentd fady = = 2, dostaneme po zkraceni zakladni harmonickou radu, ktera je
divergentni. Dosadime-li x = —2, dostaneme alternujici neabsolutné konvergujici
fadu (nebof fadou absolutnich hodnot je zdkladni harmonickad fada). Oborem
konvergence je tedy interval (—2,2). O]

15.8 Nasobeni rad

V odstavci 15.2 byly pripomenuty linedrni operace s fadami: s¢itani fad a
nasobeni fady redlnym cislem. Vidéli jsme, ze vlastnosti konecnych souctt se
na fady prenéseji s jistymi vyhradami: naptiklad konvergentni fady lze secist a
soucet je opét konvergentni rada, ale konvergentni fadu ve tvaru souctu nelze
obecné rozdélit na soucet konvergentnich rad.

P1i nasobeni kone¢nych souctt

a=(a;+--+a,), b=(0b1+ - +by)

nasobime kazdy ¢len jednoho souc¢tu kazdym c¢lenem druhého souctu a pii libo-
volném usporadani takto vzniklych soucinti a;b; dostaneme vzdy tyz vysledek
ab. Riemannova véta z 15.6 nas varuje, abychom neocekavali totéz pro libovolné
konvergentni fady. V dalsi ¢asti odstavce predpokladejme n € Ny, tedy > a, je
symbol pro fadu

ag+ai+as+---.

Uvazujeme-li analogii s konecnymi soucty, ocekavame, ze vysledkem nasobeni
dvou fad by méla byt fada, v niz jsou vSechny souciny, kde kazdy ¢len jedné rady
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nasobime kazdym clenem druhé fady. Toto néasobeni lze zorganizovat pomoci
»Ctvercového schématu® (x):

Qo aq (45} as

bo aobo a1b0 (lgbg a3b0 cee
b1||agby |aiby|azby |azby |- - -
by ||agbs |a1ba|azbs |azbsy |- - -
bz ||agbs|aibs|asbs|asbs|- - -

Nyni jde o to, jak vSechny prvky tohoto schématu usporadat. Nelze naptiklad
»po Fadcich“ nebo ,po sloupcich“ (to bychom nepouzili vSechny prvky), ale lze
napiiklad ,po diagonalach®:

aobo + a0b1 + albo + a062 + a1b1 + -

Pro uspofadani prvki ze schématu vsak lze pouzit i pravidlo ¢tverci (,,ramo-
vani“), které da radu

aobg + a0b1 + albl + a160 + CLQbQ + CL1b2 4+ -

Véta 15.8.1 (Cauchyova o nésobeni fad). Jsou-li fady > a,, > b, absolutné
konvergentni a maji soucet a resp. b, pak rada vytvorend ze soucinu dle schématu
(x) vzatych v libovolném potadi je také absolutné konvergentni a md soucet ab.

Dikaz. K fadé ) a;b; vSech soucint ze schématu (*) uvazujme fadu absolutnich
hodnot: Y |a;b;| a jeji n-ty ¢asteény soucet o,. Ozna¢me m = max {i,, ks }. Pak
plati

Oy = |a0b0| + |a0b1| + -+ |ambm|
< (lao| + lar| + -+ + [an]) - ([bo] + [b1] + - -+ + [bm])
< a'b",

kde a*, b* jsou soucty prislusnych fad absolutnich hodnot. Jezto posloupnost
{0} je neklesajici a shora omezena, existuje jeji vlastni limita, fada absolutnich
hodnot soucini je konvergentni, tedy rada soucinti je absolutné konvergentni.
Podle véty o prerovnani absolutné konvergentnich fad nezavisi soucet této rady
na poradi ¢lent fady (na jejich usporadani).

Nyni ur¢ime soucet této rady. K tomu lze zvolit libovolné usporadani ¢lent
fady; vyhodné se ukaze usporadani ,ramovanim®, kde navic sdruzime vzdy vsechny
¢leny z téhoz ,ramu”:

aobo + (a0b1 + a161 —+ Cleo) + ((Zobg + Cllbg —+ .. ) + -
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Posloupnost {5,} ¢astecnych soucti této fady je vybrand z posloupnosti {s,, }
¢asteénych soucti fady ptivodni. Oznacéime-li ¢astecné soucty fad > an, > b,
jako s/, s pak zfejmé plati

- - - -
SO — 8080, 81 — 81817 82 — 82827 o e Sm — SmSm.
Jezto s), — a, sl' — b, je 5, — ab, tedy s = ab. O

Definice 15.8.2. Mé&jme tady > a,, . b,. Pak fadu > ¢, nazyvame Cauchyuv
soucin danych rad, pravé kdyz plati

co = apbg, ¢ = apby +aiby, ca = agbs +aiby +agby, ... ¢, = agh, +---+aybo,. ..

Vidime, Ze sdruzenim vhodnych ¢lent pii usporadani ,,po diagonalach* dosta-
neme Cauchytuv sou¢in nebo téz, ze posloupnost ¢astecnych soucttt v Cauchyoveé
soucinu je vybrand z posloupnosti ¢astecnych souctl pii usporadani ,,po diago-
nalach“.

Pokud by nam stacilo tvrzeni o Cauchyové soucinu fad, mohli bychom oslabit
predpoklady na fady > a,, > b, a to tak, Ze jedna je absolutné konvergentni,
ale druha (jen) konvergentni.

Uloha 15.8.3. Najdéte vadu se souctem
2 — 1 — a2

a) uZitim scéitani tad,

b) wzitim ndsobent tad.

Resend. Vyuzijeme toho, Ze 1 je pro |g| < 1 soucet geometrické Fady

“+o00
1+q+q2+...+q”+...22q”‘
n=0

ad a) Rozlozime na parcidlni zlomky:

3 _ 1 1
Q—r—22 -1 x+2
B 1 1 1
 l-z 2142
+o0o 1+oo "
-2 ()
n=0 n=0

kde

i
<|Q1!=\$!<1> A (’CI2|=’§‘<1> — ze(-1,1).
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ad b) Rozlozime na soudin:

3 3 1 1
2—r—22 21-z21+73

=) (Z0)

x
(lnl=lel<1) A (lol=[5]<1) = ze(-11)

N o

kde opét
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