
Zum Hilbertsehen Aufbau der reellen Zahlen. 
Von 

Wilhelm Ackermann in Giittingen. 

Um den Beweis fiir die yon Cantor aufgestellte Vermutung zu e~- 
bringen, dal~ sich die Menge der ree|len Zahlen, d. h. der zaMentheoretischen 
I~unktionen, mi~ Hilfe der Zahlen de~ zweiten Zahlklasse ausz~hlen l~iflt, 
benutzt Hilbert einen speziellen Aufbau der zahlentheoretischen Funktionen. 
Wesenttieh bei diesem &ufbau ist der Begriff des Typs einer Funk~on. 
Eine Funktion yore Typ 1 ist eine solehe, deren Argumente und Werte 
ganze Zahlen sind, also eine gewShnliche zahlentheoretisehe Funktion. Die 
Funktionen vom Typ 2 sind die Funktionenfunktionen. Eine derartige 
~hmktion ordnet jeder zatdentheoretischen Funktion eine Zahl zu. Eine 
Funktion vom Typ 3 ordnet wieder den Funktionenfunktionen Zahlen zu, 
usw. Die Definition der Typen lgBt sich auch ins Transfinite fortsetzen, 
fiir den Gegens~and dieser Arbeit ist das aber nieht yon Belangl). 

S~mtliehe Funktionen werden durch Rekursion naeh einer gewStm- 
lichen Zahlenvariablen definiert. Z.B. ist 

0)----- O, 
ep(a, n + l ) -~ q~(a, n) + a 

ein Beispiel einer Definition einer leunktion yore Typ 1. 9(a ,  b) stellt 
ottenbar die Funktion a.b dar. Die folgende Rekursion definiert eine 
Fnnktion yore Typ 2. 

oo(f(v), a, O) = a ,  

~ (f(c), a,  n + 1) = f(Q~ a, n)). 

o~(f(v), a,  n) st~llt die n-malige Iteration der Funktion f, genommen 
das Argument a, dar. (Der J_udex c yon ~ soll bedeu~en, daBbed(f (e), a, n) 
yon f abt~ngt und nicht van c.) Neben der Rekursion ist natiirlich auch 

~u) Siehe des n~heren D. Hitbert, ~ das Unendliche, Math. Annalen 95 (19~6). 
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die Bildung yon Funktionen dutch I~insetzung zulgssig. Sind z .B.  ~ ( a ,  b) 
und ~9'(a, b) zatLIentheoretische Funktionen yon zwei Variablen, so ist auch 
~0 (~0 (a, a),  ~v (a, b)) eine derartige Fnntction. 

Der Aufbau der zahIentheoretischen-Funktionen gesehieht nun in der 
Weise, dab man sie in gewisse Gruppen ordnet. In die erste Oruppe kommen 
diejenigen Funl~onen, bei deren Definition nut der Typ 1 geb~aucht wizd, 
in die zweite die Funktionen, bei deren Definition die Benutzung einer 
durch Relmrsion defiuiert~n Funktion vom Typ 2 wesentlich ist, w~hrend 
sich ein hSherer Typ umgehen IRBt, usf.. 

Damit der geschilderte Aufbau wirklich alle zahhntheoretischen Funk- 
tionen liefert, ist es wesentlich, daft jede Gmppe aueh eine Erweitemng 
des Funktionenbestandes bringt. Es w~ire ja z. B. denkbar, dab man are 
Funlr~ionen, bei deren Definition man den ersten und zweiten Typ braucht, 
auch mit Hilfe des ersten Typs allein erhalten kann. 

Wit stellen nun im folgenden eine Funktion auf, yon der wit he- 
weisen, daft sie nicht ohne den zweiten oder einen hSheren Typ clefinier~ 
werden kann. Mit Hilfe der dabei benutzten Methode wird man auch flit 
andere Gruppen unschwer den Beweis liihren kSnnen, daft sie den Funk- 
tionenbestand erweitern ~). 

Es sollen iibrigens die Rekursionen s~mtlich nut naeh einex Vaxiablen 
gehen. Simultane Rekursionen sind ausgescMossev. Eine Funktion, die 
durch simultane Rekursion definiert ist, IgBt sich auch duzch gewShnliche 
Rekursion darstellen, falls man eventuell hShere Typen benu~t. 

~ 

Wir wollen die erw/ihnte Funktion zungchst angeben. Boi dem Auf- 
bau der Fnnktionen vermittets Relmrsion muff die Funktion a q-1 als be- 
kannt vorausgesetzt wexden mad kaun nicht wieder durch Rekursion 
definiert werden. Die Funktion a q- b wird dann dutch die Rekursion 

a q - 0 = a ,  

a + ( b + l ) = ( a + b ) §  
deilniert. Der Einfachheit hatber wollen wir noch zwei weitere Funkfionei~ 
als bekannte Ausgangsfunlr~donen nehmen, v~mllch ~(a, b) und ~(a, b). 

(a, b) ist gleich 1, falls a ~ b, und ghich 0, falls a ~= b. Bei ~ (a, b) ist 
es umgeketa-t. Man kaun abet auch I u n d  ~ dutch Rekursion deYmieren. 

s) Eine Arbeit, die mit dot vorliegenden mancho Berfihrungspunkte hat, wird von 
Herrn G. Sudan publiziert wezdem Es handelt sioh bei ihr um die ~ yon 

Defi~'tionen tier reellen Zahlen. 
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a(a,n) soU far ~(n,I).~(n, 0 ) . a + t ( n , I )  geschriebon werden. Hi~bei 
ist a.b d~finiert dutch 

a.0-~-~ 
a . ( b + l )  = a . b + a .  

a(a, ~) ist also immer gleich a, ausgenommen flit n----0 mad ~-----1. 
Eaist t~(a, 0 ) = 0  uud ~(a,1)---- 1. e bedcutr die sehon vorher r 
Ir rationsflmktion. Endlich wizd eine zahlentheoretisGhe Funktion 9 mit 
drei Variabten gegeben dutch: 

r b, O)=a + b, 

9(a,  b, ~ +  1) --eo (~o (a, c, n), ~(a, ~), b). 
Wie man daraus erkennt, ist cp(a, b, 1) mit a.b identiseh. 9(a, b, 2) 
stimmt m i t a  b iiberein. 9(a, b; 3) ist die b-malige Iteration yon a b, 
genommea fiir a ,  usw. Unsere gesuehte Funktiou r wit ram, wean 
wit in q~(a, b, c) alle drei Argumente gleichnehmen. Wit behaupten also, 

(a, a, a) kann niaht ohne Benutzung des zweiten Typs definiert we~clen*). 
Die AusschlieBung yon simultanen Rekursionen ist fiir umere Be- 

hauptung wesentlictL Es gelten n~mlieh die folgenden Formetn: 

9(a, b, 0) = a +  b, 
(p(a, 0, n +  1) =a(a,  n), 

<p(a, b + l ,  n + l )  = 9 ( a , 9 ( a ,  b, n + l ) ,  n). 

(Diese Formeln werdon iibrigens gleieh bewiesen.) 

2. 

Der Beweis fiir unsere Behauptung wird darin bestehen, dalt wir 
zeigen, dab die Ftmk*ion T(a ,  a, a) schnetler w~ehst als jede Funktion, 
bei derea Definition man nut den ersten Typ benutzt. Um das zeigon zu 
kSnnen, miissen wit eine Roiho yon Eigonschaften und Formeln fiir unsero 
Funktion beweisen. 

I. q~(a,O,n+l).-~-a(a,n). 

Beweis.  

(p (a, 0, n + 1) -~- 0~ (r (a, e, n), a (a, n), 0) = a (a, n). 

II.  cp(a,b+l ,  n4-1)=ep(a,q~(a,b ,n+l) ,n) .  
Beweis:  

9(a, b + 1 ,  n + 1) = e~(cp(a, e, n), et(a, n), b + i ) ,  

*) ])ieSo yon mir auf~t~ Funk1~n ist sohon in der Hilbe~sohen Abhandlung 
.Uber das Onendliehe" ~ t ;  vgl. S. 185 doff. 
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~o(~ (a, ~, n), ,~(a, ,~), b + 1) = ~o (a, ~o(~o(a, ~, ~), ~,(a, ~), b), ,~), 

~(cp (a, c, n), a(a ,  ~), b) = ~(a ,  b, n --}- 1), 
woraus die Behauptung ersichtlich ist. 

Wit brauchen ferner gewisse Monotoni~tseigenschaften yon ~.  

HI. Falls a ~ 2 ,  ist cp(a ,b-} - l ,v ; )>r  

Beweis.  Piir ~-~  0, 1 ist diese Behaupttmg ~iehtig; dean 

a - } - 2 W b - f - l > a + 2 + b  
und 

(a ~- 2).(b-~ 1) > (a-~- 2)-b. 

Es bleibt zu beweisen: 

A) cp.(a+2, b - { - 1 , n ~ - 2 ) ~ c p ( a + 2 ,  b , n + 2 ) .  

Wir beweisen diese Formel zusammen mit 

B) q~(a~}-2, b , n ~ - 2 ) > b  

dureh Induktion nach n, 

cp(a %- 2, b-~- l ,  2) > q~(a-{- 2, b, 2), 
denn 

(a + 2) ~+~ > (a + 2) ~, 
~ ( a +  2, b, 2 ) = ( ~ +  2) b > b. 

F i i r n  seien beide Formeln schon bewiesen. Wit beweisen znn~chst B) flit 
n + 1 durda Induktion naeh b. Fiir b = 0 und n + i is~ B) richtig, denn 
es gilt" flit jedes ~: 

q~(a-~ 2, 0, n +  3) ~-a-k- 2 > 0 ,  

q~(a + 2, b-k- l ,  n + 3 ) =  q~(a + 2, r + 2, b, n + 3), n + 2). 

Wenn also q~ (a -f- 2, b, n + 3) ~ b A- 1, so ist wegen der Giiltigkei~ yon 
/~) fiir n: 

r 2, ep(a-4- 2, b, n # 3), n + 2) ~ ep(a + 2, b-4-1, n-}- 2), 
also 

q~(a+2,  b +  l , n + 3 ) > _ q ~ ( a +  2, b -4- 1, n-t-  2), 

cp(a+2,  b + l , n + 2 ) ~ b ~ .  1, 

q~ ( a -}- 2, b + l , n ~- 3 ) > b -}- l . 

B) ist damit fiir n -4- 1 bewiesen. 

~(a-{- 2, b- -~- l ,n - -~a)~cp(a+ 2, ~ (a  -t- 2, b, ~ + 3), ~ + 2 ~ ,  

> q~ ( a -}- 2 , b, n -f- 3 ) ( nada B). 

Dami~ sind die Formeln A) und B), also auch HI  bewiesen. 
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In Rhnlieher Weise beweisen sioh die beiden Formeln 

IV. cp(a-] - l ,b ,n)~ep(a ,b ,n) ,  
V. q~(a-l-2, b-l-3, n + l ) > q ~ ( a + 2 ,  b--]-3, n). 

Beweis yon IV. Man iiberzeug~ sich leicht, dab die Formel IV fiir 
a ---- 0 and a = 1 gilt. Fiir n ~ 0, 1, 2 ~l~iBt sieh das leicht nachprfiien. 
Fiir n >-3 gelten die Formeln: 

~(0 ,  b, n ) ~  1, 

~ ( 1 ,  b, n) = 1, 

q~(2, b, n)_~ 1, 

d~e man durch Induktion nach n und Unterscheidung der F~l|e b = 0 and 
b =1= 0 beweist. Wit miissen, um IV zu bevzeisen, noch zeigen, dab 

~ (a -~- 3, b, n ) ~  ~(a-~- 2, b, n). 

Ffir n ~ 0 stimmt das, desgl, fiir b ~ 0. Fiir kleineres n sowie fiir das- 
selbe n and Ideineres b sei es schon gezeigt. 

~ ( a +  3, b +  1, n-l- 1) - -  ~o(a-4- 3, ~o(a-]- 3, b, n + I),  n), 

cp(aq- 3, cp(a-]- 3, b, n + l ) , n ) >  
q~(a + 3, b,n + l ) >  

Aus III  folgt dann: 

~o(a-~ 2, 9~(a -~- 3, b, n +  1), n), 

cp (a-~- 2, b, n-l-1). 

cp(a-+. 2, cp(a-{- 3, b, n ~- l), n) > cp(a-~- 2, ep(a-]- 2, b, n + l), n). 

r (a-}-2, ~o (aq-2 ,  b, n q-l), n) ist abet dasselbe wie ~o ( a + 2 ,  b + l ,  n4-1). 

Beweis  yon V. Fiir n ~ 0  and n = l  stimmt die Formel. Es 
bleibt zu zeigen: 

~o(a-]- 2, b-}- 3, n-]- 3) > 9~(a-4- 2, bq -3 ,  n - ~ 2 ) .  

Nehmen wit stat~ dossen die allgemeinere: 

q~(a-4:-2, b-{-1, n-~  3) > ~ ( a +  2, b-~- 1, n + 2 ) .  

Fiir b ~ 0 ist das richtig, denn 

w ( a +  2, 1, n + 3 ) ~ o ( a +  2, ~o(a + 2, 0, n-~- 3), n + 2 )  

-~-~o(a-~ 2, a q - 2 ,  n-4-2),  

r  a-4- 2, n + 2) > ~p(a-~ 2,1,  n + 2) [nach III].  

Fiir n ~--0 ebenfalls. Es sei nun iiir kleineres n sowie flit dasselbe n 
und kleiaeres b sehon gezeigt. 

r + 2, b + 2 ,  n +  4 ) = c p ( a +  2, r 2, b + l ,  n + 4 ) ,  n + 3 ) ,  

~o(aq- 2, b + l ,  n + 4 ) >  ~o (a+2 ,  b + l ,  n +8 . ) ,  

~ ( a + 2 ,  b + l , n + 3 ) ~ b + 2 .  

(Nach Formr B), S. 121.) 
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r 2, q~(a+ 2, b +  l,  n + 4 ) ,  n + 3) > q)(a--]- 2, b-{- 2, ~ + 3 ) ,  
9 ( a + 2 ,  b + 2 , ~ t + 4 ) > ~ o ( a + 2 ,  b + 2 ,  n + 3 ) .  

Dami~ ist aueh V bewiesen. 
Die folgende Eigerrschaft ist die wichtigsr162 die bei unserem Boweis 

gebraueht wird. 

VI. Yon den beiden Formdn 

e,(9(c,  c, n), a, a) <= q)(a, a, n-f- 3), 

O~(q~(v, c, n), a, a) <= 2 

ist mindestens eine riv~ig. 
[Die erste der beiden Formeln gilt iibrigens immer, atmgenommon 

fiir a = l  and n = O . ]  
Wit brauohen bier eine Reihe von Hilfsformeln. 

Formel 1: Wit boweisen mln~ichst: 

9 ( 9 ( a + 2 , r  9 ( a + 2 ,  e, 3 ) , l ) ~ 9 ( a + 2 ,  c + l , 3 )  

dutch Induk%ion nach c. Piir c = 0 ist diese Formel riehtig, denn die 
linke Seite wird gleich 9 ( a + 2 ,  a + 2 , 1 ) ,  d.h. ( a + 2 ) . ( a + 2 ) ,  and 
die recllr ( a +  2) (a+~. Bemuf~t man, daii fiir r  die l~r~k~ran 
9(a ,  b, c) die bekannten Fnn~ionen darstellt, so ergeben sich leicht die 
folgonden Formeln: 

2 ~_<9(a + 2, c, 3), 

9 ( 9 ( a  + 2, c + l ,  3), q~(a + 2, c + l ,  3), 1) 

= q~(a + 2, c + 1, 3) ~ ----- (a + 2) ~'~(a+~'e'a) 

~_< (a + 2) ~(a+~'t'~)~(a+~'c's) 

<___ ( a +  2) ~('+~'~ 
(a + 2)~(~+s' ~+l'a) = 9(a  + 2, r + 2, 3). 

l~ormel 2: 

9(r 2, b, 3), 9 ( a +  2, c, 3) ,2)~q~(a + 2 ,  c +  2,3),  

falls c _____ b. 

Beweis~ a) Es sei b = 0. 

9 ( a + 2 , 0 ,  3 ) ~ - a + 2 ,  

9 (a  + 2 ,  9 ( a + 2 ,  v, 3), 2) 

= ( a  + 2) ~+~~ = ~ ( a  + 2, r  3) <,0(a + 2, r + 2,3) 
(na~  III)  
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b) b _ ~ l .  

~(~o(a q -2 ,  b, 3), qo(a + 2, o, 3), 2) 

= (a + 2)~+~'b-~'~) ~(~+"~'~) < (a + 2) ~+~'~)'~('+~'~'s) 

< (a + 2) ~'+~'~ ~), 
(nach Formel 1) 

(a + 2) ~ '+"  ~ = ~ (a + 2, c + 2, 3).  

F o r m e l  3: 
Fiir alle a~__2, e~_>b und b=~0 and fiir ein festes n mSge die 

Beziehung gelten: 

ep(q~(a, b, n + 3 ) ,  cf(a, c, n + 3), n + 2) ~ cf(a, c + 2, n + a). 

Wit bohaupten dann, es gilt die Beziehung: 

~(~(a,  b, n §  m, n § 3)=<~ [a, ~(a,  b - - l ,  n ~ -4 ) -~  2m,  n-~- 3] 

flit alle derartigen a, b, c and Iiir beliebiges m.  

Fiir m-----0 sind die rechfmn and linken Seiten gleich. 

r b, n-]-4), r e + l ,  n - ~ 3 )  
-=~{q~(a, b, n-l-4), r + 4), m, n + 3 ] ,  n §  2}. 

Gilt die Behauptung schon fiir kleineres m, so folgt mit Hilfe yon 
Formel III,  dab die rochte Seite nicht grSller ist als 

q~{~(a, b, n-~- 4), q~[a, ~v(a, b - -1 ,  n -1- 4) -}- 2m, n--~- 3], n-I- 2 ) ,  

~(a,b,  n q-4)--~ ~ [a ,  q~(a, b - - l ,  n @  4), n q- 3].  

Aus der Voraussetzung ergibt sich daan, dab der vorlet~te Ausdruck kleiner 
oder gleich 

q~[a, q~(a,b-- l ,n-~4)~-2m4- .  2, n-~3] 

ist. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

F o r m e l  4 : 
Es sei a ~ 2  und c ~ b .  Damn ist 

~(q~(a,b, n+3) ,  ~(a, c, n+3) ,  n-~- 2) ~<~(a,  c-~- 2, n-f- 3).  

F i i rn  -~- 0 stimmt diese Formel mit FormeI 2 iiberein. Wit beweisen 
sie nun ffir n ~-1, unter dex Voraussetzung, dal~ sie fiir n gilt. Zun~ehst 
sei b yon 0 verschieden. Naeh Formel 3 ist 

~ ( ~ ( a ,  b, n ~ -  4), q~(a, ~, n-~- 4), u - ~ 3 )  

"< ep[a, ep(a, b- -1 ,  n + 4) -}- 2ep(a, e, n -+  4), n + 3 ]  

~_~ r  3.(p(a, v, n ~--4), n--~ 3]. 
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Dutch Induk~ion nach c l ~ t  sich far c ~ 2 leicht beweisen 

3c_<_~(2, c, ~). 

Da ferner ~ (a, c, n + 4) ~ 2, well a > 2, so ist 

8.~ (a, ~, n + 4 )  =< 9(2, ~(a, ~, n+4) ,  8) ~ ~(a, ~ (a, c, n+4) ,  n + 3 ) ,  
9(a ,  ~(a ,  ~, n +  4), n + 3 )  = 9(a ,  e + l ,  n + 4 ) ,  

q~(9(a, b , n + 4 ) ,  9 ( a , c , n + 4 ) ,  n + 3 )  

~cp(a,  9(a ,c  + l , n  + 4),n + 8), 
~o(a, ~(a ,  c + l , n +  4), n +  3 ) = ~ ( a ,  ~ +  2, n +  4). 

Damit ist die Formel fiir b + 0 bewiesen. 

~o(9(a, 0, n +  3), ~(a ,  e, n +  3 ) , n + 2 )  
~ -9 (a ,  9(a ,  c, n +  3), n +  2) 
-~ ~o(a, e + 1 ,  n + 3)__< ~o(a, c +  2, n + 3 ) .  

Fii.r b-~ 0 is~ sic also ebenfalls riehtig. 

Formel  5: 

~(cp(c, c, n + 2), a + 2, b) ~ 9(a + 2, 2b, n + 3). 

Beweis dutch Induktion nach b. Fiir b =  0 bedeutet die Fonnel 

a + 2 < a + 2  
er e, n + 2), a + 2, b-]- l ) 
: q ~ { q ~ [ q ~ ( ~ , e , n + 2 ) , a + 2 ,  b], ~%[q~(c, c, n + 2 ) ,  a +  2, hi, n + 2 } .  

Dot letzte Ausdruck ist nach Formel IV und II I  

<__~o(qo(a+ 2, 2b, n + 8 ) ,  cp(a+ 2, 2b, n + 3 ) ,  n +  2). 

l~ach Formel 4 ist dot le~zte Term wieMer 

~ 9 ( a + 2 ,  2 b + 2 ,  n + 3 ) .  

I)amit ist Formel 5 bewiesen. 

Beweis fiir VL a) a = 0 .  

~(~(c ,  c, ~), o, o) = o_<_ ~(o, o, 3). 
b) a = l .  

~,(9 (c, c, n), 1, 1) ~- ~(1 ,  1, n), 

q , ( 1 , 1 , o ) = 2 ,  
9(1,  1 , n  + 1 )  = 1. 

Das letztere beweist sich leieht dutch Induktion nach n. 

c) a > 2. Ftir n = 0  und n ~-1 is~ VI lei~r zu verifiziercm Ks 
bleibt fiir beliebige a mad n zu beweisen: 

e,(c,  e, n + 2 ) ,  a +  2, a +  2) =< ~o(a + 2, a + 2 ,  n + 5 ) ,  
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Ersetzen wit in Formel G b dutch a H-2, so exhalten wit: 

~,(~(r r u H- 2), a + 2 ,  a - f - 2 ) <  ~ ( a +  2, 2 . ( a +  2 ) , n - ~  3), 

2(a  Jr- 2) ~_ (a~-  2) a+~ = q~(a -~ 2, 1, 3), 

~ ( a  + 2 ,  1, 3)<~r a + l , n + 4 ) ,  

~ ( ~ ( c ,  c, n §  2), a q -  2, a +  2) 

":: q~ ( a -4- 2, ep ( a -~- 2 , a -~--1, n -~- 4 ) , n -4- 3 ) , 

ep(a + 2, qa(a-~- 2, a + l ,  n - f - 4 ) ,  n- f -  3)~-~q~(a + 2, a- f -  2, n--~ 4) ,  

~o (a-~-2, a + 2 ,  n-~- 4) ~ ( a +  2, a ~ - 2 ,  n-+-5) ,  

e~(~(v,c ,  n ,4-2), a ~ - 2 ,  a ~ 2 ) _ _ ~ 0 ( a - 4 - 2 ,  a-4-2,  n-4-5) ,  

W. Z. ~)o W. 

3. 
Die angegebenen Formeln warden uns den Beweis erm5glichen, daiS 

( p ( a ,a ,  a)  uicht ohne Beautzung des zweitea Typs d~finien we~len kann. 
Bezeichnen wit zur Abkiirzung die Aussage, dal~ die zahlent~eoretische 
Funktion f(.)  yon einem gewissen Argument an nicht kleiner ist als g(.) ,  
mit ~Re(g(a), f (a)) ,  so ist der Gang des Beweises der folgende: 

Sei ~ (a )  irgemdeine zaMentJaeoretische Funktion, die olme Benutzung 
des zweiten Typs definiert ist. Wir werden dana zeigen, dab es ein n 
gibt, so dab ~= (~p (a), ~ (a, a, n)j,  oder, wie wit zur Abkiirzung schreiben, 
wit zeigen, daiS q~, , , , (~ , (a) ,cp(a,a ,n))  der Fall ist. Damit wiire der 
Beweis gefiihrt, da @ ~ ( ~ ( a ,  a, a), ~p(a, a, n)) nicht zutrifft, wie sich 
aus l~ormel V r 

Unsere Ausgangsfunktionen 2, c, a H- 1 haben die Eigenschaft q~. Aus 
diesen Ausgangsfunktionen gewinnt man sukzessiv neue Funktionen, indem 
man die schon gebildeten Funktionen wieder bei den Relrursionen ver- 
wendet. Wit werden dutch Induktion bew.eisen, dab die neugebildeten 
Fankt4onen immer wieder die Eigensehaft 63 haben. 

Genauer gesagt beweisen wit die folgenden S~tze: Wit mSgen einen 
endlichen Bereich" yon Funktionen, yon einer, yon zwei und mehreren 
Zahlenvariablen haben mit den folgenden Eigenschaften: 

1. Wean ~(a~ ,a~ ,  . . . .  a,~) eine Funk~ion unseres Bereiehes ist, so 
enthM$ der Bereich auch eine in bezug auf alle Variablen moaoton stei- 
gende Funktion v/'(a~ . . . .  , a~) (MonoWnie .bier mit Einschlul~ tier Gleieh- 
heir vers~anden), so daft fiir beliebige a~, a~ . . . .  , a,, 

v2' (a,,  a s , . . . ,  a.) ~ ~v (a 1, % . . . .  ~ a,,) 
gil~. Es dad  natftrlich auch ~ '  mit ~v identisch sein, wean ~v schon 
selbst monobon ist. 
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2. Fiir jede l~anktion vz(al, a~ . . . . .  a~) des Bereiches gilt 

r  9 ( a ,  a ,  n)). 

Unsere beiden S~tze lauten dann folgendermallen: 

Satz  1. F ~ t  man unserem Bereich eine neue Fu~ktion hinzu, die 
man dutch Einsetzu~j aus den Funktionen unseres Bereidhes gewinnt, so 
hat der neue Bereieh eutweder wieder die beide~ Eigensd~a]ten, oder ma~ 
kann ihn dutch Hinzu/iigung novh weiterer Funktionen wieder in ei~zen 
solchen Bereich verwandeZn, 

Sa~z 2. Bildet man unter Ben~tzung der Funktionen unseres Be- 
rei~hs dumb Rekursion eine neue FunJztion V, usut ]~gt man diese 
Funktiou und eventueH noch andere dem Bereieh hinzu, so tre//en wa/ 
den neu entstehenden Bereich wieder die beiden Eigeuseha/teu zu. 

Da unsere Ausgangsfanktionen die Eigensehaften 1. und 2, habem, so 
ist mit dem Beweis dieser beiden S~itze alles erledig~. 

Beweis  yon Satz  1. Man habe eine neue Funktion dutch Einsef~ung 
gebildet. Falls die Funktionen, aus denen man die neue Funktion kom- 
binierte, alle monotone Fanl~ionen waren, so ist aueh die neue Funktion 
monoton in bezug anf s~mtliche Variablen (monoton bier immer im Sinnr 
yon monoton steigend mit Einsehlul3 der Gleiehheig verstanden). Dana ist 
also die erste Eigensehaft erfiillt. --  Sind bei dex Zusammenset~ung tier 
neuen Funktion nichf~ tauter monotone tSanktionen verwandt, so ersetz~" 
man in dieser Kombination jede Funktion dutch die zugehSrige monotone, 
und fiig~ anch die so entstehende Funktion noch dem Bereieh hirmm Die 
erste Eigensehaft ist damn effiitlt. --  Was die zweite Eigensehaft anbelangr 
so geniig% es zu zeigen, dab sie Far alle Funk~ionen gilt, die man dureh 
Einsetzung aus den monotonen Funktionen uuseres Bereiches erk~lt. Ferner 
kama man sieh darauf besehr~inken zu zeigen, daI~, wenn v(a~,  a~ , . . . ,  a,~) 
eine Funktion unseres Bereiches ist, die m Argamente hat, und wenn 
gl (a), . . . .  g~(a)  m Funktionen mit den Eigensehaften 

@,,(~(a) ,q~(a ,a ,n) )@~, ,  sind, (V(g , (a )  . . . . .  X,~(a)) ,9(a,a,n))  

der Fall ist. Der allgemeine Fall ergibt sich n~mlieh daraus dutch In- 
duktion naeh dem Grade der Ineinandersehaltung der am den l~nkt/mnen 
an=seres Bereichs durch Einsetzung entstehenden FunkCion. Da nun Iftr 
n _ ~ m  ~ ( q ~ ( a ,  a, m),  q~(a, a, n)) trod da yp monoton u ~  fiir eia belic- 
biges i (~a~(g~(a), ~o(a, a ,  n)) richtig is*, so hat man 

. . . .  

Da ferner 
q~. . (~;(a,  a . . . . .  a) ,  ~ ( a .  a ,  ~*i), 
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so ist auch 
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q~(q~(a,a,n),  c f ( a , a , n ) , n ) = ~ r  2). 
Da 

trod wegen Formel VI ergibt sieh schlieQIich: 

+o,(v(x~(~),...,x~(~)), ~(~,a, ~)), q.e.d. 
Beweis  yon  Satz 2. a) Der Beweis ~on Satz 2 ist bei weitem 

komplizierter als der yon Satz 1 trod wird den Rest der Arbeit aus- 
machen. Zuniichst wird eine n~ihere ErSrterang des Rekursionsschemas, 
das den zweiten Typ nicht benutzt, notwendig. Bei einex Funktion einer 
Variablen sieht die Rekursion folge.nderma6en aus: 

v ( o )  = a, 

v2(a @1) = b(a,  V (a)), 

a iat hier ein Funktional, das keine Vaxiablen enth~It, b ei~e eventuell 
dutch Ineinanderschachtelung mehrerer Rekursionsfunktionen r 
Funl~ion zweier Variablen. In a und b daft keine RekursionsftmkCion 
vom zweiten Typ und nut bereits definierte Funktionen vorkommen. Analog 
Iautet das Schema bei Funktionen zwe/er Variablen: 

v (a, o) = a(~)  

yJ(a, b + l ) = b ~ ( a ,  b, y~(c, b)). 

tiler gelten dieselben Bemerkungen. Es ist besonders za beaehten, dab 
die Funktionenfunktion ~c(a, b, f(c)) ohne eine Rekursionsftmktion yore 
zweiten Typ gebildet sein muB. Man" kann natfixlich auch ohne Rekursion, 
durch blol~e Ineinandersehachtelung Funk~ionenfunktionen bilden, z. B. 
f ( f (a) ) ,  f (a) -4-f (b) ,  usw. Die folgende Rekursicn ist abet verboten: 

(a, 0) = a (~), 

~(a, b + 1)= ~o(~(~, b), b, ~). 

Dagegen is~ diese erlaubt: 

~(a, O ) = a + l ,  
yJ(a, b A- 1) = 1 +  y [y~(a @ b, b), b]. 

Entspreehend hat man fiir Funktionen yon n gariahlen das Schema: 

v ( a ,  b . . . . .  m ,  O) = a(a,  b . . . . .  m),  

v2(a, b . . . .  , m ,  rt-{- t)-~- ba~b,...m,(a, b . . . .  ,re,  u,  yJ(a 1 . . . . .  ml, n)). 
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Wit kSmaen bier annehmen, daft sieh a ( . . . )  mad b ( . . . )  aas tanrer 
monotonen Funktionen z u s a m m e ~ .  Hat d ~  Schema ff~ ~, nicht 
direkt diese Eigenschaft, so mSge a ' (a ,  b, . . . ,  m) was a(a ,  b, . . . .  m) r 
dutch entstehen, daft man al]e in a(a,b,  . . . .  m) vorkommenden l~nk- 
tionen dutch die zugehSrigen gr5l~eren monotonen Ftmktionen emetzt. 
Ebenso gelaugen wi~ yon ~ ( . . . )  za b ' ( . . . ) .  Die fotgende Ftmktion 

~'(a, b, . . . .  ~ ,  0) = a'(a, b, . . . .  ~ ) ,  

y / (a ,b ,  m, n q -  1)--~ b' (a, m,r~, (al, ml,n))  

ist dann vonder  gewiinsehten Art. Sie kan'n an Stelle yon v/ betrachtet 
werden, da sio niemals einen k_leineren Weft hat als V. V' ist monoton 
in bezug auf a, b . . . . .  m, wie man sieh leicht dutch Induktion nach n 
iiberzeugt. Bei allen fotgenden Uberlegungen denken wit una immer still- 
schweigend den Ubergang yon V zu V/ schon vollzogen. Den Str/eh 
lassen wit der Einfachheit halber fort. 

b) Wix zeigen nun, dal~ man stat~ unssros a|lgemeinen Relml~ions- 
schemas ein spezielleres dot Betraehtung zugrunde legen kann. Wir maehen 
iibrigens die folgenden ~3berlegungen nut flit ~mktionea v ~  zwei Vari~hm. 
Zum Sctflut~ werden wir zsigsn, daft diese Einschr~nkung unwesentlieh 
ist. Wir bstraehten also das Schema: 

~ ( a , O ) = a ( a )  

~(a,  b + 1) = ~o(a, b, v/(c, b)). 

Wit d'firfen bier annehmen, dal~ b~(a, b, ~(v, b)) wirklieh das Zeiohen y~ 
enthi~lt, sonst handelt es sieh ja um bloBe Einset~ng mad wit kommen 
auf den Satz 1 mariiek. Nehmen wit zuugchst an, d~l~ in lb,(a, b, V(v, b)) 
kein ~o vorkommt, das in der zu einem anderen yl gehSrigen Ktammer 
steht. In diesem Falls enthglt jedes V yon b in seinem exsten Argument 
sine Fnnktion %(a,b) ,  die dutch FAnsetzung yon Fauktionen unseres 
Bereiches zus~ande kommt, die also die beiden Eigenschaften unseres Be- 
reiehes lint. Diese Ftmktionen a seien a~ (a, b), . . . ,  a~(a,  b). Es sei Eigen- 
ferner a(a,b)-~-Max(ea(a,b),  . . . .  r  Otienbar hat aueh ~ die 
schaften der Fanktionen unseres Bereiehes. Betzen wit nun in I~ (a, b, ~ (c,/~)) 
in die ersten Argumente aLler v / s ta~  'der ~ ( a,  b) die Funktion a (a, b) ein, 
-and bilden wit hiermit sine Rekarsion, so erhalten wit sine Funktion, die 
Fir kein Wertepaar ldeiner ist als v ( a ,  b). Hat ~ber in ~o(a, b, q,(e, b)) 
die ~ o n  ~p als erstes Argument framer r  so  karm man 
bo(a, b, v (c, b)) ~oh in ae, ~ o m  ~ , ~ i ~ n . ,  (~, b, v ~ a ,  b), b)), w o ~  
sine Ftmktion ist, die z~a unserem Be~eida gehfr~ hzw: dutch Riasetmmg 
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aus den Funktioncn unseres Bereiches zustande kommt. Wit k6nnen uns 
also auf die Be~rachtung des folgenden Schemas beschrinken: 

v ( a ,  o )  = a (a), 
v ( a , b + l ) = e o ( a , b ,  V(a(a,b) ,b)) .  

Nun komme in b~(a, b, V(c, b)) eine zweimatige IneinanclerschachSe- 
lung der V vor. Die innersten %o in ~ enfZaalten dann im ersten Argu- 
ment wieder Funktionen eci(a , b), die wir wieder durch eine einzige 
Funktion a(a,b) erset~en kSnnen. Die ns v 2 haben als 
erstes Argument Funktionen #s yon a, b trod V(a(a, b), b). Ebenso wie 
wit vorher das Maximum der as(a , b) nahmen, kSnnen wit jetzt das 
Maximum der /x~(a, b, c) benutzen. Falls also in be(a, b, V (c, b)) das 
hSchstens zweimal ineinandergeschaehtelt vorkommt, so diirfen wit das 
folgende Rekursionssehema betrachten: 

V (a,  O) = a (a),  

v(a ,  b + 1 ) =  to{a, b, V[u(a,  b), b], V (/~(a, b, vit~(a, b), b]), b)}. 

Entsprechsnde Ubsrlegungen kSnnen wit anstetlsn, falls es sich um sine 
n-fache ]neinanderschachtelung handelt. Hier geniigt es, das folgsnde 
Schema zu betraohten: 

v (a ,  O)-~- a(a), 
~f(a,b + l)--~(o(a, b , . . . ) .  

Hier hat die Funktion eo auBer a und b noch n, also im ganzen 
( n +  2) Argumente. Diese Argumente sehen folgendermal~en aus: Das 
dritte Argument hat die Gestalt V[a (a ,  b), b]. Sind ferner die ersten n 
Argumsnte yon eocl,  r . . . . .  c~, so lautet das ( n +  1)re Argument: 

% . . . .  , c, ,) ,  b ) ,  

Hie~ [st # eine Funl~ion, die unserem Bersich angehSrt bzw. sich aus den 
l~ml~ionen unssres Bsreishes zusammensetzt. 

c) Wir miissen nun zeigsn, da~ dis Fanktion v ( a ,  b) odsr abet sins 
g~illere, auch bei festgehaltsnem a in bezug auf b monoton steigt, und 
daft ( ~ ( v ( a , a ) ,  9 ( a , a , n ) )  der Fall ist. Wit geben zun~ehst die 
griil~exe monotone Funktion an. Wir exsetzen in der Rekursion a (a, b) dutch 
die Funktion d ( a ,  b) = Max(a, ~(a, b)). Start jedex Funktion ~t benutzen 
wit # ' (a ,b  . . . . .  k) .~Max(,u(a,b . . . . .  /~),k) und start m(a  x . . . . .  a~+~) 
nehmen wir eo'(e h . . . . .  , a,+~) = Max(o(a  1 . . . .  , a~+~), a~+~), a(a) wird 
ersetzt dutch Max(a, a(a))=o(a) .  Die neue Funktion ist natiirlieh 
wieder monoton in bezug auf a, da alle die Funktionsn a)', a, a '  und die 
Funktionen p '  monoton sin& Diese Funktion ist abet auch monoton in 
bezug auf b. Wit beweisen zun~chst: Wenn fiir alle a y,(a, b):>a, so 
ist fiir alts a v / ( a , b + l ) > ~ , ( a , b )  und ,#(a, b + l ) ~ a .  
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Unter der Voraussetzung gelten n~r~li~ die folgenden Uberlegungen: 

yJ(a, b -1-1) ~- w" (a, b, ~ [a' (a, b), b ] , . . . ) .  

Fiir das dritte Argument ist ~ [a" (a, b), b] ~ a and ~ [a'(a, b), b] _~ ~v (a, b). 
Da n~mlich yJ(a, b) monoton ist in bezug auf das erste Argument mad 
da a'(a, b) > a, so ist v2(a'(a, b), b) ~ v2(a, b) and ~ [a'(a, b), b] ~ a .  -- 
Es sei fiir ein Argumen~ c yon co' sehon gezeigt: c~y . , (a ,b )  and c>~a. 
Es gelten diese Beziehungen dann auch fiir das n~chste Argumen~ b. Denn 

b = V[# (a ,  b , . . . ,  c), b] 
~[ ,u(a ,  b . . . .  , c), b] > ~,[#(a ,  b , . . . , ~ ( a ,  b)), 5], 

~(a ,  b . . . .  , ~(a,  b ) ) >  ~(a ,  b), 

~ [~ (a ,  b, . . . ,  ~(a,  b)), hi_> V[~(a ,  b), hi, 
~(a ,  b) ~ a; y~ [y~ (a, b)b] ~ yJ(a, b) (hath Vorauss.) 

also b >~ ~ ( a, b ) trod b ~ a . 
Da nun w' (a ,  b, . . . )  grSfler oder gleich dem letzten Argument yon co' 

is~, so ist auch 
~ ( a , b - - ~ l ) > ~ ( a , b )  und y~(a,b-~l)>_~a, w.z~b.w. 

Nun i s t  v,  ( a ,  O ) = ,~ ( a ) > a .  Infolgedessen gilt allgeraein 

~(a ,  5 + 1 ) >  ~o(a, b). 

Damit ist g~eig~, dab die Funktion v 2 die ers~ Eigensehaft unseres 
Bereiches hat. 

Es bleibt jetzt noch zu zeigen, dab ~,,~(y~(a, a), ~o(a, a, n)). 
Solange bei y~(a, b) b _-< a bleibt, genfig~ es, wenn wit eine vereinfachge 
Rekursion betraehten: 

(~, 0) = ~(~), 
(a, b -~- 1) = to' (a, a , . . . ) .  

Hier ist iiberall far b a eingesetzt, ausgenommen, wenn b in dem zwei~en 
Argument yon ~ steht. Da$ diese Funkfion nicht ldeiner ist ats die 
friihere, folg~ einfach aus der Monotonit~t aller auftref~zaden Fnnl~ionen. 
Wit bezeichnen nun o~'(a,a . . . . .  a) nfit o~"(a), a ' (a ,a )  mit ~"(a) and 
p~ ( a . . . .  , a) mi t /~ '  (a).  In  tier Formel ~ (a, b + t ) = co' (a,  a . . . .  ) sind 
die Axgumenf~ yon co' alle kleiner als das le the  Argtrme~. Z t m ~  is~ 
n~imlich v2(a' (a), b) >= v2(a, b) >_ a. 

Es sei schon gezeigt, dab die Axgumen~ his zum k-ten nie fa~en. Das 
/~-te Argument sei b. Das (k A- 1)-re Argument hat dann die Gestalt: 
v2(ls(a,a, . . . , b ) , b ) .  bTun ist ,u(a ,a  . . . .  , b ) > _ b  

~ ( ,  ( a , . . . ,  b), b) ~_ ~(b,  b) ~ b. 
Wit erhalten also keine kleinere F a ~ ,  wean wZtr Mle Argtmaen~ voa ea'~ 

9* 
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gl~eh d~m lotzt~n nehmom Da~ lot~t~ Argument ist ~(/~_~ (a . . . .  , b), b), 
p worm jet~t b das vorlotzte ist. Da alle Argumente yon /~_1 < b sind, 

so is~ 
~ ( ~ ' - l ( a , . . . ,  b), b)_--< ~ (~'-1 (b), b). 

b ist wioder kloiner odor gloieh ~(/~_~ (e), b), w o e  dos vorangohende 
Argument is$. SchlieiMich e~halt~n wit koine kloinere Funktion, wona wir 
die folgonde Rekursion nehmen: 

yJ(a, 0 ) =  ~(a),  

v(a ,  b +  . . .  b)],b}), b] . . . .  , b}) .  

Wit miissen nun feststellen, aus oinor wieviolfachen Ineinanderschachte- 
lung der Funkfionen co",/~' ,  ~" u n d a  ~ ( a , b - [ - 1 )  bes~eht, falls die 
Rekursion auigel6st wird. Man sioht, doll, worm ~ ( a ,  b) aus einer x-fachen 
Inoinanderschachtelung besteht, y~(a, b + 1) aus einor ((n)(x + 1) q- 1)- 
fachen Ineinandorsohachtelung besteht. Die ~ Ineinando~schachtelung yon 

(a, b) isr also gloich 2 (~b ~_ nb-~ q_ . . .  ~_ 1) -- 1. SSatt dioser Zahl 
kSrmen wir die nicht kleinore 2(b q-1)n b nohmon. Ferner gibt os ein m, 
so dab aIle die Funk$ionen #", ~o", a", ~' yon einom gewisson a an kloinor 
sind als ~ (a, a, m). Es gilt also 

(~,~(y~ (a, a)), ~ ( ~  (v, v, m), a,  2(a q- 1)no). 

2 (a  -~- 1)-1t a ist oino FunkVion yon a, die durch Einsetzang aus Funk- 
tionon entsteht, die die Eigenschafton unsoros Bereiehes haben. Folg- 
lich ist: 

(~.~(2 (a ~ 1)u a, qo(a, a, k)). 

lrfir jodes m u n d  k ist ferner 

~,(o~(q~(~, c, m), a, (p(a, a, k)), O~(~(c, c, m), q~(a, a, k), q~(a, a, k))) . 

Woiter ha~ man nach Formel VI: 

~r c, m), ~o(a,a, k), q~(a, a, k)) ~ cp(cp(a, a, k), cp(a, a, k), m-~  3) 
bZW. 

~(q~(c,c ,m),  q)(a ,a ,k) ,  ~ ( a , a , k ) ) < 2 .  

~(~p(a, a,  k), 9~(a, a, k), m + 3) ist abor oine Funk$ion, die die Eigen~ 
sohaften unseres Bereiches ha~, da sie dutch FAnsetzung aus derartigon 
Funk~onen ent~toh~. Wir haben also 

~),,,(y~Ca, a), ~(a ,  a, n)), q .o .d .  

el) Fiir 15mk~ionon yon zwoi Variablon is~ damit dex Satz 2 bowiesea. 
Auf die Funktdonen ~einor Variablen brauchon wit nieh$ besonders einzu- 
gehem Eine Fanktion w(a) oiner Variablen kann als Spezialfall ~ (a ,  0) 
einer FnnlVdon zweier Var;mblon aufge/allt ~orden. Nun mSgo die neu 
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definierte Funktion mehr als zwoi Argumente haben. Dieser Fall l~gt sich 
auf den fiir zwei Variablen zuriickfiihren. Es sei 

~ ( a ,  b . . . . .  m, 0) • o(a ,  b . . . . .  m), 

(a, b, . . . .  m, n + 1) ---- ~ . . . . .  . ~  (a,  b , . . . ,  m, n,  (al,  . . . ,  ml ,  n ) ) .  

In b~ ..... ,~ ( . . . )  stohen in den Argumenten der innersten ~ Funktionen 
von a, b . . . . .  m. Die ~ haben also eine fotgende Gestalt 

y.,(al (a ,  b ,  . . . .  m ,  n )  . . . .  , a~.(a . . . . .  m ,  n ) ,  n ) .  

Hier kann man in atte Argumente yon yJ mit Ausnahme des letzton da8 
Maximum aller dieser Funkr einsetzen. Aaf dieselbe Weise kann 
man erreichen, da~ bei den n~chstinnersten ~ alle Argumente, mit Aus- 
nahme des letzten, gleich werden, usw. Nun betrachten wit die Relmrsion 

~p(a, . . . ,  a ,  O) = o ( a ,  a . . . . .  a ) ,  

~v(a, a . . . . .  a ,  b - t - l )  ~ -  bo~,b~ . . . . .  ~ ( a ,  a ,  . . . ,  a ,  b ,  y , ( a  1 . . . . .  m t ,  b ) ) .  

Das ist jetzt ein Rekursionsschema fiir eine Funk'tion ~p'(a, b) yon zwei 
Variablen. Es gilt also (~a. (tp (a, a , . . . ,  a), ~o (a, a ,  n)).  Auch die zu v 2 
geh6rige monotone Funktion lik6t sich angeben. Die Monotonit~t in bezug 
auf a,  b . . . . .  m ist schon cladurch gegeben, dab man staCt o und stat%' der 
in 5 vorkommenden Funktionen immer die zugehSrigen monotonen nimmt. 
Nun batten wir sin tp' (a,  b) gefunden, so daft v2 (a, a,  . . . .  a, n) ~ ~v' (a,  n). 
Es ist ~p' (a, n)  ~ ~p" (a, n),  wo jetzt y/ '  auch in bezug aui n monoton 
ist. Die zu ~ (a ,  b, . . . , r e ,  n) gehSrige monotone Funktion ist nun 
~"  (Max (a, b . . . . .  m), n).  Donn 

yJ(a, b . . . . .  m, n) ~ y~ (Max(a, b , . . . ,  m), Ma x( . . . ) , . . . ,  Max(. . . ) ,  n) 

~"  (Max (a,  b, . . . ,  m) ,  n ) .  

(Eingeg~gen am 20. 1. 1927.) 


