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ACTA ARITHMETICA
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Reépartition des nombres largement composés

par

JEAN-LoUts Nroor4ds (Limoges)

En hommage & Gharles Pisot

Désignons par d(n) le nombre de diviseurs de ».  Ramanujan [8]
@ appelé hantement composé un entier n vérifiant:

m<< n o= d{m) < din).
Nous dirons que 7 est largement eomposé s'il vérifie:
m<n > dim)y < din).

Désignong par @,(X) {resp. {X)) le nombre de nombres hantement
{vesp. largement) composés < X. On sait qu’il existe (¢f. [2] et [6]) denx
nombres réels ¢ eb o' vérifiant 1.125 < e < ¢ tels que, pour X asgez grand,
on ait: )

{log X)* < @ (X) < (log X)*
<t on conjecture que:

log@u(X) log 30

= = 1.227.
X loglogX  logl6

Noug allong démontrer que @;{X) est beancoup plis grand que
Q5 (X): '

THROREME. IT existe deur nombres réels a el b vérifiant 0.2 << a << b < 0.5
tels gque, pour X asssz grand on il

exp(log X)* < @;(X) < exp(log X).
On peut conjecturer que: '

. loglog @,(X) log30
Iim —m———— =1—
X loglogX 2log16

= 0.387.

La démonstration de ce théoréme repose sur les propriétés des nombres
hautement composés supérienrs gue nous rappelons an §1, sur un théo-
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réme de Selberg {comcernant les nombres premiers dang lintervalle
@, o+ #) gue nous redémontrons an §2. La minoration de (X)) fait
Dobiet du §3. La majoration de @,(X), donnée au §4, ubilise les méthodes
de la majoration de @, (X) dans [6].

1. Nombres hautement composés supérieurs. On dit gue NV est hautement
composd supérienr, s’il existe & > 0 tel que pour tout enfier M on ait:
a(My  a(n) '

< .
are N

TUn tel nombre est hautement composé:
- LAY
<N =dM< TT“) a{N) < d(N}.
Propriétés {cf. [8], §32-34, [5], [6]). Etant domné ¢ 0 << e<1, il

existe un nombre hautement composé supérieur associé & ¢ dont la décom-
oy s - a,
position en facteurs premiers N, = [J 2™ est donnée par:
X

1 1
1 = == partie enfiére de
( ) 7} [ Zg~1] D AB -1
a;+1
(Em effet, poar maximiser Te produib n (%—), on maximise chacun
N A

des facteurs.)

On attache 4 N lcs nombres
(2) g =2 et g = gt FURE _ (1 q gyt
On 2 alors:
(3) @ear <A< 2) = (4 = B) = (@40 <A< ),
(4) log N ~ .

Boit p, le plus grand nombre premier divisant ¥, et P, le nombre
premier snivant p;. On a: p; < o << P, ef le nombre hantement composé
supérienr suivant ¥ est inférieur ou égal & NP,.

On a également:

1
]_{,{tik-qw- g‘.ﬁ(.l_i;-“__/,@_

11 est commode de poser, pour k2 1:

log(1+1/k) .

) A premier} et
ik
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On définit:
(5) gf =infa et & = supa.
aze QL E
eeF g, asi

Soit £ 2> 0 fixé et N, un nombre maximisant d{N)/N*. On définit
pour M entier le bénéfice de M (bén M) par rapport & N et ¢ par:

d{ M) d{N) N
=log——— —eglooc—.
g ¢ log e

A* (M )
D’aprés la définition des nombres hautement composés supérieurs,
on 2 toujours: bén M =0 et si M = ]_[l’, on a:

(6) bén M = log [ll(vlf) —log

(7) bén A = M bén, M
. Apremier
avee
@, -1
bén, M = log At w—g(a; —b,) log 4.
b, -1

Orn a, pour tout 7 premier, bén, M = 0, dapréz (1).
Compte tenu de ece que, pour b, > 4,

bl fa+3\n

a;+1 a1
on a pour b, = a;: )
. 1
{8) bén, M = (bz—al)(s logd ~log (1 4 ———))
.1'1'1

= (b —ay) 1031(5“3;}_+1) .
On a de ménme pour b, < a;
(9) bén, M = (a;—b,) logl(s;;—s).

Limave 1. Soit 5 > 0 fiwd, Pour tout & € [£, 2L] ewveeplé pour un ensemble
de mesure O(E"), le nombre hautement composé supérieur N associé par (1) &

== loim vérifie la relation, ok m' désigne le nombre hautement composé
Rl
suivant N: _
o 1 log3/2
10 —= ————  ave f = ——— = 0.585.
(0) moLT (log NP+ ¢ log2

Démonstration. Ce lemme généralize le théordme 8, p. 174 de [BL.
Pour o< 28 on a:
I
log2 . og?2

Togg~ °% log2f
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log2

—— . On a:
log2¢& na

LConsidérons leg éléments ae Yy, o>

_ log(1+1/E) S log2 -
o loga T log2¢

i < (2 E)log(l-i-llk)flogz .

Tly ena au plus (285018182 et pour £ 3> (log28) [(log2)2, il n'y en a pas.
Posons:

e log2 log2 )
A, = F, az .
¢ {“E ¥ Togg ~ *7 Tog2E|
On o
{{log 28}/ (log2)%]
C&I‘dﬁf _‘<‘ (2 rE)lmz(l+1,’I.:)]lug? — O(EB) .
=2

Autour de chacun de ces a & 4, on met une zone interdite [a—1, a +-1],
avee I = £7%, La mesure de la réunion

Zep =\Jle—1, a+1]
aEA

est done O(&™),
Llimage de Z,; dans Pintervalle [£, 2£] par l’apphcatlon @ 240
aura une mesure O (£ *logE) = O(&"). Choisissons o en dehors de

. cl’a.prés {5):

. log?2
cette image. On aunra alors & =
loga

g5 —e2l et e—e 21

» ¥
Posons maintenant »' = — N avec (r,8) =1, et considérons le
$
bénéfice de n' par rapport & N et & On a l'nune des trois éventualités:
(i) r a un diviseur premier 1 vérifiant a, > 1; on aura d’aprés (8)
‘ bénn’ == (loga) (e —& ) == log2,
(ii) & a wn divisenr premier g vérifiant a, > 2; on aura d’aprds (9)
bénn’' > (logu) (e —z) > llog2,
(iid) »' s’éerit: _
PP,...P,
PiP2- . Py

ol Py, Py, ..., Py ne divisent pag ¥ et py, p,, ..
Texposant 1. Cela donne:

aw)
FThG) = (k—3) log2 = log2

!

n = N

<y p; divisent N avec

log -puisque.  d(n") > d{N).

(13) N(0,14+1)—N(0,1) = O(logt)
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Dans les trois eas, on aura, par (6)

n' d(n')
log— =1 bénn’ = Tlog2.
& ogN T +béun’ > Tlog
Clegt-a-dirve:
n' ' loge  logas
W —1= I()g—-‘N— =lloge = W =T

Et, comme, par (4), & ~logh, cela achéve la démonstiration.

Remarque. En utilisant le résultat de Feldmann [3]: il existe deux
constantes ¢ et » telles que P'on ait:

¢
f@ﬂ-—m;-&? pouwr wu,vekZ,

on peut remplacer dans (10) @ par %0/(»-+2). Il suffit pour cela de rem-
placer dans la définition de 4., #, par #, et dans les deux premiéres
éventualités de considérer @;> 2 puis a, > 3. M. Waldschmidt m’a com-
muniqué pour x la valeur 2%

2. Un résultat de A. Selberg

LEvME 2 (cf. [9]). Soit p(z) = Ylogp la fonction de Techebychev.

P
Lorsque @ > - oo ¢t pour tout T < oo 055 (gyep 2/3 < 8<1), on
a pour u<<6—2/3:

1~ y yp. et ﬁ(mgxyz)
;J'w(ﬂzﬂ—) mw(y)~i;‘ dyVO(Tgs ‘

Démonstration. Deésignons par N(o,#) le nombre de zéros
o == f-+iy de la fonction ¢ de Riemann, vérifiant o< <1 et |y[ <3

© La démonstration du lemme 2 repose sur les résultaty suivants, ol o

vérifie 0 < o 1

(11) Nio,t) = 06" "hog")  (cf. [4]),
(12) N(o,t) =0 pouriz=i et 021—n() avee:

n(t) = ofloglog ) log 1) (ct. [1], . 423),
(cf. [1], p. 163),

1 4 i t
(14) P N({0,1) p log o T o -+ 0 (logt)

(ef. [1], p. 186)
et la formule explicite valable pour ¢ # (cf. [T], D. 232)

(15) p(@)— = — Z"” +0( 1og=a;)

fri<t
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On a alors, pour <y <20 et T = 1:

AN o e
w(y+T) w(y)~? == —]?IZ{;

y* 40 (% }0g2m)

avee & = log(14+1/T) < 1/T Compte tenu de ce que (A +Bi* << 2(|AP+

~+|BJ?), et en évalnant f yey¥dy, il vient, en posant:
Iz

1
1=—f
4]
*

z
dy: :

w(y+~%) —y(y

_ da __ S 1\ pe+e@+l__ ., 2
I=O( Z(B 1)(6 — ) _J,' m“"-’) —'rO(f-z—log‘m).
et e+ © é 1-+e+2 v
Comme la fonetion (¢°—1)/z est bornée pour 0 Ree<1, on a:
1 f+5
o=t et =1/

De Pinégalité 27 < L™ +2%), on déduib:

I = O(%Zm”

lvl<i i<t

1
— O—I
Fv— 1)+ ( Ggw)

On & ensuite, en utilisant (13):

2 .
1 logt
N _y|<2 ;—O(ZT)“‘)““W)-

—t<y'<d a=1 n—lgly—y|<n n=1

1l vient alors, puisque %< #

2?log?n <O

I= O( mzﬁ“z) —i—O(fi]o 4:19)
na £

i<t
Evaluons maintenant, en intégrant par parties [intégrale de Stieltjés:

8 = vazﬂ“z =

¥t

1
—fm“““zdg.N'(a,t)
(]

1
= a7 N (0, 1)+ [ 2(loge)a* N (o, 1) ds
0

icm
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et en utilisant (14), (12) eb (11), on obticnk:

1- it} 1%
(‘Zlog.r—?iogl](u—l)

2(logx)log®te do.

lu .a,)‘s

On choisit alors 1 = 2796 * , cela donne:

—ntt)inog=)’  —Sptogal®

S = O(1jz)+ O{logz)y*°)(e ~* —e ¥ ).
Drlapras (12),

¢
f=— =
(t) (logx)y®(loglogx)'

on a done, pour u<< §—2/3:

8§ = 0 (e Posity,

Comme T < a6~ 152 cela entraine: T2/ < ¢ 87 ot on obtient pour
tout p< 6—2/3 '

I = 0( e {iog:ﬁ)“‘)

LzvwEe 3. Posons =(@) = > 1. Soit T vérifiant 16 < v<< 1 et u véri-

P
Fiant 0<2 p<< 1/3. Pour towl we[£, &, awe & = &+ Eflogé,

- 3T
pour un ensembls de mesure O(£e~%D) on a:

epceplé

(16) (i -07) — mef) |
logsﬁ. logtz
&t
. z" 45
an (@) ~alo—a) =) < o

Démonstration. 8i & ne vérifie pas Ia relation (16), on en déduit
Jue, pour & assez grand, on a:

3x"

(18) lyp{e +o7) —p(@)— 2| = Togz "

D’apreés le lemme 2, on &, en choisissant 7' = §7°

f w(y%-—‘;l;) 4-1#(1/%%

"

dy =0 (ﬁ e-ﬂﬂgﬂ")
v =0lp
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ce qui entraine que la relation

yT
logy

est vérifiée pour y & [£, £'] exceptd sur un ensemble B de mesure O (&g~ 10%9%),
pour tout w < 1{3. 8i ¥ ¢ E, on a, puisque » est une fonction croissante:

ply+E I —ply) - Fly <

WYY — e~ < ply+ETy) —ply) — Ty H(E Ty —yh)

il y ¥ & 3y°
< - T _1 g | of > _1 < 3
< Togy Y (E ) logy "7 (E )\ Togy
On aura de méme en choisissant T = £1-7 ’
T Lt S A (-1 _ yr
py+ETVy) —py) - FT Ty > Toes

excepté sur un ensemble B’ de mesure O(&e %89 8i y ¢ B, on a:
YW+ — v — ¥ = e+ £y —ply) — EE Ny + (£ Ny — )

v ¥ 3y*-

e E e

Togy " * (E logy

Ce qui montre que la relation {(18) ne peut étre véritiée que sur I'ensemble
BUF de mesure m, = 0(ge 008D,

Pour Ia relation (17), on démontre de méme qu’elle est vérifide excepté
sur un ensemble de mesure m, — O(fe~ ¥y en majorant comme dans
le lemme 2 D'intégrale:

1f2"”
o
&

Les relations (16) et (17) sont done simultanément vérifides sauf sur um
ensemble de mesure aw plus m, -7,

W

2
w(’y)~vzv(y~~~-?-’—)—-—?i ay.

T T

8. Minoration de Q,( X). Soit = vérifiant 1/6 < r< 1 et 5 > 0. Entre
% log X et 2 log X, choisissons un & vérifiant (16), (17) et (10). Appelons p,
et P, les nombres premiers entourant w:

Pl L P PSP Py L <P <

Choisissons K = [¢°/2 logw], de telle sorte que Pr < #+&° ¢t py = o —a".
Soft maintenant m < K et

1€y << ... iy < K.
On congidére: .
PiIP{ﬂ ...Pian

Mgy =
PiPs - P
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¢ g s log 2

oit N est le nombre haubement composd supérienr associé & e = ] .
og 2

D’aprés (2) et (3), py, pay ..., P, divisent ¥ avee I'exposant 1 e Py, P, ...
..., P ne divigent pas N. On & done: d(ny) = 4(N) et:

3K
(19)  logny—log ¥ < mlog{w+ %) —mlog (x —27) = < B!

pour z assez grand. Comme log¥ ~ 2, on aura ny<#', & Pon a,
d’aprés (10)

(20) 3l L

et ces nombres ny, seront largement eomposés. Ty ena 2% 1. En choigissant
7 = {1 —0-—3%)/2, on obtient:

Q; (X) = 2K—1 = 2[3‘:[3103-'5} —1>= e(logx]a
pour X asses grand eb pour bout &< (1—6)/2 — 0.20752.

4. Majoration de ¢(X)

Lmvve 4. Soit N et N deuw nombres haufement composés supbrisurs
conséoutifs. Si & est associé & N, on pose » = 2V, T1 emiste v > 0 el gue,
pour tout nombre largement composé n comprie entre N e N' on aii:
bén n < 2%, Dautre part, pour tout A premier, les valuaiions A-adiques de
el N vérifient: W;(n)—n ()<< 1.

La démonstration est la méme que celle du théoréme 1 (p. 120) et
de la proposition 3 (p. 123) de [6], la distinction entre ,largement® eb
,hautement” n’intervenant pas ici.

Soit mainienant, avec les notations du §1, 4 un nombre premier;
on a d’aprés (77 et (2):

a; -+

1
DéniN =log—— +elogh = elog
5 a, +2 Dayv1
eb 8l a, =1, _
N 1 z
bén— = log Bt —elogp = elog—2.
1 %y .

Si 1 divise ¥ avee Pexposant a; = k—1 et n avec Pexposant &k, on a:

A
bénn = slog —
. Ty
et d’apres le lemme 4, si n est largement composé, on doit avoir:

A
log—< a7
£ gwk\
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isoib:
4{21) A, < ey {logz) 2",

Bi maintenant les nomnbres premiers ;- A, < ... << A, divisent N
aves l'exposant k—1 ef % avec 'exposant %, on a:

h 1] 13

A; Ao—m & £
bénn E ¢ log Y 3 7 = 7 El (¢-—-1) 7 (h*--1).
=

i=] - i=1 g

Sim est largement composé, on a d’aprés (3) eb (21) 2, ~ =, et bénn
= &% ce qui donne:

b < oV (loga) m, a7

JTie nombre de choix possibles pmu- un tel systéme de nombres A, 2,,..., 1,
-est done au plus:
log{1+1/k)

((}1(10gw)mk{l; 7’)621)((10&'::)3;10-5 ¥ eXP (0 .’I} ( Tozz ?+’7)

pour tout x > 0. On obtient la méme majoration pour le nombre de choix

“possibles pour un systéme de nombres premiers sy, us, ..., uy, divisant N
-avec Pexposant &k et # avec l'exposant k—1. On définit ensuite K par:

log (1 +1/(K +1)) <17, log(1-+1/K)
log2 o log2

Le nomhre de fagon de choisir »' largement composé entre N ef N
sera d’aprés le lemme 4 majoré par:

: ) K (105;(1-;-11&) V+’7) (1ms)s22
(2 2 I 3 L m
341 ’ ’ exp (2, an o8t < gllos

pour tout %> 0 et N assez grand, cn utilisant (4).

Comme, d'aprés Ramanujan, il y a 0( log X

%_) nombres haute-
loglog

ment oomjposés supéricurs N < X, il existe donc b < 1/2 tel qu'il v ait
an plus elosx?® nombres largement composés < X, pour X assez grand.

_ 5. Conjecture. Sous les deux hypothéses trés fortes formulées & la
fin de [6] la conjecture de Cramer sur le n'®®® nombre premier p,:
s Puyp1—Pp = O(IOgE_p.n)
~et P'mégalité vérifiée pour fout % > 0:

fulog3/2+vlog 5/44wlog?2) = Yo, v, weZ,

1
K () ||+
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on peut choisir dans les lemme 4, pour tout # > 0:

1 (log3f2+10g514_-- _logls/8
4 log2 " loglé —7

<t dans le lemme 1, on peut dans (10) remplacer # par log1h /8 /log16 -+ 1.
A partir de ces valeurs les mémes caleuls donnent la conjecture citée dans
le théoréme,

6. Un probléme de P. Erdés. Lz méthode de minoration de §yX)
permet de répondre & une guestion de P. Erdds: ,,S0it h(n) le plus petit

entier del que d(n+h(n)} > d(n). Montrer que o quantité %Z E(n)
X
n’est bas bornée”.

Dang la construction dn §3, on a, par (10), (19) et {20):
N

h(%(i)) - 'ﬂ:, - R’(i} > _4m3+21}

<n choisissant toujours v = (1 — 6 -—3y%)/2. I vient ensuite:

1 N
= E R{n) = . gleF/2loze]
' () dqp! g3

. n<n’
qui n’est pas borné.
¥nfin, on peat se demander si, entre deux nombres hautement com-
posés conséeutifs assez grands il existe toujoors un nombre largement
GOMposé.
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On a question of Leh.mer and the number
of irreducible factors of a polynomial

by

E. DoBROWOLSEI {Wroctaw)

1. In 1933 D. H. Lehmer [5] posed the following quesbion:
Let a be a non-zero algebraic integer of degree n, ay= a, a5, ..., 4,
ity conjugaies over the rationaly and let

t
= [ [ max{1, 1o}
fex]
Is it true that for every positive ¢ there exists an algebraic integer a such
that 1< M{a)< 1482 '
Clearly, M(c) > 1 and Kronecker’s theorem [3] asserts that M (o) =
implies that a is a root of unity.

" In the ecase where a is not recxprocal (i.e. when o and 1/e are not
conjugate) Lehmer’s question was answered in the negative in 1971 by
C. J. Sroyth [8]. He showed that if §, denotes the real root of the equation
23—z —1 = 0 and e is not reciprocal, then either M (a) = #, or « is 2 root
of unity. This implies the well-known Siegel’s result that 8, is the smallest
PV-number. '

'In the same yvear, P. E. Blanksby and H. L. Montgomery [2] showed

" in the general case that if o is not a root of unity, then

. ' 1
Moy 2 L +52ﬂ10g6n .
An estimation on M (a) of the same order was recently obtained by O. L Bte-
wart [9] who used a different argument. Stewart’s proof is based on a
construction of an anxiliary polynomial with small coefficients.
In this paper we modify the method of Stewart and prove
TaEOREM 1. Let a be non-zero algebraic infeger of degree n. If € is an
arbitrary positive constant and n > ny(e), and

©_floglogm\¥ -
H()< 1+(1~«-s)(°§)g§ ) :

then o 48 @ root of umity.



