- INTRODUCTION.

- A. L’intégrale de Lebesgue-Stieltjes.

Nous admettons que le lecteur connait la théorie de la me-
sure et de l'intégrale de Lebesgue?).

§ 1. Quelques théorémes de la théorie de U'intégrale de Lebesgue ).
Si les fonctions mesurables x,(f) sont bornées dans leur en-

semble et la suite {x.(¢)} converge presque partout dans un inter-
valle fermé [a, b] vers la fonction x (£), on a

b b
) nm&mmfpmw.
n-yoo S,

Plus généralement, 's’il“existe une fonetion sommable o(t)>0
telle que |x.(f)| < ¢ (f) pour z=1,2,..., la fonction limite est
également sommable et satisfait & I'égalité (1). '

Si les fonctions X.(t) sont sommables dans [z, b] et forment
une suite non décroissante, convergente vers la fonction x (£), on

a I'égalité (1), lorsque la fonction x (f) est sommable, et
| \ \ | | ,
lim x,,(t) df =4 oo

1-¥o0,
a

dans le cas contraire.

, ) Cf p.ex. C.dela Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue. Fon-
ctions d'énsemble. Classes de Baire, Paris, Gauthier-Villars (1916),0u H. Lebes-
gue, Legons sur lintégration, 2-me édition, Paris, Gauthier-Villars (1928).
2) Cf p.ex. C.dela Vallée Poussin, 1. cit., p. 49:
S. Banach. Théorie des dpérations lindaires. ‘ 1
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Si la suite {x.(f)} de fonctions & p-iéme puissance sommable
(p > 1) converge presque partout vers la fonction x () et si
, ,

f{x,,(t).)!’ <K  pourtout n=1,2 ...,

a

la fonction x (£) est également & p-iéme puiséance sommable ).

§ 2. Quelques inégalités pour les fonctions & p-iéme puissance
sommable?), | |

La classe des fonctions 2 p-iéme (p > 1) puissance sommable
dans [a, b] sera désignée par (L?). Au nombre p on fait corres-

pondre le nombre g lié avec p par ‘l’équat‘ion %-{——(1}: 1 et por-

tant le nom d'exposant conjugué avec p. Pour p=2 on a donc

egalement qg=2.
Six () C (L) et y(&) C (LW), la fonctlon x (%) - y (¢) est som-
mable et son intégrale remplit I'inégalité

b 1 & 1 b 1

| nydt}\{( [x[-”dt)p-(ij-]th)Q.
a 4 I a a
En particﬁlier; on a done pour p =2:
b & 1 b

Jro|<(foaf (frra)

a a

Si les fonctions x () et y (?) appartlennent a (L(P)), 11 en est
de-mé€me de la fonction x (¢) + y (£) et on a:

foerI”dt) (f; V’dt) A(jmﬂdt)—’l’—

) Ci E. W.Hobson, The Theory of Functzons of a real va '
riable..., 2~
Edltmn, Cambridge (1921/26), vol. I, p. 300. : o

3 Cf. E. W. Hobson,l e, vol. I, p.. 588.
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A ces inégalités correspondent les inégalités arythmétiques
suivantes: '

;Z"az b < (jaaitp)%-(jlbfiq)‘i‘,

1._1 =1 i=1

n 1 n 1 n 1
(el < ( S1akfr +( 1o,
i=1 =1 =1

dont la premiére donne pour p = 2 'inégalité connue de Schwarz:

S <( S (S

i=1 i=1 i=1

Pour toute fonction x (f) & p-iéme (p > 1) puissance sommable
et pour tout ¢ >0 il existe une fonction continue ¢ (¢) telle que

jlx—~<9lf’<el)-

§ 3. La convergence asymptotique‘

La sulte {%x(f)} de fonctions mesurables dans un certam
ensemble est dite asymptotzquement convergente (ou convergente
en mesure) vers la fonction x (£) définie dans cet ensemble, lorsqu on
a pour tout £ >0

lim m E (| 5(6) — % (6)] > ¢) = 02).

Une suite {x.(£)} asymptotiquement convergente vers la fonction
X (£) contient toujours une suite partielle convergente (dans Ie sens
ordmalre) presque partout vers cette fonction.

) Cf p. ex. E. W. Hobsomn, L e, vol. I, p. 250. ‘
2 mE demgne la mesure de I'ensemble £; le symbole E O desugne dune-

facon générale I'ensemble des valeurs de ¢ pour lesquelles se presente la pro-
- priété mise en (). :
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- Pour qu'uné suité {x.(t)} soit asymptotiquement convergente,
il faut et il suffit que 'on ait pour tout ¢ >0 :
lim m E (lxl(t) — xk(t) | > €) =0 1)
A ]
4. La confvergence en moyemze.
Etant donnée une suite {x.(f)} de fonctions & p-iéme puissance
sommable (p > 1) dans [a, 5], on dit que cette suite y est & p-iéme
puissance cornvergente en moyenne vers la fonction x (7) 4 p-idme

puissance sommable, lorsque

I1mflxn(t) —X (t) |7 dt =0

n-yoo

La condition nécessaire et suffigante pour qu’une telle fonction
x () existe, est que l'on ait

lmﬁ&@wm@Vﬂ*'

La fonction x(#f) est alors définie dans,[a, b] d’'une facon
univoque, sauf dans un ensemble de mesure nulle. ,

Une suite de fonctions qui converge en moyenne vers une
fonction x(t) est aussi asymptotiquement convergente vers ‘cette
fonction®) et contient par conséquent (§ 3) une suite partielle qui |
converge (dans le sens ordinaire) presque partout vers la méme
fonction.

§ 5. Lintégrale de Stieltjes”)
Soient x () une fonction continue et a(t) une fonction

a variation bornée dans [a,4]. En subdivisant Pintervalle [a, 4]
 en intervalles partiels & I’aide: des nombres

1) Cf.p.ex. E. W. Hobson,] e, vol. IT, p. 242 — 244,
3 Cf p.ex. E. W. Hobson, L ¢, vol. II, p. 245.
3 Cf. p. ex. H. Lebesgue,l C.y Chapltre XTI,
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a=t,<t;,<ty<...ty=b

et choisissant dans chacun de ces intervalles partiels un nombre
arbitraire ¥; nous pouvons, par analogie avec la définition
de l'intégrale de Riemann, former la somme

S=>x@)[a @) —a (tir)] o0h > %> by,
i=1

On démontre que pour toute suite de subdivisions, pourvu
que leur intervalle partiel le plus grand tende vers 0, les sommes
S ont une limite commune i toutes suites pareilles; cette limite

est désignée par
b

f % (8) da (B)
et dite intégrale de Stielijes.

Cette intégrale a les propriétés sumivantes:

b

f.x @ da(t):~fx(t)¢;ia @),
b ‘ e ’ c

fx(t) da (£) +fx(t) do (&)= (% (8) do (B),
. b '

Q aQ

b

‘ b b
| f [%,(8) + x(B)] dex (£) = f x(8) do (B) + [ %a8) do 2).

a

Le premier théoréme sur la valeur moyenne s’exprime ici
par Pinégalité ‘ |

{fx(t)dm(t)%{MV,

oli M désigne la borne supérieure de la valeur absolue | x @)|etV
la variation totale de la fonction « (f) dans [a, &].
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Si la fonction « (f) est absolumehtkcontinue, on peut exprimer
Vintégrale de Stieltjes par celle de Lebesgue comme il suit:
p |
f x (¢) do () = f x (t) o/(t) dt .
a a R -

Si a (f) est une fonction croissante (c. &. d. que l'on a toujours
a (£ < a (£") pour a < t'<t" < b) etsil’'on pose pour tout nombre
s de I'intervalle [o (a), « (8)]

()= a+borne sup £(s > (4),

on obtient:

o a(b). o
@ f x (t) d o (t) —_~fx [8 ()] ds?).
@ -

Démonstration. Nous avons par définition de B (s):
@) 0 Bla@l=t powr a<t<h,

La fonction B(s) étant par hypothése croissante et 'admettant comme
valeurs tous les nombres de Iintervalle [a, b] oi‘i, d’aprés (3), a =B [a (a)] et
b=8a(b)], elle est une fonction continue. Il en résulte que la fonction
" x[B(s)] est également continue. |

Considérons une subdivision (0) de [a, 5] donnée par les nombres a = teZ
<tH<..<f,=b et posons a(t) =49, pour i=1,2, .y .. Nous avons

&,

]i = | x [B (.S‘)] ds = (&l — '8;1'..«1) X ('S'i,) y

i1

ol 3/ =B(s;) et ¥, _; <8/ < ¥;. Evidemment B (9;_,) 8 <Si') =9,/ <B(¥) En
vertu de (3) on a B(8,_) =R« (t;_P))=t;_, et d’une fagon analogue B (%) == £,
Par conséquent S
g < <Y,
done
Li=x@)[a () —a (¢,

) Gt H Lebesgue, 1 c., p. 258 — 260,

<]
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d'ott
-a(t)
@ [ﬂ%ﬂm—jfﬁizkwuun~aqu
a(a) i=1 i=1

b
Or, cette derniére somme tendant vers / x (fy de (f), lorsque la longueur
. S
maximum des intervalles de la subdivision (3) tend vers 0, Végalité (4) donne
Végalité (3), q. 1. d.

Ceci établi, si I'on admet que o (f) est une fonction quel-
conque & variation bornée, on peut la représenter toujours
comme une différence o (f) — a,(¢) ol les fonctions a,(f) et uy(f)
sont croissantes; en désignant comme auparavant par Bi(s) et B,(s)
les fonctions correspondantes, nous obtenons

b

j x (2) da (b) = fx (8) doy(F) — fb x (2) déz(t) =

a

24(b) Goa(b)
— [ [oa()] s — f a, (s)] ds.
oy(a) %y(a) ’

S1 les fonctions xn(t) sont contmues et bornées dans Ieur‘
ensemble et la suite {x,(f)} converge partout vers une fonction
continue x (), on a pour toute fonction « (£) & variation bornée

b

.
lim | () do () =. f x (£) do (),

Ny
car
G1(b) &1(b) G.(b) . - Os(d)
lim Xnl8, ()] ds = [ % [Bu(s)] ds et lim [ x[By(s)] ds = f %a[B,(5)] ds.
a,(a) | o,y {a) A “2(‘1) Ga(a)

§ 6. Le théoréme de Lebesgue.
Notons encore le théordme suivant. .
- Pour qu’une suite de fonctions sommables {xa(t)} o0 0 < £ K< 1
remplisse I’égalité o
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1

lim [ (&) 5t) dt =0
n—yoo
0

pour toute fonction « (f) mesurable et bornée dans [0, 1], il faut
et il suffit que les trois ‘co,nditions suivantes se trouvent simulta-

nément satisfaites:
1

1° la suite { f [ x4(0) | dt} est bornée,

2° pour tout £>0 il existe un >0 tel -que tout sous-
ensemble H de [0,1] de mesure <7 donne lieu a linégalité

i/-xn(t) dat : <&, quel que soit n=1,2,...,,
4 .

3"'1im‘/xn(t) dt =0 pour tout 0 <2< 179).

n—yoo 0

Nous connaitrons dans la suite d’autres théorémes de ce genre.

B. Ensembles et opérations mesurables (B)
| dans les espaces métriques.

§ 1. Espaces métriques.
Etant donné un ensemble non vide E, on dit qu’il coﬁsti'tue |
un espace métrique ou espace (D), lorsqu’a tout couple ordonné X, ¥

de ses éléments correspond un nombre (x, y) satisfaisant aux con-
ditions 1) B

1) (5, %) =0, (x,)>0 lorsque' X £y,
2) (x,3) = (%), |
3) (%,2) <(x,9) + (1, 2).

') H. Lebesgue, Annales de Toulouse 1909.

') Les trois conditions 1)~ 8) peuvent étre remplacées par les deux
suivantes: 1%) (x,y) = 0 dgquivaut & x=y, 2% (x,2) < (x,y) (z,¥). Cf. A. Lin-

de;ﬂ)aum, Sur les espaces métriques, Fundamenta Mathematicae VIII (1926),
p. 211 | “
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Le nombre (x,y) s’appelle distance des points (des éléments)
x,y. Une suite de points {x,} est dite con-vergente 1), lorsque
(%) ‘ - Lim (%, %) = ’
P, g->eo |
on I'appelle convergente vers le point x, (ce qu’on'écrit lim x, = Xx,),
lorsque . | i
(6) lim (e, X0) =0
Nn—yeo
Le point X, porte alors le nom de limite (ou de point-limite)
de la suite {x,}. | |
Il est facile de voir que la relation (6) entraine (5), car on
a toujours .
(xpsxq} < (xﬂﬁ ‘xﬂ) + (xlh .?Co) .

Par conséquent, une suite convergente vers un point est par
cela-méme une suite convergente; bien entendu, la réciproque
n’est pas toujours vraie. "

L’espace (D) "a propriété que toute suite convergente y con-
verge vers un certain point est dit complet. |

L’espace'(D) tel que toute suite infinie de ses points con-
tient une suite convergente vers un point s’appelle compact.

Les espaces euclidiens constituent autant d’exemples des
espaces (D) complets. Nous en allons énumérer ici une série
~d’autres exemples importants. |

1. Soit (S) lensemble des fonctzons meszzrables dans linter-
“valle [0 1]. Falsons correspondre a tout couple ordonné x y
d’éléments de cet ensemble 2y le nombre

xO=y®L 4
) f1+1x(t>—-y(t>1 | a

1) Les suites convergentes dans notre sens sont appelées d’habitude
,suites satisfaisant & la condition de Cauchy®, c. 4. d. précisément 2 la con-
dition (5). ‘ ‘

2) . Nous posons: x—x(t) et y =y (f), resp. x, = x, (t) et x, == x, ({),dans
tous les exemples oit x et y, resp. x, et x, sont des elements d’un ensemble
de fonctions.
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On verlfxe facilement que les conditions 1) —3), enoncees‘
plus haut pour la distance, ge trouvent remplies. En effet, quant
aux conditions 1) et 2), c’est évident (nous ne distinguons pas
entre les fonctions qui ne différent que sur un ensemble de me-
sure nulle) et pour se convaincre que la condition 3) est égale-
ment réalisée, il suffit de remarquer que I'on a pour tout couple

de nombres arbitraires g, b:

lat+b] _ lal  _[B]
i+]atb] 1+]a] 14]8]

Ainsi ,,métrisé"‘, ensemble (S) forme donc un espace (D);
cet espace est complet,’ car la convergence d’'une suite {x,} de
ses points (vers un point x,) s’y raméne a la convergence en
mesure de la suite des fonctions {_x,l(t)} (vers la fonction xo(Z)
dans [0, 1}. | |

/

2. Soit (s) l'ensemble de toutes les suites «de nombres. Posons
pour tout couple ordonné x,y de ses éléments’):

|En 7)rzl
(%, ) Zzn T4 (6]

L’ensemble (s) forme alors un espace (D) complet. En effet,
la convergence d'une suite de points. {Xx.}, resp. sa convergencé
vers un point x;, y signifie (en posant x, = {{,(™} et x, = {¢,})
que pour tout 1 naturel chacune des suites {t m} est convergente,v |
resp. converge vers &, 4 mesure que m tend vers I’infini.

3. Soit (M) .l’ezzsemble des fonctions mésurables et bornées‘
dans [0,1]. Sil'on pose pour tout couple x, y de ses éléments

. x’ — « . ) _—'
(x, y) = vrai xorgéllmum x @) —y @),

1) Nous | posons x = {&,}

et y= dans - i
ces de suites. {"In’} s -tous les exempleg des espa
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on en obtient un espace (D) complet. La convergence d'une suite
de points {x.} (vers un point xo) s’y traduit par la convergence

uniforme presque partout‘ dans [0,1] de la suite des fonctions
{x.()} (vers la fonction x,(f)).

4. Soit (m) Plensemble des suites bornées de nombres. En
posant |

(x,y) = bolglzjup ]Enfnn],

on obtient d'une fagon évidente de (m) un espace (D) complet.

5. Soit (C) l'ensemble des fonctions continues dans [0,1]. Po-
sons pour tout couple X,y de ses éléments

(x,3) = max| < () — @)

I’ensemble (C) forme alors un espace -(D) complet; la conver-
gence d’'une suite de ses points {x.} (vers un point xa) se ra-
mene a la convergence uniforme dans [0,1] de la suite des fon-
ctions {x.(£)} (vers la fonction xu(?)).

6. Soit (c) Uensemble des suites convergentes de nombres. En
définissant pour tout couple X,y de ses éléments leur distance
(x, y) tout comme nous I'avons fait dans I'ensemble (m), on voit
facilement que l’ensemble (¢) forme également un espace (D)
complet.

7. Soit (C‘(P)) l’ensenible des fonctions a p—iém.e dérivée conti-
nue dans [0,1]. En posant |

(x,9) = maXIX(t) y(t)l+maXlx“’)(t) y‘f”(t)l,

nous en obtenons un espace (D) complet. La condition nécessaire
et suffisante pour qu'une suite de points {x.} y soit convergente
(vers un point ‘x;) est que la suite des fonctions {xn(t)},~ de-méme
que celle des fonctions {x,P)(2)}, convergent unlformement dans
[0,1] (la premiére vers la fonctlon xo(t) et la seconde vers la
fonction x)(%)). |
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8. Soit (L") ot p > 1 Pensemble des fonctions & p-iéme puis-

sance sommable dans [0, 1]. En posant
1 1
' p
<x,y)=Uix<t)-—y<t>1p] ,

0 . :
nous voyons que Pensemble (L) devient un espace (D) complet.
Pour qu'une suite {xn.; de ses points soit convergente (vers le
point x), il faut et il suffit, que la suite de’s'fonctions {x.()}
soit dans {0, 1] & p-iéme puissance convergente en moyenne (vers
la fonction xo(f)).

9. Soit (I®) ot p > 1 lensemble des suites de nombres tels

[=~3

que la série Y
n=1

x,y de ([®)

wn |

t.7 est convergente. En posant pour les éléments

- L
(x,y)=[215n—nnl%’jp,

n=1
on en obtient un espace (D) complet.

10. L'ensemble des fonctions analytz’z;ues f(2) uniformément
continues dans le cercle |2 <1 forme un espace (D) complet,
lorsqu’on définit la distance de deux fonctions f(2) et ¢ (2) comme

max | f(2) — ¢ (2)].
it

Il est 2 remarquer que Pon peut définir les ensembles des
fonctions & n wvariables correspondant aux exemples 8, 5, T et 8.

§ 8. Ensembles dans les espaces métrigues.

Soient £ un espace (D) quelcoﬁque et G un ensemble arbi-
traire d’éléments (de points) de E. ’

Un point X, est dit point d’accumulation de 'ensemble G, lors-
quil existe une suite de points {x.} telle que x, ==X, (G

pour tout n et que 1i_>m Xn = %, L'ensemble de tous les points
‘ oo . v : ) ‘
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d’accumulation de G s’appelle son ensemble derwe et on le dési-
gne par G'. L’ensemble

G=G+a

porte le nom de fermeture de I'ensemble G; I’ensemble G s’ap-
pelle fermé, lorsque G' (C G et il s’appelle parfait, lorsque G' = G.
On dit d’'un ensemble G qu’il est owvert, lorsque son complémen-
taire (c. & d. I’ensemble £— G) est un ensemble fermé. Tout
ensemble ouvert s’appelle aussi erztoarage {ou woisinage) de cha-
cun de ses points.

Etant donné un point x, (C E et un nombre 'r(, >0, l’ensembie
de tous les points x tels que (x, x,) < 7, s’appelle une sphére et
celui des x tels que (x,x,)<r, s’appelle une sphére ouverte; le
point x, est dit centre et le nombre r, rayon de cette sphére, resp.
de cette sphere ouverte. On dit d'un ensemble G, qu'il est dense,
lorsque G = E et qu’il est non dense, lorsque G ne contient aucu-
ne. sphére.

- I’espace E est dit separable lorsqu 11 contient un ensemble
dense dénombrable. Il est facile de voir que fout espace métrique
compact (c. & d. dont toute suite infinie de points eorment une
suite convergente; cf. p. 9) est séparable.

Un ensemble G est dit de I-e catégorie, lorsquil est une
somme dénombrable d’ensembles non denses; dans le cas contraire
il est dit de I-e catégorie. Un ensemble G est de I-e catégorie dans
un point x,, lorsqu’il existe un entourage V de x, tel que 'ensemble
G-V est de I-e catégorie; si tous les entourages du point X, sont
dépourvus de cette propriété, on dit que I'ensemble G est de [l-e
catégorie an point x,.

On peut démontrer le suivant

Théoréme 1. Si uan ensemble G situé dans un espace métri-

que quelcongue E est de Il-e catégorie, il existe dans E une sphére
K telle que l'ensemble G est de Il-e catégorie en tout point de G-K*).

) Pour la démonstration voir S. Banach, Théoréme sur les ensembles
de premiére catégorie, Fundamenta Mathematicae " XVI (1930), p. 395.
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Admettons & présent que E soit un espace (D) complet. Nous

allons démontrer le
. Lemme. Etant donnée dans E une suite {K,} de sphéres de
fayoﬂs ra telles que Knpy (C Ky pour tout n=1,2,... et }g& tn=0,
il existe un point commun & toutes ces sphéres.
Démonstration. Soit x, le centre de la sphére K,. On a par
hypothése pour p <g naturels x, C K; C K,, d’ou

(7) | ' (Xpy Xg) < 1

11 en‘résul’ciehque la suite de points {x.} est convergente.

En posant (I'espace E étant complet) lim £ = x,, ona pour p <_ ¢ se-
‘ n—yoa !

lon (7) (xp, x,) < (%5, x5) + (x4, x0) < 1o+ (X %), d'oU (Xp, %) < 7 2
Or, p étant arbitraire, le point x, appartient a toutes les sphéres
K., c q. t d | : |
Une simple conséquence de ce lemme est le
Théoréme 2. Tout espace métrique et complet E est de [l-e
catégorie. ‘-
Démonstration. Supposons par contre que

®) E=)G,,
. on=1
ol chacun des ensembles G, est non dense. II existe par ‘conséquent ,
une suite de sphéres {K,} de rayons {r,} & propriétés suivantes:
KirGi=0, <1 et KosC Kn, Kuga- Goys = 0, o <
B ' . . . l n *
~ En vertu du lemme, il existe done un point x, qui ap-
partient & toutes ces sphéres. Or, comme K,-G,=0 pour tout
n=1,2..., ce point ne peut appartenir A aucun E,, contraire-
ment & (8). '

- 'Sqit maintenant £ un espace (D) quelconque et £* un ensemble
arbitraire de points de £. Si I'on conserve pour les élements de F*
la méme definition de la distance que celle adoptée dans I'espace
| E, on obtient de E* également un certain espace (D). |
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Considérons un ensemble G (_ E*. S’il est p. ex. non dense,
lorsqu’'on I'envisage dans Pespace E*, om dit qu’il est non dense
par rapport & (Uensemble) E*; ce n’est que dans le cas o F*¥*=FE
que nous omettons d’habitude les mots spar rapport a (I’ensemble)
E*", On fait de-mé&me, lorsqu’il s’agit des autres définitions
qui ont été introduites au début de ce §.

Le théordme 1 implique que si Pensemble G est de I-e caté-
gorie dans tous ses points par rapport a4 E¥*, il est de I-e caté-
gorie par rapport & E* D’une facon analogue, le théordme 2
implique que lorsque I’espace métrique E est complet et l’en-
semble E* est fermé, cet ensemble est de I-e catégorie par
rapport a lui-méme.

Considérons dans un espace (D) arbitraire E la plus petite
classe K d'ensembles de cet espace satisfaisant aux conditions
suivantes: y ' |

1) tout ensemble fermé appartient 3 K, |

2) toute somme dénombrable d’ensembles appartenant a K
appartient & K,

3) tout complement d’'un ensemble appartenant 4 K appar-

tient 4 K |
| Les ensembles de la classe K s’appellent ,,ensembles mesurables
(B)”. On dit d’'un ensemble G qu'il remplit la condition de Baire,
lorsque tout ensemble parfait P (= 0) contient un point x, tel
qu'au moins un des ensembles: P-G et P — G est de I-e catégorie
dans le point x, par rapport a P.
On a le |

- Théoréme 3. Tout ensemble mesurable (B) remplit la condztzon
de Baire?).

§ 9. Opérations dans les espaces métriques.

Soient £ et E; des ensembles non vides arbitraires. Si I'on
fait correspondre a tout élément x (C F un certain élément de E,

1) Pqur Ia démonstration cf. S. Banach, L. c., p. 398.
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on dit qu'une opération est définie dans Vensemble E. IL’élément
le waleur de cette opération en x;

rrespondant 4~ x s’appel
Fensen ensemble. des valeurs

¥
Pensemble E porte le nom de domaine et 1
celui de contredomaine de lopération considérée. Dans le cas
particulier oit les valeurs de 'opération donnée sont des nombres,

on ’appelle d’habitude une fonctzonfzelle

Ceci dit, admettons que I’ensemble E constitue un espaoe (D)
et soit U (x) une opération ayant E pour domaine el un certain
espace (D) pour contredomaine. - L’opération U (x) s’appelle con-
tinue an point x,, lorsque, pour toute suite de poinls {x,} conver-
gente vers le point %, on a lim U (x,) = U (%); Popération U (x)

n-yoe

s’appelle continue dans E, lorsqu’elle I'est en tout point de cet
espace. Etant donnée une suite d’opérations {U,(x)} et une opé-
ration U,(x) définies dans E et les contredomaines de toules ces
opérations faisant partie d’'un méme espace (D), on dit que cette
suite d’opérations est comergente an point x, vers l'opération
Uy(x), lorsque la suite des valeurs U,(x,) converge vers U, (x,);
la suite d’opérations {Un(x)} est convergente dans E vers lopéra-
tion U, (x), lorsqu’elle I'est en tout point de E. 8i la suite d’opé-
rations {Un(x)} est convergente dans £ vers 'opération U,(x),
cette dernidre opération s’appelle limite de {U,(x)} dans E. Au
lieu de dire ,opération continue dans E”, on dit plus court , 0P~
ration continue®, lorsqu’il est entendu de quel espace il s’agit;
on fait de-méme pour les autres termes

~ Soit Kla plus petite classe d’operat;ons (ayant pour domaine
commun un espace (D) donné E et pour contredomaines respectifs

des ensembles sitiés également. dans un cerlam espace (D)) qui
satisfait aux conditions: -

1) toute opération continue appartient 3 K

- 2) toute limite d’une suite convergente d’opérations qui
appartiennent & K appartient a K.

| Les operatlons de cette classe portent le nom d’,opérations
mesurables (B)*, : |
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On dit d'une opération U(x) i domaine £ et & contredo-
maine étant également un espace (D) qu'elle remplit la condition
de Baire, lorsque dans tout ensemble parfait non vide P( E il
existe un ensemble G de I-e catégorie par rapport & P et tel que
Popération U (x), considérée dans l’espace P — G, est continue
dans cet espace. ”

On a le

Théoréme 4. 7oute opération mesurable (B) remplit la con-
dition de Baire?). :

 On peunt démontrér également le

Théoréme 5. Si lopération U (x) - définie dans l’espace E
"y est une limite d’opérations continues, il existe dans E un ensemble
G de e categorze tel que lPopération U. (x) est continue en chaque
point de Pensemble E — G. |

Le théoréme suivant établit une relation entre les ensembles
mesurables (B) et les opérations mesurables (B); soient E Tespace
(D) oit elles sont définies et E; l'espace qui contient leurs valeurs.

- Théoréme 6. L'opération U (x) étant mesurable (B), pour
tout ensemble G, (_ E, mesurable (B) l’ensemble G des points x tels
que U (x) (_ G, est mesurable (B)?). h

Théoréme 7. Si les espaces E et E, sont séparables et lopé-
ration U (x) est continue dans E, alors les images des ensembles
G (C E mesurables (B) remplissent la condition de Baire. Si, en
outre, x == x' entraine tonjours U (%) == U ('), les zmages des en-
sembles mesurables (B) sont aussi mesurables (B).

La premiére partie du théoréme résulte du fait que ’image
continue d’un ensemble mesurable (B) est toujours un ensemble
‘ainsi dit ,analytique®?) et que tout ensemble analytique remplit
la condition de Baire?). La démonstration de la deuxiéme

1) Pour la démonstration cf. S.Bana eh, 1. e, p. 397.

) F.Hausdoriff, Mengenlehre, Berlin und Leipzig 1927, p. 195, 1L

) Cf.p.ex. F.Hausdorff L ¢, p. 179, 208 et 209, II. _

Yy Cf. 0. Nikodym, Sur une propriété de lopération A, Fundamenta
Mathematicae VII (1925), p. 149—154; la démonstration pour les espaces euecli-

S. Banach Théorie des opérations linéaires ‘ ‘ . 2

e
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partie du théoréme se trouve aussik dans le livre de F. Haus-
dorffl).

Théoréme 8. Si les ope’rdtions U'(x) et U'(x) sont mesura-
bles (B), la fonctionnelle (U'(x), U"(x)) Vest également.

La démonstration résulte du fait que si les opérations U'(x)
et U'(x) sont continues, la fonctionnelle (U'(x), U"(x)) est aussi
continue et que pour tout point y, C E; la fonctmnelle (v, ¥o) =
(3s»y) est continue dans E|,

Théoréme 9. {Un(x)} étant une suzte d’opérations mesurables
(B), lensemble des points oi cette suite est confvergente est un
ensemble mesurable (B). |

Démonstration. Soit pour p,q et r naturels Gp,q,r 'ensem-
ble des points x tels que (Uy(x), U,(x)) < -} En vertu des thé-

oi-émes 6 et 8 les ensembles G, ,, sont mesurables (B). Or,

ona G= [] Z' H Gp, ¢,r, donc G est mesurable (B).

r=1 p=1 g=p

Théoréme 10. {U'n(x)} et {U",(x)} étant des suites d’opéra-
tions mesurables (B), si pour tout x (" E on a Iun (U'n(x), U's(x))< oo,

la fonctionnelle hm (Un(x), U'n(x)) est meszzrable (B).

Démonstration. Posons pour tout couple de nombres naturels
P, q et pour tout point x:

Fp g (x) = plggépgﬁ (%), U' 'n(x))

On a évidemment pour tout x:

e

EIE (Un(x), U'n(%)) = lim lim F,, , (x).

diens, qui s’y trouve, s'applique facilement au cas général, lorsqu’on tient

compte du théoréme précité sur leg ensembles de I-e catégorie (S. Ban ach,
L ¢, p. 395). ‘

) L e, p. 208, I
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Il suffit donc de montrer que chacune des fonetionnelles Fp, 4(x)
est mesurable (B). Or, d’aprés le théoréme 8, chacune des fon-
ctionnelles £} 1(x) = (U'y(x), U",(x)) est mesurable (B) et comme
on a pour tout g > 1:

Fp, g41(x) = Fp 4(x) + Fpiq, l(x) + | Fp, o(X) — Fpyqg,1(x) ls

on -en conclut par induction, en appliquant encore le théordme 8,
que toutes les fonctionnelles F, ,(x) sont mesurables (B).
Théoréme 11. Etant donnée une suite de fonctionnelles conti-
nues et non-négatives {Fn(x)} telles que l'on a lim Fn(x) < oo pour
-0

tout élément x d’un ensemble G (_ E de IlI-e catégorie, il existe une

sphére K(_E et un nombre N tel que Fu(x) < N pour tout x C K
et pour tout n=1,2,.

Démonstration. Les ensembles (; des points x tels que

&~

Fu(x) <ipourn= 1 2,. sont évidemment fermés eton a G C 5’ G;
z'=1

il existe donc un mdlce N tel que Gu est de II-e catégorie. Com-

me ensemble ferme, il contient par conséquent une sphére K en -

question.





