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Uvod

Na druhé stranée si vSak myslim, Ze mohu klidné prohldsit, Ze
kvantové teorii nerozumi nikdo.

Richard Phillips Feynman (1918-1988)

Zakony termodynamiky lze snadno obdrZet z principi statistické
mechaniky, nebot jsou jejim neuplnym vyjddrenim.

Josiah Willard Gibbs (1839-1903)

Proc¢ nam priroda dovoluje uhodnout z vliastnosti jedné cdsti
chovant zbytku? Jde o nevédeckou otazku. Nevim jak na ni
odpovédét jinak neZ zcela nevédecky. Myslim, Ze je to tim, Ze
dulezitou vlastnosti prirody je jednoduchost — a proto je velmi
krdsnd.

Richard Phillips Feynman (1918-1988)

vvvvvv

a statistické fyziky. Na rozdil od standardnich soucésti zdkladniho vysokoskolského kurzu fyziky
pro ucitelské studium (mechanika, molekulova fyzika, elektfina a magnetismus, optika, atomova
fyzika) jde o discipliny, které maji vice teoreticky charakter a k jejich zvladnuti je pot¥eba alespon
do jisté miry si osvojit piislusny matematicky aparat a zvyknout si na formalismus, s nimz se
pri vypoctech pracuje. Jsme vSak presvédceni, ze alesponn minimalni kvalitativni porozumeéni radé
modernich technickych aplikaci je bez zvladnuti téchto disciplin nemozné. Vzhledem k doporucené
névaznosti moduli zpracovanych v rdmci projektu zde predpoklddédme znalost zakladid mechaniky
a fenomenologické termodynamiky véetné vyznamu termodynamickych potenciali.

Ve vymezeném prostoru neni mozné pokryt vSechna témata vycerpavajicim zptsobem, na radu
z nich se nedostane viubec. Nastésti existuje fada kvalitnich a dostupnych ucebnic (napf. [5, B,
15, 40, 42]), proto jsme se pii vykladu soustfedili na zakladni pojmy a predstavy, jez by nemély
uniknout pozornosti a jez si zvidavy ¢tenar mize snadno doplnit a rozsitit v prislusnych pramenech.
Cast vénovana statistické fyzice vychézi ze studijniho textu [38] aktivné po nekolik let pouzivaného
ve vyuce na PiF UP.

Radi bychom podékovali obéma recenzentiim za cenné pripominky a podnéty k vylepSeni textu.
Text bude volné dostupny v elektronické podobé na strankach projektu http://mofy.upol.cz.
Velkou vyhodou elektronickych materiala je, Ze mohou byt pribézné dopliovany a vylepSovany.
Budeme proto ¢tenaitim vdécni za jejich komentéare a upozornéni na pripadné chyby.

Olomouc 15. ledna 2013 Autofi
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Kapitola 1

Langrangeovy a Hamiltonovy rovnice

Vstupni branu pro kazdého, kdo che porozumét moderni teoretické fyzice, tvori teoretickd me-
chanika. V jejim ramci vznikly zejména béhem 18. a 19. stoleti zakladni pojmy a metody, jez
se v jiném kontextu a odlisnych souvislostech vyuzivaji i modernich fyzikalnich teoriich, vcetné
kvantové a statistické fyziky, jimz se tento text prevazné vénuje.

Jiz Newtonuv soucasnik Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) pfisel s mySlenkou, ze k popisu
pohybu c¢astice i soustavy Céstic staci pracovat s charakteristickymi skaldrnimi veli¢inami typu
prace a kinetické energie. Uvahy tohoto druhu dale rozvijela fada matematiki a fyziki, zejména
Johann Bernoulli, Joseph Louis Lagrange, Leonhard Euler, Jean le Rond d’Alembert, Pierre Louis
Maupertuis, Pierre Stmon Laplace, Carl Friedrich Gauss a William Rowan Hamilton. Pfipomenme,
ze princip vychézejici z podobného zékladu pro Sifeni svétla odvodil jiz v roce 1658 Pierre de Fer-
mat. V teoretické (nebo téz analytické) mechanice principem rozumime zpravidla skalarni rovnici
(popf. nerovnost), v niz pozadujeme, aby ur¢ita funkce nebo funkcional nabyvaly extrémni (staci-
onarni) hodnoty. Z této podminky pak lze odvodit pohybové rovnice soustavy nebo podminky jeji
rovnovahy. Kazdy princip tak stanovi kritérium, podle néhoz muzeme urcit, jakym zpisobem se
realizuje skute¢ny pohyb soustavy nebo jeji stav.

Na prikladu Fermatova principu vidime i jistou teleologickou stranku obecnych principt. Svétlo se
SIF{ mezi dvéma body tak, aby vzdéalenost mezi nimi prekonalo v nejmensim mozném case, zda se
tedy, ze paprsek se ,,chova nanejvys tsporné&’; podobnych ptikladi lze jisté nalézt vice (napf. sta-
bilni rovnovaznou polohu charakterizuje minimum energie). Podle Leibnitze, Eulera a fady dalsich
vyse zminénych matematiki se v takovém principu odrazela metafyzicka ,jaspornost” a ,ekonomic-
nost* samotného Boha (pfipomenme v této souvislosti znamy Leibnitziv vyrok, Ze nas svét je ten
Hamiltontv princip, jsou piikladem tzv. integrdlnich principi. Pti nich zkouméme hodnoty veli¢in,
funkci a chovani soustavy béhem urcitého kone¢ného ¢asového intervalu. Pokud se zajiméme jen
o malé elementy drahy v jediném libovolné zvoleném okamziku, pracujeme s principy diferencidl-
nims (napf. princip virtualni prace nebo d’Alembertiv-Lagrangetuv princip). V ramci tohoto textu
se jimi nebudeme podrobnéji zabyvat, ¢tenarim s hlubsim zajmem o tuto problematiku muzeme
doporucit fadu dostupnych uéebnic a studijnich textw, napt. [2-4, [, 16, 17, 23, 37, 44].

1.1 Shrnuti zakladnich pojmt mechaniky

Nejjednodussim mechanickym objektem je takovy objekt, ktery v matematickém schématu muze-
me charakterizovat bodem. Takovy objekt nazyvame cdstici (hmotngm bodem). Samotny pojem
Castice je relativni — mnohdy, napt. v astronomickych tvahéch, pokladame planety za cCastice.
Mohli bychom tedy fici, Ze za ¢éastici budeme povazovat takovy mechanicky objekt, jehoz velikost
a vnitini struktura je zanedbatelné pii feSeni dané fyzikalni tlohy. V mechanice pracujeme podle
studovaného s riaznymi modely soustav ¢astic — neinteragujici ¢astice, soustava ¢astic podrobenych
vazbam (omezenim pohybu), tuhé téleso, kontinuum atd. V kvantové a statistické fyzice pak ¢as-
ticemi nejéast&ji rozumime elementarni ¢astice hmoty a z nich slozené objekty (protony, neutrony,
elektrony, jadra helia atd.) nebo kvanta zareni (fotony).
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1. LANGRANGEOVY A HAMILTONOVY ROVNICE

1.1.1 Dynamika ¢astice a reSeni pohybovych rovnic

Zéklad dynamiky tvofi tii znamé zékony formulované v 17. stoleti Isaacem Newtonem. Tyto zako-
ny, ziskané zobecnénim experimentalnich fakta staci k ucelené logické vystavbé klasické mechaniky
a Casto byvaji proto nazyvany zdkladnimi axiomy mechaniky.. Pro tplné logické vybudovani mecha-
niky bez dalsich predpokladii je tfeba pridat jesté aziom o nezdvislosti silového piisobeni (princip
superpozice):

Piisobi-li na castici soucasné nékolik sil, je vysledné zrychleni rovno vektorovému
souctu zrychlent, udélovanijch castici jednotlivyma silams.

Tento axiom (jehoZ platnost se ovsem zpravidla predpoklada) spolu s prvnimi tfemi Newtonovymi
zédkony tvori tiplnou soustavu zdkladnich axiomi mechaniky.

Zakladni problémy, s nimiz se v dynamice setkdme, mizeme v podstaté rozdélit do dvou skupin.
Prvni skupinu tvofi tulohy, pfi nichz méame zadan pohybovy zakon pro ¢astici (tj. kinematické
pohybové rovnice) a mame urcit silu, kterd pohyb ¢astice zpisobuje. Tento problém se nazyva

pruni zdkladni ulohou dynamiky. Jako druhou zdkladni tilohu dynamiky oznacujeme tlohu najit
kinematické pohybové rovnice ¢éstice, zname-li silu, ktera na ¢astici ptisobi.

Studujme nejprve prvni tlohu dynamiky. Méjme zadan pohyb Castice s hmotnosti m rovnici
r=r(t).

Silu, kterd tento pohyb zptsobuje, uréime ze 2. Newtonova zakona
F =mr.

Takto jsme ovSem nezjistili nic o podstaté sily, o tom, zda zavisi na rychlosti Castice, jeji polo-
ze apod. Pro podrobnéjsi analyzu potfebujeme védét, jakou polohu ry a rychlost vy ma castice
v néjakém pocatec¢nim okamziku ¢ = 0, tedy musime znét tzv. pocateéni podminky. Pak mtzeme
psat

r=r(tryvy) (1.1)
a odtud
r=v=v(trovy), (1.2)
takZze konedéné
F :mr(t, I’07V0). (13)

7 rovnic ([L.1]), (.2) a (.3) nyni mizeme vyloucit konstanty ro a v, ¢imz dosp&jeme k hledané
zavislosti

F=F(tr,v). (1.4)
P1i feseni prvni zakladni tlohy dynamiky se uziva jen derivovani a algebraické operace, takze
z matematického hlediska nenf toto feSeni nijak obtizné.

Podstatné vétsi pozornost se vénuje druhé zakladni tloze dynamiky, tj. uréeni pohybu, znédme-li
silu, ktera jej vyvolava. Tato tloha spociva vlastné v feSeni diferencialni rovnice druhého fadu

d*r
— F 1.5
M (1.5)
reprezentujici tfi rovnice pro kartézské slozky vektoru
d2$i .
mE = X; 1 =1,2,3, (1.6)



1.1 SHRNUTI ZAKLADNICH POJMU MECHANIKY

kde X, X5, X3 jsou slozky sily F' do soutfadnicovych os x1, xo,x3.

Za obecny integral rovnice (@) oznacujeme funkci r, kterd vyhovuje této rovnici a obsahuje dvé
vektorové konstanty
r:r(t,Cl,Cg). (17)

Zaménime-li hodnoty konstant, dostaneme vzdy novy pohybovy zakon, ktery vSak bude patfit do
téze tiidy pohybi. Fyzikalni vyznam této neurcitosti je v tom, ze pohyby c¢éstice vyvolané toutéz
silou se mohou vzajemné liSit v zavislosti na pocate¢nich podminkéch, tj. podle poc¢ateéni polohy
a pocatecni rychlosti ¢astice. Pro tplny popis pohybu néjaké konkrétni ¢astice musime proto kromé
pohybové rovnice () znat jesté jeji polohu 7y a rychlost vy v néjakém pocateénim okamziku t.
Dosazenim téchto pocate¢nich podminek do (@) obdrzime dvé rovnice

ro=r(ty, Cy,C,),

Vo = i‘(t07 Cla C2)a
z nichZ muZeme urdcit

C,=C, (to,ro,vo),

C2 = C2 (t07 ro, VO)

a dosadit do ([L.7), ¢im# dostaneme feseni rovnice ([L.5), vyhovujici danym pocateénim podminkam
— tzv. partikularni integral
r=r(tto,ro,vo) (1.8)

Mnohdy je obtiZné najit obecné fegeni rovnice ([L.5), ale da se najit zévislost typu
¢ (t,r,r)=Cy, (1.9)

ktera jiz neobsahuje r a je splnéna identicky pro kazdé r vyhovujici rovnici (@) Takovou funkci
¢ nazyvame pronim integrdlem rovnice (@) Je-li prvni integral pohybové rovnice znam, redukuje
se integrace (@) na nalezeni feSeni rovnice 1. fadu typu

r=e(tr,Cy)
vyplyvajici z (@) Podaii-li se ziskat dva nezavislé prvni integraly
¢1(t,r,i‘):C1, ¢2(t,r,i):C2, (110)

lze z nich vylou¢enim r dostat obecné feSeni (), pripadné je miZzeme povazovat za parametrické
vyjadreni tohoto FeSeni, pficemz jako parametr zde vystupuje pravée r.

Pro jednu céstici lze obecné feseni pohybovych rovnic najit v celé fadé konkrétnich pripadu, pfi
riznych typech ptisobicich sil. Za urcitych predpokladii lze nalézt feSeni i pro pohyb dvou vzajemné
na sebe pusobicich ¢astic. Avsak pro systém tii a vice ¢astic se jiz obecné fesSeni prakticky najit neda,
vyjma nékterych znacné zjednodusSenych tloh. Vétsinou je nutné pouzit nékterou z pribliznych
numerickych metod. Velkou dilezitost maji nékteré véty obecného charakteru, které plati jak pro
jednu castici, tak pro soustavu ¢éstic, a které ndm v podstaté umoznuji uréit prvni integraly
pohybovych rovnic, tj. vztahy typu () Takto nalezené prvni integraly oznacujeme obvykle za
zakony zachovdni.

Zpravidla postupujeme tak, Ze zavadime nejprve urcité funkce casu, soufadnic a rychlosti, jimz
pritazujeme fyzikalni obsah. Piikladem takovych funkci jsou hybnost, moment hybnosti, energie.
Zavedeme-li tyto funkce do pohybovych rovnic, predstavuji pak tyto rovnice vlastné zakony zmény
téchto funkci s ¢asem — vétu o hybnosti, momentu hybnosti a energii. Zjistime-li, Ze za urcitych
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1. LANGRANGEOVY A HAMILTONOVY ROVNICE

okolnosti je néktera z téchto funkei konstantni, tj. Ze pro ni miiZzeme napsat rovnici typu (),
mluvime o zédkonu zachovani této funkce, specialné o zakonu zachovani hybnosti, momentu hybnos-
ti, energie. Podotknéme jiz nyni, Ze zavedeni téchto funkci neni ndhodné, ale souvisi tzce s jistymi
symetriemi prostoru a ¢asu: s homogennosti a izotropnosti prostoru a homogennosti ¢asu. Zavedme
nyni tyto funkce pro jednu ¢astici.

Hybnost ¢astice p je definovana jako souc¢in hmotnosti a rychlosti ¢astice
p =mv. (1.11)
Je-li hmotnost ¢stice konstantni, da se ([L.5) psat ve tvaru

dp
— =F 1.12
% (1.12)
a predstavuje zdkon zmény hybnosti (vétu o hybnosti).

Jestlize je prumét sily na nékterou nepohyblivou osu v libovolném okamziku roven nule, je primét
hybnosti na tuto osu konstantni, tj. plati pro né¢j zdkon zachovani. Je-li napt. X5 = 0, je p3 = konst.
Podstatné je, aby byl roven nule prumét sily na nepohyblivou osu. Tuto podminku je t¥eba vzit
v uvahu, resime-li problém napt. v polarnich soufadnicich, kdy neni se orientace os v rtznych
bodech stejna.

Jestlize je nulova vyslednice sil piisobicich na ¢astici, plati zdkon zachovdni hybnosti
p = p, = konst.,

jinymi slovy, hybnost je integralem pohybu.

Moment hybnosti b (téZ kineticky moment nebo moment impulsu) je definovan vztahem
b=rxp. (1.13)

Vektorovym néasobenim (|L.12)) vektorem r zleva obdrzime

dp
rx — =rxF.
dt
Prava strana se nazyva moment sily M
M =r xF.
Leva strana se da prepsat
dp d db

r x =—(rxp)=—.
i @)y
Dostavame tedy zédkon zmény momentu hybnosti

db
— =M. 1.14

Je-li vysledny moment M roven nule, plati zdkon zachovdni momentu hybnosti
b = by = konst.

Je-li roven nule primét momentu sily na nékterou nepohyblivou osu, zachovava se primét momentu
hybnosti ¢astice na tuto osu. Je-li napt. M3 = 0, je bs = konst. K této situaci dochéazi napt. jestlize
sila ptisobi stale ve stejném sméru. Prolozime-li timto smérem osu x3, je X; = Xy = 0, X3 # 0,
M3 = I1X2 — J]2X1 =0a tedy b3 = konst.
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1.1 SHRNUTI ZAKLADNICH POJMU MECHANIKY

Velmi dulezité jsou tzv. centrdlni sily. Centralni sila je takovéa sila, jejiz vektorova pfimka prochézi
stale tymz bodem zvanym silové centrum. Zvolime-li tento bod za pocatek soustavy soufadnic,
plati

F =Fry, M=rxF=0

a tedy
b =m(r x v) = by = konst., (1.1

(S

)

moment hybnosti ¢astice vzhledem k silovému centru se tedy zachovéavé. Skalarnim nasobeni ([L.15)
vektorem r dostavame

b-r=m(rxv)-r=by-r=0,
odkud vyplyva, ze trajektorie ¢astice pohybujici se v centralnim silovém poli je vzdy rovinna.
Rovina, v niz lezi trajektorie, prochazi silovym centrem a je kolma na konstantni moment hyb-
nosti. Proto pfi feSeni pohybu ¢astice v centralnim silovém poli miizeme tlohu fesit jako rovinnou
a vzhledem k symetrii pole obvykle s vyhodou pouzivame polarnich souradnic.

1.1.2 Energie
a) Kinetickd energie. Je-li m = konst., pak nasobenim ([L.5) skalarné dr dostaneme

1 1
AW =F -dr=F -rdt =mr -rdt =d (émr . i’) =d (émiﬂ) =dT. (1.16)

Veli¢ina AW na levé strané je elementarni prdce sily F na posunuti dr. Na pravé strané je tplny
diferencial kinetické energie dT' Castice. Je tedy

1
T = §mv2. (1.17)
Délenim dt dostaneme z ([1.16)
AW . dT
L T == 1.1
dt dt’ (1.18)

kde vyraz AW /dt predstavuje okamZzity vgkon sily F.
Pii kone¢ném premisténi ¢astice po néjaké trajektorii z bodu (1) do bodu (2) dostavame z (|1.16)
)
Lo 1
F.-dr =T, - T, = - mv; — - muvy.
2 2
(1)

Vyraz AW = F - dr neni obecné uplnym diferencidlem, tzn. Ze prace sily pfi pfemisténi ¢astice
z jednoho bodu do druhého zéavisi na trajektorii, po niz se ¢astice pohybuje.

V praxi jsou dulezité nékteré specidlni typy sil, pro které AW je tplnym diferencidlem. Nejdulezi-
t&jsi z nich jsou tzv. sily potencidlové. Potom lze psat

F -dr = AW =dT.

b) Potencidlni energie. Pfedpokladejme, Zze v urcité oblasti prostoru je v kazdém bodé definovana
sfla ptisobici na ¢astici v tomto bodé. Rikame pak, Ze v této oblasti je definovano silové pole. Jestlize
v celém silovém poli je F - dr aplnym diferencialem, mluvime o potencidglovém silovém poli.

Pro potencidlové pole zavadime misto skalarni funkce W funkci U lisici se od W znaménkem —
potencidlni energii ¢astice (energii zavisejici na poloze ¢astice v potencidlovém poli). Pak plati

F.-dr=—dU (1.19)
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1. LANGRANGEOVY A HAMILTONOVY ROVNICE

a pfi kone¢ném premisténi castice
2) @)

/F-dr:—/dU=U1—U2- (1.20)

(1) (1)

7 (IL.19) je videt, ze U je funkei soufadnic (zy, x, 25). Funkci U(zy, 72, 23) najdeme integrovanim
U(xl,xz,x3> = —/F ~dr + C, (121)

kde C' je konstanta definujici tzv. nulovou hladinu potencialni energie. Rozepsdnim () dosta-
neme

3 59U
F.dr = ;X,»dxi = — 3 8—%dxi,
takze oU
X, =— oz, (1.22)
nebo vektoroveé
F=-VU. (1.23)

Rozepsanim rovnic (), derivovanim prvni z nich podle z;, druhé podle x5 a porovnanim smi-
Senych parcialnich derivaci 2. fadu dostdavame podminku pro slozky sily F, aby bylo mozné zavést
potencialni energii

00Xy 0X; 0*U 0*U

= — = 0.
le 5’x2 axll’g 5’x2x1

Podobnym zpiisobem bychom dostali dalsi dvé rovnice, takze celkem muzeme psat

- - = - - T = ____0

0Xs 0X; 00X, 0X3 0 0X, 0X;
81'2 (93173 S 81’3 E)xl o 8x1 85(]2 N

Tyto vyrazy predstavuji slozky vektoru rot F. Protoze vSak funkce U nezavisi na Case, je tfeba
pridat predpoklad nezavislosti na ¢ase i pro silu F. Muzeme pak Tici, Ze silové pole je potencidlové,
jestlize nezavisi na case a plati pro nal

V x F =0. (1.24)

c) Celkovd mechanickd energie. Kromé sil potencidlovych jsou vyznamné tzv. gyroskopické a disi-
pativni sily. Gyroskopické sily F ¢ jsou sily, které zaviseji linearné na rychlosti ¢astice a maji smér
kolmy na rychlost ¢astice. Jejich vykon je proto roven nule

AW dr

= —_F+..—=0. 1.25
di ¢ (1.25)
Jak nazev napovidé, prikladem miize byt setrva¢néd odstrediva sila pfi pohybu po kruznici, kon-
krétné treba Lorentzova sila ptisobici na nabitou ¢éastici v homogennim magnetickém poli, ktera
zaktivuje trajektorii ¢astice, ale neméni velikost jeji rychlosti, tedy ani jeji kinetickou energii. Di-
sipativni sily Fp jsou sily namifené proti sméru rychlosti ¢astice vzhledem k prostiedi, které ji
obklopuje. Disipativni sila se da zapsat ve tvaru

FD:—/\V,

!Specialnim piipadem této podminky pro elektrostatické pole je 3. Maxwellova rovnice V x E = 0, kde E je vektor
intenzity elektrostatického pole.
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1.1 SHRNUTI ZAKLADNICH POJMU MECHANIKY

kde A je kladna skalarni funkce, ktera miize zaviset na poloze a rychlosti ¢astice. Vykon disipativnich

sil je vzdy zaporny
AW
e =Fp-v=—XM?<0.

Konecéné se mohou vyskytnout také tzv. nestaciondrni potencidlové sily, tj. takové sily, pro které
zévist U nejen na poloze, ale i na case.q Pro takové sily plati rovnice ([1.23) a U se opét uréi z (L.21)),
kde se v8ak provadi integrace pfi konstantnim ¢. Pro tplny diferencial v tomto piipadé plati

dU = Z dxl Udt dr - VU +88—Udt

a tedy

AW = —VU -dr = —dU + %—(Zdt (1.26)

Rovnice () neni zfejmé pro nestacionarni potencialové sily splnéna.

Predpokladejme nyni, Ze na ¢astici ptisobi nestacionérni potencidlova sila, disipativni sila a gyro-
skopicka sila, jejichz vyslednice
F=-VU +F¢+ Fp.

Vzhledem k ([L.25) a ([L.26) je vykon sily F
AW AU oU

— = F
dt W T e
S prihlédnutim k ([L.1§) pak plati
d aU

Vyraz typu T+ U = E nazyvame celkovou mechanickou energii ¢dstice. Zména celkové mechanické
energie Castice je podminéna zévislosti potencidlovych sil na Case a existenci disipativnich sil.
Gyroskopické sily nemaji (jak jiz bylo feceno) na celkovou mechanickou energii ¢astice vliv.

Nepiisobi-li na ¢astici disipativni sily a jsou-li potencialové sily stacionarni, plati zdkon zachovdni
celkové mechanické energie. Silovym polim, v nichz plati zdkon zachovani mechanické energie (tj.

stacionarnim potencidlovym polim) se ¥ik& pole konservativni (z lat. conservare = zachovavati).
Prikladem mohou byt jiz zminéna pole gravitacni, tthové a elektrostatickeé.

Zakony zachovani maji velky vyznam pro feSeni celé fady tloh. Dokladem toho jsou napt. tlohy
o razech téles. U nepruzného razu vyuzividme pouze zakon zachovani hybnosti, u razu pruzného
navic i zdkon zachovani energie. Pti studiu pohybti téles v poli centrélnich sil se opirame o zdkony
zachovani energie a momentu hybnosti.

Zavedeni veli¢in jako energie, hybnost a moment hybnosti miizeme analogicky rozsitit i na systémy
¢astic, budou pak sou¢tem (u vektorovych veli¢in vektorovym) téchto charakteristik pro jednotlivé
¢astice. Pro celkovou hybnost soustavy tak plati

p= P, =Y mws
4 o
podobné pro celkovy moment hybnosti

b=> b, ng (myv,)
4

2Prikladem muZe byt pole ¢asové proménného naboje, nabijeného & vybijeného kondenzatoru apod.
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1. LANGRANGEOVY A HAMILTONOVY ROVNICE

a napf. celkovou kinetickou energii
1 2
T = ZTQ = Z 5777,9119,
4 4

kde sumace probiha pres vSechny Castice systému. Zejména v astrofyzice se pii studiu vesmirnych
systému skladajicich se z obrovského poétu ¢astic (hvézd, galaxii) ¢asto vyuziva tzv. viridlového
teorému. Odlisuje se od predchazejicich vét a zakoni svou statistickou povahou, nebot se netyka
piimo mechanickych veli¢in, ale jejich ¢asovych stfednich hodnot.

Uvazujme izolovany systém hmotnych bodi, na néz pisobi pouze vnitini sily F Q(l) (tj. sily, jimiz
pusobi ¢astice na sebe navzajem v souladu 3. Newtonovym zakonem) a zkoumejme tplnou ¢asovou
derivaci vyrazu

d : .
a(Z'v"@):Zr@-prer (1.28
o e 4
Prvni ¢len na pravé strané ([1.28) lze upravit na tvar

. . oL 2
E ro-pP,= g Mol Fp= E mgv, = 2T,
e e e

a odpovida dvojnasobku celkové kinetické energie systému. Druhy ¢len je podle definice sily ja-

ko Casové derivace hybnosti roven > r, - F Q(z). Stredni ¢asovou hodnotu vyrazu na levé strané
rovnice ([L.28) za Gasovy interval 7 ziskdme standardné integraci

1 [d d =G
L (e o (Sren) -7 SR
0 o 0 o
kde vodorovnou ¢arou nad vyrazem znac¢ime ¢asovou stfedni hodnotu. Plati proto
. = .~ 1 !
(i) —
2T+ r,-FO = [ng-pg] (1.29)
e 4 0
Zustéavaji-li souradnice a hybnosti ¢astic konec¢né, lze dobu 7 zvolit dostatecné dlouhou tak, ze

hodnota vyrazu na pravé strané () bude libovolné mala. Dostavame tak zminény wviridlovy
teorém

— 1—i
T=: ;rg - F . (1.30)

Clausiusovym viridlemt soustavy rozumime stfedni ¢asovou hodnotu ZQ r,-F Z,, vztazenou k dosta-
tecné dlouhému ¢asovému intervalu. Podle viridlového teorému ([L.3()) je stfedni hodnota kinetické
energie soustavy ¢astic v daném casovém intervalu rovna poloviné viridlu. Jsou-li vnitini sily po-
tencialové, tj. je-li mozné zavést potencialni energii U(r,), 1ze ([.30) zapsat ve tvaru

= 1
T:igrg'VU(rg).

3Virialovy teorém pro klasické soustavy ¢astic dokéazal Clausius v r. 1870. Vyznam teorému podtrhuje skutecnost,
ze si zachovava svou platnost i v kvantové mechanice.
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1.1 SHRNUTI ZAKLADNICH POJMU MECHANIKY

Jestlize je potencialni energie navic Eulerovsky homogenni funkci n-tého fédu,@ bude splnéna rov-
nice
nU = 2T. (1.31)

Velmi vyznamnou roli hraji ve fyzice tzv. centralni sily, konkrétné gravitaéni sila a sila coulom-
bovského elektrostatického pole. V obou pripadech pro potencialni energii U ¢éstic v poli téchto
sil mizeme psat
1
U~ —.

r

U je tedy Eulerovsky homogenni funkei fadu —1 (jak lze snadno ovéFit) a podle rovnice ([L.31))
proto plati

_ 1 —
T=-U. (1.32)

Z rovnice ([L.32) pfimo vyplyvé, Ze soustava Castic, které na sebe pisobi coulombovskymi nebo
gravitaénimi silami, se nemiize nachézet ve stavu statické rovnovahy, tj. ve rovnovazném stavu
s kinetickou energii 7' = 0. Tento zavér plati jak pro elektrony v atomech, tak pro atomy ve
hvézdach nebo hvézdy v galaxiich. Hmota, ktera nas obklopuje se proto nutné musi skladat z ¢astic,
jez jsou v pohybu, a pouze v relativnim smyslu mizeme néjakou jeji ¢ast povazovat vii¢i ndm za
nepohyblivou.

1.1.3 Konzervativni silové pole

Jak jiz bylo feceno, v konzervativnim silovém poli plati zakon zachovani celkové mechanické energie
Castice
T+U =FE.

Miizeme proto psét

%mx'Q +U(x)=F
nebo )
i = ~ [E — U(x)]. (1.33)

Ze zname zavislosti potencialni energie na poloze ¢astice U = U(x) lze pomoci rovnice (|L.33) uréit
velikost rychlosti v kazdém bodé a kvalitativné tak popsat charakter pohybu ¢éstice. Znaménko
v ([.33) je vidy dano predchézejicim pohybem ¢astice.

Velikost rychlosti ¢astice musi byt realnym ¢islem. Z této podminky vyplyva, Ze pohyb castice bude
nutné omezen pouze na oblasti, kde

Ostatni oblasti jsou z hlediska klasické fyziky zakézané (viz obr. [L.1]).0

velvev

z hlediska praktickych i teoretickych aplikaci odpovida situaci, kdy ¢astice osciluje mezi dvéma body
obratu x = a, © = b a pohyb je periodicky (librac¢ni). Pfedpokladejme, ze v Case t = ty se Castice

‘Pfipomefime, Ze kdyZ je funkce f(z1,o,...,zx) Eulerovsky homogenni n-tého fadu, plati

f(szy, s29,...,82) = " f(x1,22,...,2k),
k
Of(x1,xa,...,xx)
§ Xy
3x,-

= nf(l‘l,l‘g, . ,xk);
i=1

viz napf. [41], s. 370.
®V kvantové mechanice jiz tento zavér neplati. VInova funkce popisujici pravdépodobnost vyskytu ¢astice maze byt
nenulova i v oblastech E < U(x) — viz ¢ast 2.6.3.
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1. LANGRANGEOVY A HAMILTONOVY ROVNICE

nachézi v bodé xg, ve kterém plati £ > U(z), a jeji rychlost © > 0 je orientovana v kladném sméru

osy z. Podle ([L.33) potom

]

/ d / d
t:/i:/ : - . (1.34)
T
a a — E - U
NERER
Je zfejmé, Ze xg lezi mezi dvéma koteny a, b rovnice U(x)—
— E =0 (viz obr. @), potom perioda pohybu Gastice me-  U(7)

zi body obratu a, b bude dvojnasobkem ¢asu potfebného
k pohybu z bodu x = a do bodu x = b neboli

T =

/ dz
/\/% B ) —dn
a T b x

V samotnych bodech obratu je sice rychlost ¢astice nu-
lova, ale zrychleni je nenulové a vraci Céstici zpét smé-
rem ke druhému bodu obratu. Je ziejmé, Ze mezi body
obratu existuje bod, v némz ma funkce U(z) lokalni mi-
nimum. Minimum potencialni energie v konzervativnim
silovém poli predstavuje rovnovaznou polohu, kolem niZ
muze ¢astice konat kmitavy pohyb.

Obr. 1.1: K vykladu pohybu ¢astice
v konzervativnim poli — nejcasté&jsi
piipad periodického pohybu mezi
polohami a a b

Podotknéme, Ze tvahy tohoto typu lze vyuzit i v obecnéjsich pripadech, pifi studiu rovinného
pohybu v centralnim silovém poli, kde s vyuzitim integralt pohybu lze zavést tzv. efektivni potencial
a jeho pomoci prevést diskusi o charakteru trajektorie z dvourozmeérného na jednorozmérny piipad
(viz napt. [[7, 44]).

1.1.4 Vazby

Dosud jsme ve svych tivahadch mlcky predpokladali, Ze pohyb ¢astice neni v prostoru nijak ome-
zen, ze se tedy Céstice ve svém pohybu muze dostat do libovolného mista v prostoru. Stejné tak
jsme v pripadé soustavy céastic nekladli pozadavky na vzajemné polohy ¢astic soustavy, ani jsme
nezavadéli jakakoliv geometrickd omezeni jejich pohybu. Predstavime-li si v8ak napi. pohyb ma-
tematického kyvadla, je zfejmé, Ze Céstice reprezentujici kyvadlo se muze dostat jen do takovych
bodt prostoru, pro néz plati

2 2 2 72
x1+$2+$3—l :O,

kde x1, xo, x3 jsou souradnice Castice v soustavé souradnic s poc¢atkem v bodé upevnéni kyvadla,

[ je délka zavésu.

Rovnice tohoto typu, které néjakym zpiisobem vyjadiuji omezeni pohybu Castice nebo soustav
Castic, nazyvame rovnicemi vazby.

Predpokladejme, zZe mame soustavu N ¢astic, jejichz polohy budeme urcéovat polohovymi vektory
r, o slozkach x,;,x,9,z,3. Rovnice vazby pak obecné budou mit tvar

(I)a<l’171,.1'1’2,$173, <y TN, .CIZ'N72,.Z'N73,.’1.3171, .1’172, l"173, Ce ,]‘Z’N’l,jl'N’Q,fﬁNg,t) = 0, o = 1, 2, oy S,
(1.35a)
nebo
O, (ry,....,rN,F1,...,FN,t) =0, a=1,2,...,s. (1.35Db)
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1.2 HAMILTONUV PRINCIP A LAGRANGEOVY ROVNICE

Omezeni pohybu ¢astic nemusi vSak vzdy byt formulovano ve tvaru rovnic. Predstavime-li si ¢astici,
ktera se mize pohybovat jen uvniti koule o poloméru [, je zfejmé, ze omezeni jejtho pohybu je nyni
mozno popsat nerovnosti

a] 4+ x5+ 23 < 12
Vazby vyjadfené nerovnostmi zpravidla nazyvame vazbami jednostranngmi (neudrzujicimi), vazby
popsané rovnicemi pak nazyvame vazbami dvoustranngmi (udrzujicimi). V dalsich avahéch se bu-
deme vesmés zabyvat vazbami dvoustrannymi, které se daji vyjadrit rovnicemi typu () nebo

(I35H).

Pro popis pohybu soustavy N ¢astic v trojrozmérném prostoru potiebujeme obecné 3N soutradnic.
Pokud vsak existuje s vazeb, znamené to, Ze pii pouziti jinych vhodné zvolenych parametra by
ndm mohlo stacit jen 3N — s parametri, které by jednoznac¢né urcovaly polohu vSech ¢astic
soustavy. Takové parametry nazyvame nezdvislymi zobecnénymi soufadnicemi (téz ) q1,qz, .- ., qs-
Jejich pocet f = 3N — s pak predstavuje pocet stuprii volnosti soustavy.

1.2 Hamiltontv princip a Lagrangeovy rovnice

Polohu vsech castic soustavy urCujeme v daném okamziku zadanim zobecnénych soufadnic
Qs 2, -, qy; Tikdme, Ze zadani téchto souradnic nam urcuje konfiguraci soustavy. Souradnice
¢, Qq,---,qr mizeme pokladat za soutadnice bodu, tzv. reprezentujiciho bodu v f—rozmérném
konfiguracnim prostoru. Kazdy reprezentujici bod tedy reprezentuje urcitou konfiguraci sousta-
vy. V pribéhu ¢asu se stav soustavy méni a reprezentujici bod v konfigura¢nim prostoru opisuje
ki¥ivku, tzv. konfiguracni trajektorii. Pohyb soustavy (resp. vyvoj soustavy v Case) muzeme tedy
studovat jako pohyb reprezentujictho bodu po konfiguracni trajektorii; ¢as t Ize pritom pokladat
za parametr.

Konfigura¢ni prostor nesplyva ovem obecné s trojrozmérnym prostorem, v némz se soustava po-
hybuje a rovnéz konfigurac¢ni trajektorie neni totozna s urcitou trajektorii nékteré ¢astice soustavy:
Kazdy bod konfigura¢ni trajektorie popisuje polohy wvsech ¢éstic soustavy.

Predstavme si nyni, ze v urc¢itém okamziku t; je konfigurace soustavy popséna sourfadnicemi

qg), qél), ce qgcl) (zkracené je budeme znaéit q(l)) a v okamziku ¢y souradnicemi q]@)

; . Témto kon-

figuracim necht odpovidaji body A (q](.l), t1> a B (qj(?), tg) v konfigura¢nim prostoru. Pro jedno-
rozmérny konfigura¢ni prostor mizeme rozvinout konfiguracni trajektorii v ¢ase, jak je znazornéno
na obr. ; analogickou situaci si v8ak miizeme pfedstavit i pro konfigura¢ni trajektorii v obecném
pripadé.

Predstavme si, Ze na obr. odpovida silna ¢ara konfiguracni trajektorii reprezentujici skutec-
ny pohyb soustavy v intervalu od ¢; do t;. Spolu se skuteénym pohybem soustavy vSak muzeme
uvazovat i jiné kinematicky pfipustné pohyby, tj. pohyby slucitelné s vazbami, jimz je studovana
soustava podrobena. Pti nich by se reprezentujici bod pohyboval po jinych konfigura¢nich trajek-
toriich, z nichz jedna (rozvinuta opét v ¢ase) je na obr. @ vyznacena slabsi carou.

Protoze se jedna o kinematicky pripustné pohyby, mizeme odpovidajici zobecnéné souradnice pfi
urcitém t dostat vzdy zménou q} = ¢; + d¢q;; vyraz 6g; budeme v dalSich tvahach nazyvat variac?
4q;.

Zavedme Lagrangeovu funkci L (kineticky potencidl, lagranzidn) jako funkci zobecnénych soufadnic
q;, zobecnénych rychlosti ¢; a ¢asu ¢ vztahem

L:T—U:L(ql,...,Qf,ql,...,Qf,t) (136)
nebo zkracené
L = L(g,4,1).
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1. LANGRANGEOVY A HAMILTONOVY ROVNICE

Nezname-li konfigura¢ni trajektorii, kterd odpovida skuteénému pohybu soustavy, muzeme ji ze
vSech moznych kinematicky p¥ipustnych trajektorii, které lze prolozit body A a B vybrat na zakladé
Hamiltonova principu:

Skutec¢ny pohyb konzervativni soustavy v intervalu od ¢; do t,

je zobrazen takovou konfigura¢ni trajektorii, na které integral 4
to
S:/L(q17q2a"'7Qf7Q1qua"'7q.f7t)dt (137) q§ B
t1 : (Q7t2)
nabyva extrémni hodnoty. Zde L je vySe definovanéd Lagrange- A s :
ova funkce L = T — U. Matematicky formulujeme Hamiltontuv (qt) | ’ |
princip jako tvrzeni, ze variace integralu S pti pevnych hodno- | | |
tach t; a ty je rovna nule | | |
. t t ty 1
08 = (5/L(q,q,t) =0. (1.38)  Obr. 1.2: Rozvinuti konfiguracéni
t1 trajektorie v case

Zminili jsme se jiz, ze prechod od konfiguracni trajektorie, kterda odpovida skute¢nému pohybu
k jiné kinematicky piipustné trajektorii je charakterizovin zménou kazdé soufadnice dg;, kterou
nazyvame variaci (presnéji izochronni variaci, nebot se bere pii konstantnim ¢). Ujasnéme si nyni,
co znamena variace geometricky.

Necht je né&jaka soutradnice ¢; znamou funkei casu ¢;(t); jeji dife-
rencial dg; predstavuje zménu souradnice v disledku skutecné-
ho pohybu soustavy. Zméinme nyni souradnici g; tim zptsobem,
ze polozime

qj

q¢; = q; + an; (1), (1.39)
kde « je libovolny parametr, n;(t) diferencovatelna funkce ¢asu.

Takova zména ¢; vznikajici v disledku zmény funkce ¢;(t) jako
celku se nazyvé variaci

0q; = q; — q; = am;(t).

Ceometricky rozdil mezi dg; a d¢; je vidét na obr. [L.3,

Lehce se muzeme presvédcit, Ze operace variovani a derivovani
podle ¢asu jsou zaAménné — napr. Obr. 1.3: Geometricky rozdil
mezi dq; a 0q;
J J
y d d

0G; = q; — q; = a(am) = 5(5%)-

Davame-li parametru o v () ruzné hodnoty, dostavame jednoparametrickou soustavu kiivek.
Kazdou z téchto kiivek miizeme tedy povazovat za funkci ¢asu a parametru «, ¢; = ¢;(¢, «). Variace
od¢itame vzdy jako rozdil funkénich hodnot néjaké kiivky z této soustavy a kiivky zakladni, odpo-
vidajici skutecnému pohybu. Predpokladejme, Ze této zakladni kiivce prislusi hodnota parametru
«a = «y. Variace se pak da psat
5(]]‘ = qj(t’ Oé) - qj(t7 ao)'

Jestlize predpokladame, ze se o mélo lisf od «, napf.cc = ap + do, mizeme rozvinout g;(¢, «)
v Taylorovu fadu a omezit se na prvni ¢len fady, takze

dq; = %da. (1.40)
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1.2 HAMILTONUV PRINCIP A LAGRANGEOVY ROVNICE

Aby studovana jednoparametrické soustava kiivek popisovala jen takové trajektorie, které prochéa-
zeji body A a B , musime navic pozadovat, aby

0;l,—y, = 045liy, = 0. (1.41)

Pii volbé soustavy kiivek definované rovnici ([l.39) to znamena, Ze funkce n;(t) museji byt pro
t =ty at =1ty rovny nule.

Nyni uz mazeme prejit k vlastni matematické formulaci problému, tj. k nalezeni takové funkce ¢(t),
ktera dava integralu S extrémni hodnotu. Vzhledem k tomu, ze kazda z pripustnych kiivek odpovida
néjaké hodnoté parametru o, mizeme integral S pokladat za funkci tohoto parametru. Bez Gjmy
na obecnosti muzeme predpokléddat, Zze extrémni hodnotu dava integralu S kiivka odpovidajici
parametru a = 0. Podminku extrému S mizeme vyjadfit ve tvaru

).
oa)

(ﬁ) da =05 =0, (1.42)
oa )

kde analogicky s () nazyvame 5 variaci integralu S. Vypoéitejme nejprve 05/«
0gq; O 8@ Oa '
Rozvedenim na dva integraly zjistime, Zze druhy integral se da vypocitat per partes
oL d [ 9g; oL g, 9g;
dt = dt.
[ (mo-soun - oa()

Znasobime-li nyni celou rovnici do a polozime o = 0, a uvazime-li, Ze vzhledem k podmince ([L.41))
je vyintegrovany ¢len roven nule, dostavame

o JE [ 4 () e

nebo (vynéasobenim da)

Protoze jsou soutradnice ¢ , ... , ¢y nezéavislé, jsou také variace dg; nezavislé; proto bude tento vztah
splnén, jestlize

d (0L oL

— — =0 ,1=12,...,f. 1.43

Tyto velmi diilezité rovnice, jez maji velky vyznam v fadé praktickych aplikaci, nazyvame zpra-
vidla Lagrangeovymi rovnicemi druhého druhadl a predstavuji zakladni pohybové rovnice sousta-
vy podrobené vazbam zapsané v nezévislych zobecnénych souradnicich. Integral S tedy nabyva
extrémni hodnoty pro takové funkce ¢, ¢, ..., g, které jsou feSenim soustavy diferencialnich
rovnic (), jez se v matematice zpravidla nazyvaji Fulerovy-Lagrangeovy rovnice variacniho
poctu (viz napf. [L11]).

6Joseph Louis Lagrange publikoval tyto rovnice v r. 1788 ve svém dile ,Mécanique analytique* (Analytickd mecha-
nika).
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1. LANGRANGEOVY A HAMILTONOVY ROVNICE

Volba nezavislych zobecnénych souradnic byla zcela libovolna. Mohli bychom zvolit jinou sousta-
vu nezavislych zobecnénych souradnic a nasli bychom rovnice stejného tvaru. Lagrangeovy rovnice
druhého druhu maji tedy tu vyznamnou vlastnost, Ze jsou invariantni pii pfechodu od jedné sousta-
vy zobecnénych soutradnic k soustavé jiné. Vzhledem k tomu, Ze jde o diferencialni rovnice 2. fadu,
pfi konkrétnim feSeni musime vzdy doplnit pocateéni podminky ¢;(to) = g0 a Gi(to) = Gio-

V uvedené podobé plati Hamiltoniv princip pro nedisipativni systémy, v nichz nedochazi k tepel-
nym ztratdm. Lagrangeovy rovnice jsou jen nutngymi podminkami extremélnosti (stacionarnosti)
integralu akce, nikoli podminkami postacujicimi. Diky univerzilnosti Lagrangeovych rovnic je kli-
¢ovou otazkou pro dané odvétvi fyziky nalezeni spravné Lagrangeovy funkce. Zvolime-li jeji urc¢ity
tvar, muzeme Tesit prislusné Lagrangeovy rovnice a tato feSeni porovnat s experimentilnim prui-
béhem trajektorii. Nesouhlasi-li, je vybrana Lagrangeova funkce Spatné. Zpravidla se za L vybira
vhodna skalarni funkce (jeji hodnota nezéavisi na volbé souradnic). Pro jednoduché mechanické
problémy zname dvé diilezité skalarni funkce — kinetickou a potencidlni energii, spravné pohybové
rovnice dostavame pro jejich kombinaci L =T — U.

Lagrangeova funkce pritom neni uréena jednoznacné. Jestlize totiz vezmeme variaci z iplné derivace
néjaké funkce podle ¢asu, plati pro ni

/—dt_cS (ts) — F (t1)] = 0,

je tedy tato variace rovna nule, nebot jde vlastné o variaci rozdilu konstant — funkénich hodnot
ve dvou danych bodech. Proto také, definujeme-li Lagrangeovu funkci na zédkladé Hamiltonova
principu, musime ¥ici, Ze L je uréena az na derivaci n&jaké funkce podle ¢asu dF/dt. Funkce

dF
L'=L+—
T

totiz spliiuje Hamiltoniv princip () stejné jako funkce L, to jest vyplyvaji z ni naprosto stejné
pohybové rovnice.

Pro komplikovanéjsi systémy je rozdéleni Lagrangeovy funkce na kinetickou a potencialni energii
znacné obtizné a navic nékdy zbyte¢né. Naopak, jak uvidime dale, na zakladé riznych symetrii sys-
tému lze za pomoci Lagrangeovy funkce definovat takové veli¢iny, jako je energie, hybnost, moment
hybnosti systému atd. Vhodnou Lagrangeovu funkci lze nalézt i pro relativistickou mechaniku, po-
hyby nabitych c¢astic v elektrickych a magnetickych polich, pro teorii elektromagnetického pole,
pro obecnou teorii relativity i pro dalsi fyzikalni obory. Vzdy z ni potom plynou rovnice popisujici
dany problém — napf. v teorii elektromagnetického pole Maxwellovy rovnice. UkaZzme si pouziti
Lagrangeova formalismu na dvou jednoduchych ptikladech.

Hmotny bod v potencidlovém poli

Hmotny bod ma tfi stupné volnosti, za zobecnéné soufadnice lze volit napt. kartézské souradnice
q =, 92 =Y, 43 = z;

potencialni energie je obecné funkei souradnic U = U(x, y, z). Pro Lagrangeovu funkci potom méame

L=T-U=z("+y"+2) - U(z,y,2).

l\:)ln—
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1.2 HAMILTONUV PRINCIP A LAGRANGEOVY ROVNICE

Po dosazeni do ziskdme pohybové rovnice

d /0L oL d ) 8U . oU
—<%)—%:&<m> T mEs gy
i(@_L)_@L o+ o =
oy oy dt oy’ 8y
d /0L 8L d . oU . ou
T (a_) o T mIt — misgs

Ve vektorovém zapisu tyto rovnice odpovidaji Newtonovu zakonu v konzervativnim potencidlovém
poli mié = F, kde F = —VU (viz vztah ([.23) na s. [L3).

Matematické kyvadlo

Matematické kyvadlo s konstantni délkou zavésu [ ma jeden stupen

volnosti, jako zobecnénou souradnici miizeme zvolit napt. tthel ¢. Pro O Yy
soufadnice x a y pak podle obr. @ plati
. . o . . P!

r=1lcosp, y=Isinp x = —Isinepy, Yy = lcos pp.
Zvolime-li nulovou hladinu potencialni energie v misté zévésu (tj. ve m
vySce x = 0), pak pro lagrangian dostavame

1 1 g

L=T-U= 5(56 + ) — (- mgx):§l2gb2+mglcosgo. T
Odpovidajici Lagrangeova rovnice pak vede ke zndmé pohybové rov- Obr. 1.5: Matematické
nici matematického kyvadla kyvadlo

ml*@ + mglsing = 0 neboli o+ % sinp = 0.

Obvod LC

Jako posledni uvedme i piiklad z jiné oblasti, nez je mechanika. Uvazujme jednoduchy obvod
sklddajici se pouze z civky o indukénosti L a kondenzatoru o kapacité C'. Za zobecnénou soufad-
nici zvolime naboj () na kondenzatoru, roli zobecnéné rychlosti potom hraje proud I = d@Q/dt.
Lagranzian, ktery vede ke spravné pohybové rovnici, mé tvar

£(.0)= et~ .

Vidime, Ze energie magnetického pole civky zde vystupuje na misté pohybové energie a energie
nabitého kondenzatoru v roli polohové energie, jak byva ¢asto uvadéno pri diskusi analogie mezi
mechanickymi a elektrickymi kmity. ,,Pohybova“ rovnice pro ndboj @ pak po dosazeni do ([L.43)

déva d /oL oL Q
) 5 . 1
—(%> ax_LQ+5:0 a po uprave Q—i—EQ—O,

coz je rovnice kmit v obvodu s frekvenci danou Thomsonovym vztahem

1 1
—w = .
2n 2tV LC

f=

22



1. LANGRANGEOVY A HAMILTONOVY ROVNICE

1.3 Zakony zachovani

Jak jiz bylo feceno v casti 7 kazda veli¢ina, ktera se v pribéhu casového vyvoje systému
neméni (zachovava) muze byt velmi dulezita a usnadnit feSeni problémi; tyto veli¢iny v mechanice
nazyvame integrily pohybu. VétSinou v této souvislosti hovorime o zakonech zachovani: zdkon
zachovani hybnosti, momentu hybnosti, energie; v kvantové teorii zdkon zachovani elektrického
naboje, spinu, isospinu, baryonového ¢isla, parity atd. V roce 1916 némecki matematicka Emma
Noetherova formulovala fundamentalni souvislost zékoni zachovani se symetriemi (oznacovanou
jako véta Noetherové):

S kazdou symetrii v prirodé souvisi néjaké zachovévajici se fyzikalni veli¢ina.
Tato veli¢ina je danou symetrii definovana a zachovava se jen dokud vychozi
symetrie plati.

Symetriemi zde rozumime neménnost (invariantnost) rovnic popf. charakteristik vic¢i transforma-
cim soufadnic, jak ilustruji nasledujici priklady:

e Na pracovnim stole jsme zkonstruovali néjaky mechanicky stroj. Stroj spustime a budeme
sledovat jeho chovani. Jestlize stejny experiment provedeme na stejném psacim stole v sou-
sedni mistnosti, vysledek bude stejny. Provedeme-li ale tentyz experiment na stole v mistnosti
o patro vySe, miuze dopadnout jinak, protoze gravitac¢ni pole Zemé ma na tomto stole jinou
hodnotu. Tato fyzikalni situace je symetricka vzhledem k vodorovnému posunuti, ale neni
symetrickd vzhledem k svislému posunuti.

e Vodi¢em tece konstantni proud. Kolem vodi¢e se vytvorilo ¢asové neproménné (stacionar-
ni) magnetické pole. Do tohoto pole vypustime elektron a budeme sledovat jeho trajektorii.
Vypustime- li elektron o minutu pozdéji (pocatecni rychlost a poloha elektronu musi byt stej-
na), bude vysledna trajektorie totozné. Zde hovoifime o symetrii vzhledem k ¢asovému posu-
nuti. Kdyby proud nebyl konstantni, tato symetrie bude porusena, magnetické pole v riaznych
casech rizné a trajektorie elektront odlisné.

e Pii silné interakci (drzi pohromadé atomové jadro) se neutron i proton chovaji stejné, pii elek-
tromagnetické interakci rtizné (proton je nabity). Vymeéna neutronu za proton nebo protonu
za neutron je symetrickou operaci pfi silné interakci, nesymetrickou pii elektromagnetické.

Priklady dalsich symetrii jsou rotaéni symetrie, zrcadlova symetrie (zaména levého a pravého);
podle principu relativity je vysledek vSech experiment stejny ve vSech soufadnicovych systémech
pohybujicich se vii¢i sobé rovnomérné primocaie (Lorentzova symetrie).

Z véty Noetherové miizeme vyplyva souvislost nékterych zadkladnich zakont zachovani se symet-
riemi prostoru a c¢asu, konkrétné s homogennosti a izotropnosti prostoru a s homogennosti ¢asu.
Jestlize néjaka fyzikalni soustava A je ovliviiovana jinou soustavou B, pak fyzikalni chovani sou-
stavy A zavisi na tom, jak daleko je A od B, coz znamena, Ze mezi viemi moznymi souradnicovymi
soustavami, v nichZ lze popisovat chovani soustavy A by bylo moZzné vzdy najit jednu, ktera by
méla vlastnosti privilegované. Pokud je vSak soustava A umisténa v prostoru jinak prazdném,
muzeme predpokladat, ze jeji fyzikalni chovani nebude zaviset na misté, v némz je soustava situo-
vana, jinymi slovy, prostor sim miizeme poklddat za homogenni. Podobné jestlize by soustava A
byla ovliviiovana néjakou vnéjsi silou daného sméru, zaviselo by jeji chovani na orientaci vzhledem
k tomuto sméru; pokud vSak v prostoru neexistuje fyzikalné rozlisitelny smér, nezavisi chovani
soustavy A na jeji orientaci v prostoru, tj. prostor sam je izotropni. Zadna pozorované veli¢ina
charakterizujici soustavu A tedy nesmi zménit svoji hodnotu pii translaci a rotaci souradnic.

Podobné neexistuje-li privilegovany casovy okamzik, lze o¢ekavat, ze fyzikalni chovani soustavy
nemizZe byt ovlivnéno zménou pocatku odé¢itani asu (,posunutim® v case), tj. ¢as musi byt homo-
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genni. Jak ukazeme, tyto vlastnosti prostoru a ¢asu se vyznamné projevuji v znamych zékonech
zachovani.

1.3.1 Zakon zachovani hybnosti a momentu hybnosti

Predpokladejme nyni, ze L nezavisi explicitné na nékterych zobecnénych souradnicich, napi. na q,,
a=1,2,...,1, takze OL/0q, = 0, a = 1,2,...,l. Takové soufadnice nazyvame cyklickymi soufad-
nicemi. Skutec¢nost, ze Lagrangeova funkce nezavisi na soutadnici g, pritom predstavuje vyjadieni
symetrie — pii posunuti ve sméru této souradnice se lagranzian nezméni a je proto vzhledem k to-
muto prostorovému posunuti invariantni. Mize obecné jit jak o posunuti v prostoru, tak otocenti,
podle toho, zda ¢, je soufadnice délkovéa nebo thlové. Z ([L.43) vyplyva

d [ OL
E(a_qa) —O, Oé—].,2,...,l, (144)

takze
oL

dia
Vyraz 0L/0q; se obvykle nazyva zobecnénd hybnost a oznacuje se p;. Rovnice (1L.45) se tedy da
slovy vyjadrit tak, ze zobecnéné hybnosti prislusejici cyklickym soufadnicim jsou konstantni.

= po = Cq = konst., a=1,2,...,1. (1.45)

Podotknéme, Ze oznaceni pochéazi z analogie: uvazime-li v kartézskych souradnicich Lagrangeovu
funkci volné Castice, tj. ¢astice, na niz neptisobi zadné sily, plati

1
L=T= §m(x'2+y2+22), (1.46)
pricemz kartézské souradnice ztotozhujeme se zobecnénymi, ¢ = x, ¢ = vy, g3 = z . Vyraz pro L
neobsahuje soufadnice z, y, z , takze vSechny soutadnice jsou v tomto pripadé cyklické, a proto

oL oL oL
ER mt = Pz, : my = Py 92 mz = Pz, (1.47)

coz skutecné souhlasi s obvykle definovanymi slozkami hybnosti ¢astice. Obecné to vSak neplati —
napiSeme-li napt. Lagrangeovu funkci pro centralni pohyb v polarnich soufadnicich, je zobecnéna
hybnost prislusejici souradnici ¢ rovna momentu hybnosti resp. jeho slozce a nikoliv hybnosti resp.
jeji slozce.

1.3.2 Integral energie

Piedpokladejme, Ze Lagrangeova funkce L nezéavisi explicitné na ¢ase L # L(t); opét jde vlastné
o symetrii vzhledem k posunuti v ¢ase. Upln& derivace podle ¢asu je

f
dL Z oL oL

Jj=1

nebot L/t = 0. Z ([L.43) najdeme

oL d (0L
—— [ = 1.4

; : ARy,
—_— ‘._ — “' — " 1.
dt = [qj dt <6qj> K (9%} d ( ‘ 8qu]> ’ )
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1. LANGRANGEOVY A HAMILTONOVY ROVNICE

¢ili

o (Z 5,0 ) 0. (1.51)

Odtud plyne prvni integral Lagrangeovych rovnic, tzv. integrdl energie

Z 8q] g —L=E. (1.52)

Konstanta mé pri stacionarnich vazbéach vyznam celkové mechanické energie soustavy. Abychom
to dokézali, musime opét pouzit Eulerovy véty o homogennich funkcich uvedenou v poznamce na

s [L6.

Protoze U # U(¢), mizeme psat OL/0q; = 01 /0q;, takze leva strana ([L.52) je

or .

Ukazeme nyni, ze pii stacionarnich vazbéch je kineticka energie homogenni funkce druhého stupné
v proménnych ¢i, ¢o, . . ., ¢¢. Jsou-li vazby stacionarni, redukuje se vztah mezi kartézskymi a zobec-
nénymi soutadnicemi na zavislost

Lo :xg,i(q17q27"‘7qf>7 (154)
takze .
. ox i
Toi = Z aqg, q; (1.55)
j=1 "
a pak
N o f
1 : 1 .
T= ) Z Z My = B Z Z kG qk; (1.56)
o=1 i=1 j=1 k=1
kde

0%, 0T, 4
-y e B (1.57)
o—1 i1 q; qr
nezaviseji na zobecnénych rychlostech ¢;. Z ([L.56) je skutecné videt, Ze kineticka energie je homo-
genni funkci stupné 2 v zobecnénych rychlostech, a proto plati

oT

—q¢ —L=2T—-(T-U)=T+U=EFE. (1.58)
qu
V pripadé stacionarnich vazeb mé konstanta F vyznam celkové mechanické energie soustavy, ale
i bez této podminky nazyvame funkci definovanou rovnici () zobecnénou energii i v piipadech,
kdy nelze Lagrangeovu funkci ani energii rozdélit na kinetickou a potencidlni ¢ast.

Na zavér uvedme piiklad, kdy se energie nezachovava. Uvazujme kyvadlo, jehoZ zéavés je wvelmi
pomalu namotavan pomocnym motorkem v misté tichytu (napf. jefab se zavéSenym bifemenem).
Délka zavésu se s ¢asem zkracuje

= lo — Ct,

kde ¢ je rychlost navijeni. Lagrangeova funkce kyvadla mé v uvazovaném piibliZeni tvar

1
L= o (lo—ct)? ¢* + myg (lp—ct) cos ;
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1.4 HAMILTONOVY KANONICKE ROVNICE

explicitné zavisi na Case a energie se nezachovava. Rozhoupejme kyvadlo a sledujme jeho kmity.
Udélame-li totéz o minutu pozdéji, experiment dopadne jinak, protoze zévés se mezitim poné-
kud zkratil. Fyzikalni situace neni symetricka vzhledem k ¢asovému posunuti, divod nezachovani
energie je zde zfejmy — pridavny motorek, ktery neni zapoc¢ten do nasSeho systému.

Vidime tedy, ze zakladni zdkony zachovani v mechanice jsou pfimym disled-
kem vlastnosti prostoru a ¢asu kolem nas. Je-li prostor homogenni (stejny ve
v8ech svych bodech), zachovava se hybnost; je-li prostor izotropni (stejny ve
v8ech smérech), zachovava se moment hybnosti; je-li prostor neménny v ¢ase,
zachovava se energie.

1.4 Hamiltonovy kanonické rovnice

V predeslé ¢asti jsme formulovali Hamiltontiv princip, o némz jsme si Tekli, Ze jej lze pokladat
za zékladni princip mechaniky. Pro konkrétni feseni pohybu mechanické soustavy bychom ovSem
museli postupovat tak, jak bylo v minulé kapitole naznaceno, tj. odvodit z principu Hamiltonova
Lagrangeovy pohybové rovnice a tyto rovnice pak obvyklymi metodami fesit. Této metodé FeSeni
mechanickych problémi se zpravidla fikd metoda Lagrangeova. I kdyz je to v praxi velmi bézna

vvvvvv

popiseme.

Lagrangeovy rovnice jsou diferencialni rovnice 2. fadu; aby byl pohyb soustavy uréen jednoznacné,
je treba zadat pocate¢ni podminky, tj. po¢ate¢ni hodnoty vSech ¢; a ¢;. V tomto smyslu predstavuji
¢; a ¢; aplnou soustavu 2f nezavisle proménnych potiebnych k popisu pohybového stavu sousta-
vy. Pohyb soustavy je ale mozné popsat také zadanim zobecnénych soutradnic ¢; a zobecnénych
hybnosti p; = 0L/Jq;; tyto parametry lze opét pokladat za soustavu 2f nezavisle proménnych ve
2 f-rozmérném prostoru, ktery nazyvame prostorem fazovym. Chceme-li vSak pouzivat proménné
(¢, p, t) misto dosud uzivanych (g, ¢, t) , je nutné, abychom misto funkce L(q, ¢, t) zavedli jinou
funkci podobnych vlastnosti jako L, ktera vSak bude funkei proménnych (g, p, t).

Nejvyhodnéjsi zptsob pfechodu od proménnych (¢, ¢, t) k proménnym (g, p, t) spociva v pouziti
matematické transformace znamé jako Legendreova transformace. UkéZeme si tento postup na
jednoduchém prikladé.

Uvazme libovolnou funkci dvou proménnych f(x, y); jeji diferencial je
df =udr +vdy,

kde
af of
= =, v=—.
ox oy
Ptejdéme nyni od nezavisle proménnych z, ¥y k proménnym u, y a tedy od diferencialu dz, dy
k diferencidlim du, dy. Definujeme-li funkci

u

g=uzx— f, (1.59)

bude jeji diferenciél
dg =udr +rdu—df =xzdu—vdy,

kde veli¢iny x, v jsou nyni funkcemi proménnych u, y a definuji se rovnicemi
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1. LANGRANGEOVY A HAMILTONOVY ROVNICE

Piechodu od funkce f proménnych x,y k funkci g proménnych 0f/dx,y uskuteénénému rovni-
ci () se Tika Legendreova transformace. Da se jednoduse rozsitit i na pfipad funkci vice pro-
ménnych. Nase hledana transformace bude ziejmé stejného typu, protoze od funkce L proménnych
(q, g, t) chceme piejit k funkci proménnych (¢, 9L/0q, t).

Oznac¢ime-li transformovanou funkci H, miuzeme ji definovat vztahem

H(q,p,t szqz (-5 1), (1.60)

kde zkracené oznaceni H(q,p,t) je opét tifeba chapat jako

H(Qapa t) = H(q1:Q27 e qdfyP1,P2, - - 7pf7t)

Tuto funkci nazyvame Hamiltonovou funkci (hamiltonidnem). V ¢asti jsme definovali podob-
nou funkei, ale jen pro pfipad L # L(t). Tam jsme téz vidéli, Ze v pt¥ipadé stacionarnich vazeb je H
konstantni, rovna celkové mechanické energii soustavy. V tomto pifipadé mame také jednoduchou
metodu pro sestrojeni hamiltonianu: staci, jestlize ve vyrazu T + U nahradime zobecnéné rychlosti
¢ zobecnénymi hybnostmi p.

Protoze je funkce H definovana rovnici (), je jeji uplny diferencial

f
8L oL oL
dH = E %dpz + § pzd% dq %d% - Edt (161)
i=1 1

Na druhé strané z predpokladu, ze H = H(q, p,t) vyplyva pro diferencial p¥imo
f f

OH OH oH
dH =Y g 40+ > Gy b+ (1.62)
=1 =1

Druhy a tfeti ¢len napravo v () se rusi vzhledem k definici zobecnéné hybnosti. Kromé toho
mizeme do ¢tvrtého ¢lenu napravo dosadit z Lagrangeovych rovnic

oL d (OL\ .
oq;  dt \og ) "

Porovnanim koeficienti u dg;, dp; a dt v ([1.61]) a ([L.69) dostavame vztahy

OH . 0H 9L 0H
o, DT Taq ot ot

G = i=1,2...f, (1.63)

které se nazyvaji Hamiltonovy kanonické rovnice.

Soustava Hamiltonovych kanonickych rovnic je ekvivalentni f rovnicim Lagrangeovym. Z matema-
tického hlediska pfedstavuje tato soustava pfevedeni f diferencialnich rovnic Lagrangeovych, které
jsou rovnicemi druhého Fadu, na 2f diferencialnich rovnic fadu prvntho. Vyznam Hamiltonovych
rovnic podtrhuji néasledujici skutec¢nosti:

e Pro teseni diferencialnich rovnic prvniho fadu je vypracovano velké mnozstvi numerickych
metod a tak Hamiltonovy rovnice byvaji vétsinou pro numerické feseni vhodn€jsi nez rovnice
Lagrangeovy.

e Za pomoci Hamiltonovych rovnic Ize snadno zapsat ¢asovy vyvoj libovolné dynamické pro-
ménné, tj. nejenom zvolenych zobecnénych soutradnic.
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1.4 HAMILTONOVY KANONICKE ROVNICE

e Hamiltonovy rovnice lze prepsat do velmi jednoduchého tvaru s pomoci tzv. Poissonovych
zavorek (viz s. ), které z matematického hlediska predstavuji tzv. Lieovu algebru, jejiz
vlastnosti jsou urceny nezavisle na objektech, které ji tvori. Proto je mozné tuto strukturu
snadno pfenést do jinych oblasti fyziky, napt. do kvantové mechaniky.

Dodejme, ze Hamiltonovy kanonické rovnice miizeme odvodit také z Hamiltonova principu, jestlize
variujeme proménné ¢;, p; jako nezavislé, tj. variujeme kiivku, ktera charakterizuje pohyb sousta-
vy v 2f-rozmérném fazovém prostoru. Ukazme pouziti Hamiltonova formalismu na jednoduchych
prikladech.

Volny pad v neodporujicim prostiedi

Castice necht ma hmotnost m a pohybuje se po vertikile, ¢ necht je jeji vzdalenost od povrchu

Zeme. Pak ]
T = §mq2, U =mgyq.

Protoze
je ¢ =p/m a tedy

Kanonické rovnice maji tvar

._9H _p . OH
q_ﬁp_m’ p= 8q_ g-

Prvni z nich je jen definici zobecnéné hybnosti a nedava tedy nic nového. Druha rovnice po integraci
dava
p=—mgt+ Cy,

kde (' je integra¢ni konstanta. Dosazenim p = mq plyne
G =—gt+ Cy,
kde Cy = % a integraci
q= —%th + Oyt + Cs.

Polozime-li poc¢ate¢ni podminky ¢ = qo, ¢ = vg pro t =0, plyne C3 = qq, Cs = vy, takze
L,
q:q0+v0t—§gt ;

coz je znama rovnice pro volny pad v neodporujicim prostiedi.

Linearni harmonicky oscilator

Yev .

fyzikdlnim modeliim, v mechanice jej mtizeme realizovat napf. netlumenymi kmity télesa o hmot-
nosti m na pruziné o tuhosti k. Uvazujeme-li pouze jednorozmérny piipad (odtud pFivlastek line-
arni), jde o soustavu s jednim stupném volnosti, jako zobecnénou soufadnici mizeme volit napt.
vychylku z rovnovazné polohy x. Jde o konzervativni systém, hamiltonian bude proto roven celkové
energii kmitajici ¢astice

1 1 1
H=T+U =-mi®>+ —ka* = *— + —k2?
+ 2m:1: —1—2:1: 2m+2:c,
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1. LANGRANGEOVY A HAMILTONOVY ROVNICE

kde p = ma je hybnost oscilatoru. Obvykle se zavadi thlova frekvence LHO w2 = k/m, takze

% + §mw0x .
Hamiltonovy rovnice ([L.63) pak davaji
. O0H p : oH ) L
T=——== = —— = —nmwjx = —kz.
op m’ b Ox 0

Ze skute¢nosti, ze hamiltoniédn je roven celkové energii LHO

2
P 1
H=FE-= o + §mw§x2,
snadno najdeme i rovnici fazové trajektorie
2 2
1= .
2mE 2F
mw?

Jde ziejmé o rovnici elipsy v dvourozmérném fazovém prostoru o souradnicich x a p. Neni obtizné
rozmyslet si tvar fazové trajektorie v ptripadé, Ze pijde o tlumené kmity.

Pohyb v poli centralni sily

P1i obvyklé formulaci problému polozime ¢; = r, ¢ = , takze

1
L= om(i* +r°¢%) = U(r)

a odtud
—aL—mf“ —aL—mTQ'
pr—af,— ) p‘P—&p_ ®,
takze
_ Pr . Do
r=—, Y= 9
m mr

Hamiltonova funkce bude

a kanonické rovnice dévaji soustavu

OH  p, . OH _ p,

7:.

:8pr_m’ (pzﬁ_pp_mﬂ’

: oH  p, OU :
br=—m-=—"—>- D=0
aor  mr or
Prvni dvojice rovnic jsou opét defini¢ni rovnice zobecnénych hybnosti, druhé dvé predstavuji po-
hybové rovnice zapsané v zobecnénych hybnostech. Je zifejmé, Ze pti prechodu od proménnych p,,
Py zpet k zobecnénym rychlostem by tyto rovnice presly na znamé rovnice centralniho pohybu;

jejich feSenim v proménnych p,, p, se uz zabyvat nebudeme.
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1.5 Poissonova formulace Hamiltonovych rovnic

Definujeme Poissonovy zdvorky pro dvé funkce F'(q,p,t) a G(q,p,t) jako vyraz

OF 0G  O0F 0G
F G ; (a%‘ Op; api a%) '

7 primého vypoctu bychom lehce dostali
[F>G] = _[FaG]

a dale

f
an dq a%‘ oq
[qjaql]:Z(aqlapl ap18Qz :5]10_06lz:07

f
Op; Opy 0pj op
Py Z (8(], Op;  Op; Og; 00 =050+ 0,

f f
0q; Opr  Oq; Op
[Qj7pl] = Z: (aqz s (9in 8qi> = Zéﬁéu —0-0=9;.

i=1

Vztahy () nazyvame fundamentdlnimi Poissonovymi zdvorkams.

(1.64)

(1.65a)

(1.65b)

(1.65¢)

Dalsi dilezité vztahy dostaneme, hledame-li Poissonovy zavorky kanonickych proménnych a ha-

miltonidnu. Plati zfejmé

! !
0q; OH  0q; OH o0H o0H oH .
-H:§ 2 3 :§ 0. = — g,
[C]g, ] i—1 (qu Op; Op; aqz) i—1 (5]1 Ip; 0 3%) 5’pj ek

f /
N~ (0p;OH  0p0HY OH . OH\ _ 0OH _
lpj, H] = ZX; (0%‘ Opi  Opi0qi) Z ! Ipi & 94;) 045

(1.66a)

(1.66b)

kde jsme vyuzili platnosti Hamiltonovych kanonickych rovnic. Vztahy () predstavuji pohybové
rovnice zapsané pomoci Poissonovych zavorek. Analogicky bychom postupovali u dalsich dyna-
mickych proménnych. V kvantové teorii zlistava tato struktura zachovéana, jen objekty se kterymi

pracujeme jsou jiné.

Je-li F(q,p,t) néjaka funkce zobecnénych soutradnic a ¢asu, plati pro jeji uplnou derivaci podle ¢asu

AP~ (OF OF LN OF
ar a6 " o V) T o

Dosadime-li za ¢;, p; z Hamiltonovych kanonickych rovnic ([.63), dostavame

Z OF OH O0OFO0H 8_F
dq; Op; 8]91' 0q ot’

neboli
dF oF

e 2F
a — A+

Polozime-li F' = H, vychézi
dH OH

At o
30
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1. LANGRANGEOVY A HAMILTONOVY ROVNICE

coz vede k zédkonu zachovani energie v pripadé, Zze H nezéavisi explicitné na ¢ase. Nezévisi-li funkce
F(q,p) na ¢ase explicitnég, plati

dF

dt
coz ukazuje, ze Poissonova zavorka muze byt kritériem toho, zda néjaka funkce je nebo neni in-
tegralem pohybu; mé-li jim byt, musi byt rovna nule Poissonova zavorka této funkce a funkce
Hamiltonovy. Tento vysledek ndm umoziuje urcit integraly pohybu nezavisle na tom, zda sama
H je integralem pohybu nebo nikoliv.

= [ H],

Poznamenejme jesté, ze pro Poissonovy zavorky lze dokazat tzv. Jacobiho identitu: Jsou-li A, B,C
funkce kanonickych proménnych, plati

[A,[B,C]] + [B,[C, A]] + [C, [A, B]] = 0. (1.68)

Dikaz lze provést pfimym vypoctem a ponechavame jej jako tlohu pro samostatnou préci.
Polozime-li v této identité C' = H a predpokladame-li ze A a B jsou integraly pohybu, dostéa-
vame

[H7 [A7BH =0, (169)

takze vyraz A, B] je rovnéz integralem pohybu. Vztahu ([1.69) muZeme pouzit, chceme-li ze zna-
mych integrali pohybu zkonstruovat nové.

1.6 Hamiltonova—Jacobiho rovnice

Hamiltontv princip ([1.37) definuje éinek (integral akce)

to

S:/Ldt

t1
s pevnymi mezemi. Ponechdme-li horni mez volnou, tj. budeme uvazovat ti¢inek

t

t1

ziskdme funkci zobecnénych souradnic a ¢asu kone¢ného stavu. Pro variaci takového funkcionélu

pak plati
f
oL
e L: ] /Z [8% (8%)} ol

Druhy c¢len diky platnosti Lagrangeovych rovnic vymizi a ziskdme

oL

08 = > 95 —0gq;,
=1
nebot d¢;(t1) = 0. Odtud plyne vztah
oL 08
i = F = L.
P 9¢;  Oq; (1.70)

a pro uplnou ¢asovou derivaci dale
f

/
ds os . 08 .
q " gt gy T L pdit
I i=1

1=
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Zaroven z definice uc¢inku S(q;,t) plati

ds
= =L
dt

f
S
L= E Pidi + o7
— ot

Porovnanim ziskame

neboli s vyuzitim ([L.60)

S S
szqz Lol =H+ 2 =0

Nahradime-li v hamiltonianu zobecnene hybnosti p; = 05/0q;, ziskdme vztah

oS oS oS
H _— .., — 1 — = 0. 1.71
(q17 »df, aqlu 7aqf7 ) + ot 0 ( 7 )

Tato rovnice se nazyva Hamiltonova-Jacobiho rovnice, kterou sestavil roku 1842 némecky matema-
tik Carl Gustav Jacob Jacobi. Je to parcidlni diferencialni rovnice prvniho rfadu, urcujici zavislost
ucinku S na qp,...,qy.

Ptrevedeni mechanického problému na feSeni parcidlni diferencialni rovnice misto soustavy oby-
¢ejnych diferencidlnich rovnic méa ovSem smysl jen tehdy, da-li se parcialni diferencidlni rovnice
jednoduse resit. V pripadé rovnice () muzeme pomérné snadno najit feSeni, jestlize H nezavisi
explicitné na Case a jestlize nékteré proménné jsou cyklické. V téchto pripadech miizeme v rovnici
(I.71)) provést tzv. separaci proménnych, pfi¢emz oviem tento termin ma ponékud jiny obsah, nez
jak byva pouzivan v souvislosti s oby¢ejnymi diferencialnimi rovnicemi.

Predpokladejme, 7e H # H(t). Pak se ([L.71]) redukuje na
0S5 oS S
H . — ey — =0.
(QD » 4, aqla aaqf) + ot

Protoze za dané podminky bude hamiltonidn roven celkové energii, z Hamilton-Jacobiho rovnice
ziskdme dvé nezavislé rovnice

08 oS 08
H — ..., — | =F — =-F. 1.72
(qlv y df, 8(]1’ ’ 8(]f) ) ot ( )
Akci S muzeme v konzervativnim poli rozdélit do dvou ¢asti
S(gi,t) = Wi(g) — Et, (1.73)

pricemz ¢ast W(q;) (tzv. zkrdcend akce nebo Hamiltonovou charakteristickou funkc?) nezavisi na
¢ase a Cast —FEt neni funkci souradnic. Diferencovani pak vede ke vztahtim

dS =dW — Edt — tdE
a zaroven z definice S

f
dS = Ldt =) pidg; — Edt.

i=0
Porovnanim dvou poslednich vztahi ziskame
f
dW = " pidg; + tdE,
i=0
ow; ow

94, = Di G_E =t. (174)

Pro ilustraci metody separace proménnych uved me nasledujici priklad.
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Pohyb v konzervativnim silovém poli
Studujme pohyb s jednim stupném volnosti, konkrétné castice o hmotnosti m v konzervativnim
silovém poli U = U(q). Hamiltonian je zifejmé

2
gH=2 1 Uy

2m

a zaménou p za 0S/0q dostavame Hamiltonovu-Jacobiho rovnici

1 /0S\? a8
%(a—q) +U(q>+g—0.

Protoze H # H(t), mizeme polozit
S(g,t) = W(q) - Et

a pro urceni W mame obycejnou diferencialni rovnici

dw

d—qz\/Qm[E—U(Q)L

odkud

W:/\/2m[E—U(q)]dq.

Pii konkrétnim tvaru U(g) muzeme integrovat a pro hlavni Hamiltonovu funkci bychom dostali

5= / V2m[E = U(q)] dg — Et.

Aniz bychom viak poéitali S, mizeme piimo podle ([.74) psat

ow oW

- = — =1
)

neboli

PV ETal =y [

Kdybychom pii konkrétnim zadani U(q) integrovali posledni rovnici, dostali bychom zévislost g
na t a pocatecnich podminkach, coz by bylo feSeni. Konkrétné pro linedrni harmonicky oscilator
popsany na s. @ volime ¢ = z, U = %mwSxQ, pocate¢ni podminky necht jsou xg = zp, o = 0.
Postupné ziskavame

/ m / dw [ 1 _ ( m )}x
t = — = | — arcsin —WoT .
Vel T e L )L,
x0 2 0
7 pocate¢nich podminek vyplyvé, ze energie LHO, ktera je integralem pohybu, ma hodnotu

1
E = émngg,

a proto \/m/(2E) = 1/(woxg), coz po dosazeni do vypocitaného integralu dava

. x . To . T . . T T
wpt = arcsin { — | —arcsin (| — ) = arcsin (| — | —arcsin (1) = arcsin | — | + =.
Zo Zo Zo Zo 2
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Prevedenim konstanty na levou stranu a ptsobenim funkce sin na obé strany pak vychazi

, T
T = xosin (wot + 5) = x cos (wot) ;

1 1
p=+2m(E—-U)= \/2m <§mw§x% — Emwgaﬂ) =

= mwooy/ 1 — cos? (wot) = mwoxsin (wot) ,

coz je rovnice harmonickych kmiti v pfipadé, Zze pohyb zac¢ina z klidu pfi maximalni vychylce.
1.6.1 Eikonalova rovnice a analogie s geometrickou optikou

Prepiseme-li rovnici ([L.70) v kartézskych soufadnicich, obdrzime

Py = g—i, Dy = g—j, P, = g—j neboli p=VS§S.
Hybnost ma tak ve fazovém prostoru smér normaly k plocham s S = konst. V rtaznych ¢asech
t se piitom poloha té&chto ploch ve fazovém prostoru méni, tak aby byla splnéna rovnice ([1.73).
Pokud v c¢ase t = 0 plocha S = 0 splyvéa s plochou W = 0, v ¢ase t = 1 s plochou W = E atd.
Postupné ,prochéazi“ fazovym prostorem podobné jako vlnoplocha optické viny a hybnost, kolma
na tuto plochu, je pak analogii paprskt kolmych na vlnoplochu..

Tato analogie ma hlubsi zaklad. V konzervativnim poli I1ze podle ([L.72) a ([L.74) v kartézskych
soufadnicich psat

Hz%[pi#—pz—l—pz}—l—U% <%—f)2+(%—?>2+(%—?)2 +U =E (1.75)
neboli
(VW)? = 2m(E - U).
Sifenf rovinné svételné viny popisuje vinovd rovnice
AA — C_}Q?;Tf =0,
kde ¢ = ¢/n je rychlost svétla v daném prostiedi, ¢ rychlost svétla ve vakuu a n index lomu,

skalarni veli¢ina A muze predstavovat napt. potencial elektrického pole. Pro n = konst. je feSenim
rovnice rovinné vina

A= Aoei(k'r—wt)’
kde thlovy vlnocet (ithlové vinové ¢islo)
poow L2
c c A

Neni-li v prostiedi index lomu konstantni, ale bude funkei soufadnic n = n(z,y, z), feSeni vinové
rovnice bude mit tvar
A= B(.CE, n Z)ei(kL(:L‘,y,z)—wt)

Y

kde B a L jsou funkce souradnic, B charakterizuje amplitudu viny a L je tzv. eitkondl, ktery urcuje
optickou délku podél siteni viny. Pokud n = konst. a k ma napf. smér osy z, potom L = nz. Lze
ukéazat (viz napf [3, B7|), Ze tato funkce spliwje eikondlovou rovnici

oL\ | (OL\', (9L\'_
Ox oy a-) — "
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1. LANGRANGEOVY A HAMILTONOVY ROVNICE

popisujici §ifeni svétla v geometrické optice, jez je formalné analogicka s ([L.75).

Pomoci této analogie 1ze dojit i k Schrodingerové rovnici. Podle de Broglieho hypotézy kazdé ¢éastici
s hybnosti p mizeme pfifadit vlnovou délku A = h/p, pro odpovidaji ahlovy vinocet plati & = 2r/A
= p/h. Pokud se &astice pohybuje ve volném prostoru, odpovida ji rovinnd vlna u = Ae*", ktera
splhuje Helmholtzovu rovnici

Au + k*u =0.
Pohybuje-li se ¢astice v konzervativnim poli U, potom plati
2m

a po dosazeni do Helmholtzovy rovnice dostaneme slavnou stacionarni Schrodingerovu rovnici
2m

sestavenou Erwinem Schrédingerem v roce 1924 (podrobnéji se této problematice budeme vénovat

v Gasti .4).

1.7 Proménné akce—hel a Bohriv model atomu

Zbyva nadm jesté zminit se o metodé reseni Hamiltonovy-Jacobiho rovnice, kterou je vyhodné pouzit
zejména u tloh, pii nichz jsou soufadnice periodickymi funkcemi casu. V takovém pripadé byva

nékdy vyhodné zavést proménné
N
= dg = ¢ —dg;, 1.76
J, f pidq ]{ 91 (1.76)

kde integrujeme pfres Gplnou periodu zmény funkce ¢;. Vyrazy J; nazyvame akcemi. Protoze pii
ulohach tohoto typu je hamiltonian konstantni (a roven zachovéavajici se energii), lze pouzit piimo
charakteristické funkce Hamiltonovy W a piSeme

08 (oW

= ¢ Zdg= ¢ —dg,
aqiq q

J B 0g;

pricemz
W:W(ql,...,Qf,ﬂ,...,jf). (177)

Zobecnéné soutradnice pfislusejici konstantnim akcim se nazyvaji thlové proménné ¢; a jsou defi-

novany vztahy
ow

Yi = VA
Vzhledem k tomu, Ze jde o konzervativni systém, budou integrély ([L.76) zaviset pouze na energii
J: = Ji(E) a naopak energii lze zapsat jako funkci akei H = E(...,J;,...,). Z kanonickych rovnic
pak plyne

(1.78)

o0H : 0H
o7, " ji__a%'_

Uhlové souradnice ¢ jsou cyklické a budou linearnimi funkcemi ¢asu

= 0.
w; = vit + B, B = konst.

Vzhledem k tomu, Ze jde o periodicky pohyb, lze pomérné snadno urcit fyzikalni vyznam konstant
v;. Necht g; vykona cely cyklus zmény, pficemz ostatni soufadnice se neméni. Zména ¢; pii takové
zméné ¢; bude oznacena Ay; a plati

Ap; = f de;,
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1.7 PROMENNE AKCE-UHEL A BOHRUV MODEL ATOMU

kde dy; je nekonecné mald zména ¢; nasledkem nekonecné malé zmény ¢;. Plati

dp;
= dQ7
8qj J

dep;

takze s pouzitim ([L.7§) vychazi
0%i 4 _ 62Wd._i 0_Wd._%
o, " J 00T VT 07 ) g, VT 07,

Pii i = 1 je tedy zména thlové proménné rovna 1, pfi ¢ # j nule. Jestlize je 7; perioda jednoho
cyklu ¢;, potom

A%’ = 1=y,

odkud
1
VvV, = —
Ti

Y

takZe v; je rovno frekvenci zmény ¢;.

Zavedeni proménnych 7; mélo i velky historicky vyznam pii vzniku kvantové mechaniky, zejména
pro Bohriv a Sommerfeldiv model atomu. Jeho zakladem je predpoklad, nazyvany nékdy také
kvantovou hypotézou, ze pro stabilni drahy elektront v atomu musi integral

jizj{pdp:nh, n=123,...

nabyvat pouze urcitych diskrétnich hodnot odpovidajicich nasobktim Planckovy konstanty h =
= 6,626-10734 J.s. Zdiraznéme, %e z pohledu kvantové fyziky jde o kvaziklasické piiblizeni, nebot
v piipadé elektrond v atomu nemé smysl hovorit o konkrétni trajektorii, ale pouze o pravdépodob-
nosti vyskytu v okoli atomového jadra.

Aplikujme tyto tvahy na linedrni harmonicky oscilator, pro ktery, jak vime z pirikladd na s. @
a @, plati

x = xsin (wot + o) ,

2F 2F
dz = wox cos (wot + ap) dt = wy 5 €08 (wol + ap) dt = 4/ — cos (wol + ay) dt,
m

mwj
P = MWoTm cos (wot + ag) = V2mE cos (wot + ayp) ,
1/wo

jz%pdszE / cos® (wot + ap) dt =

0

2nE
Wo ’

Odtud vyjadiime E jako funkci J ve tvaru
Wo
E=—
2th

a pro frekvenci pak vychézi
OF Wo
v=— = —.
0J 2n
Kvaziklasicky Bohriuv predpoklad pak vede ke kvantovani energie LHO
E, =Jv =nhv, m=1,2,...

Energie LHO muze nabyvat pouze ur¢itych hodnot (nasobku hv) a podle vysledku piikladu na s. @
jsou ve fazovém prostoru povoleny pouze nékteré fazové trajektorie (ve tvaru elipsy). Dodejme, Ze
Bohrova teorie sehrala vyznamnou roli v popisu spekter atomi (viz ¢ast )
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Kapitola 2

Zaklady kvantové mechaniky

2.1 Struc¢ny historicky prehled

Kvantovou mechaniku lze definovat jako védu o pohybu mikro¢astic (elementérnich ¢astic, atomn,
molekul, atomovych jader) a o jejich vzajemnych interakcich. K jejimu vzniku vedly objevy v oblasti
spektroskopie a atomové fyziky, které nebylo mozné vysvétlit pomoci predstav klasické fyziky.

Koncem 19. stoleti nastalo obdobi vysokého rozvoje klasické mechaniky a teorie elektromagnetic-
kého pole. Pomoci klasické mechaniky byly objasnény zakony pohybu nebeskych téles, na jejim
zékladé se rozvijela kineticka teorie plyni. VInova teorie svétla objasnila interferen¢ni a difrakéni
jevy a pozdéjsi Maxwellova teorie elektromagnetického pole polozila zaklady jednoty mezi optic-
kymi a elektromagnetickymi jevy. Jenze pozdéji se ukazalo, ze aplikace klasické teorie k objasnéni
jeva a procest v mikrosvété vede k nespravnym vysledkim a nékteré z téchto jeva jsou timto
zpusobem viibec neobjasnitelné. Tak naptiklad klasicka elektrodynamika dava nespravné vysledky
pri popisu spektralni hustoty zareni ¢erného télesa, nedokaze vysvétlit ¢arové spektrum atomi,
nedokaze vysvétlit fotoefekt, Comptonuv efekt, tedy jevy, u kterych se uplatiuje korpuskularni
podstata svétla. Problémy také nastavaly pri pokusech o vysvétleni procesii zareni atomi pfi po-
uziti Rutherfordova planetarntho modelu, protoze v souladu s klasickou mechanikou by takové
atomy musely byt nestabilni.

Krize klasické fyziky tak musela zakonité vést k revizi klasickych pfedstav, které se ukazaly jako
nepouzitelné pro popis mikrosystému a mikroprocestu. Ukézalo se, zZe mikrocastice maji zcela nové
vlastnosti — napt. vlnové. V souvislosti s touto skute¢nosti vlastné vzniklo zcela nové chapéani pojmu
mikrocastice. Kvantova mechanika stav pohybujici se mikrocastice v urc¢itém case jiz nepopisuje
soufadnicemi a jeji rychlosti (¢i impulsem), ale vinovou funkci nebo matici hustoty. Musely byt
také nové postulovany principy atomismu, na zakladé kterého jsou elementarni ¢astice, ze kterych
se sklada latka, charakterizovany nejen diskrétnimi hodnotami klidové hmotnosti nebo néboje,
ale mohou se také nachazet ve stavech, charakterizovanych diskrétnimi kvantovanymi hodnotami
energie a jinych fyzikalnich veli¢in.

Dospélo se k zavéru, ze vSechny atoméarni jevy je mozné objasnit pouze na zakladé novych myslenek
a nové teorie. Touto teorii je pravé kvantovid mechanik, jejiz vznik se datuje do 20. let minulého
stoleti. Jeji vznik predchézely nékteré zjednodusené, méné presné kvantové teorie, jako kvantova
teorie svétla nebo Bohrova teorie stavby atomu. Zpocatku se dale vyvijely dvé varianty kvantové
teorie — Heisenbergova maticova mechanika a Schrédingerova vinova mechanika. Jenze ukazalo se,
ze obé teorie jsou pouze ruzné formy jedné a téze mechaniky, které stejné tlohy fesily v rtznych
reprezentacich, coz miizeme chépat jako pouziti riznych mechanickych veli¢in v roli nezavislych
proménnych — argumentu vinové funkce.

Zpocatku se rozvijela nerelativistickd kvantova mechanika, tedy kvantova mechanika mikrocastic,
které se pohybuji relativné malymi rychlostmi ve srovnani s rychlosti svétla. Teprve néasledné (od
30. let minulého stoleti) se rozvijela relativisticka kvantova mechanika pro popis mikroc¢astic, kte-
ré se pohybuji libovolnou rychlosti. Relativisticka kvantova mechanika, za jejiz zakladatele jsou
povazovéani Dirac a Fock, pak hraje hlavni roli ve vysvétleni téch atomarnich jevi, ve kterych se
vyrazné projevuji relativistické efekty. Avsak nejjemnéjsi detaily takovych efektd nebo napt. vza-
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2.1 STRUCNY HISTORICKY PREHLED

jemné transformace elementarnich ¢astic je nutné studovat na zakladé kvantové elektrodynamiky
a kvantové teorie pole, které se dale vyvijely z relativistické kvantové mechaniky od pocatku 40. let
minulého stoleti.

Cilem nésledujiciho textu je pouze tvod do kvantové teorie. Pozornost bude vénovana pfedevsim
nerelativistické kvantové mechanice a pouze zékladnim problémum této teorie. Bude snaha o co
nejjednodussi vysvétleni pojmi a feSenych problémui. Rovnéz pouzity matematicky aparat bude
v maximalni mife zjednodusen. Zakladem matematického aparatu kvantové mechaniky je teorie
Hilbertovych prostori. Nedilnou soucasti je teorie reprezentaci. Pro nas ivodni pohled a popis se
pokusime nékteré problémy pouze nastinit, predpokladame, ze zakladni fyzikalni principy kvantové
mechaniky je mozno vysvétlit i timto zjednoduSenym zptisobem.

2.1.1 Stara kvantova teorie svétla

Zaklady této teorie byly polozeny Maxem Planckem, ktery se pokusil teoreticky odvodit mate-
maticky tvar zakonu zareni ¢erného télesa. Spektralni hustota intenzity vyzarovani ¢erného télesa
E(w,T) o teploté T jiz byla znama na zakladé experimentt, avSak teoreticky se ji nedafilo odvodit.
Wien se pokusil vztah pro E(w,T) odvodit na zakladé klasické statistiky. Jeho zékon se ale ukazal
jako platny pouze pro ultrafialovou a viditelnou oblast spektra za nizkych teplot. Rayleigh a Jeans
se pokusili vztah pro F(w,T) odvodit pomoci Maxwellovych rovnic a kanonické rozdélovaci funkce.
Jejich vysledek se ale ukézal jako platny pouze pro dlouhovlnnou oblast spektra.

Spravny tvar zédkona pro spektralni hustotu intenzity vyzarovani odvodil az Max Planck ve tvarul
hw3

Ew,T) = — :
23 (eﬁ — 1)

(2.1)

kde k je Boltzmannova konstanta (k = 1,38032-10723 J-K~1) a h je Planckova konstanta i délena
hodnotou 2r; i = h/(2rn) = 1,054-10734 J-s.

Planck nejprve odvodil sviij zakon ¢isté matematicky na zakladé znalosti predchozich zakoni Wiena
a Rayleigha a Jeanse (viz ¢ast 5.1.3). Ale pozdéji (v roce 1900) jej odvodil takeé fyzikalné, ale za cenu
novych predpokladii, cizich klasické fyzice. Planck predpokladal, Ze zdroji zéfeni jsou harmonické
oscilatory, které se nachazi pouze v diskrétnich energetickych stavech a emituji zareni pti prechodu
ze stavu s vySsi do stavu s nizsi energii. Pritom energie oscilatort v téchto diskrétnich stavech je
vzdy nasobkem hodnoty E = hw, ktera se nazyva kvantem energie.

Planckova hypotéza byla dale zobecnéna Albertem Einsteinem. Ukazalo se, Ze je mozné objasnit
celou fadu dosud nevysvétlitelnych jevi, pokud budeme toto kvantum povazovat za ¢astici (foton)
s energii £ = hw. ProtoZe pro vztah mezi hmotnosti a energii plati Einsteinova rovnice E = mc?,
musi byt foton charakterizovan hmotnosti m = hw/c?. OvSem potom musi mit foton také impuls
o velikosti p = me = hw/c = hk, kde k je velikost vinového vektoru, orientovaného ve sméru Sifeni
svétla. Je tedy zfejmé, Ze mezi energii fotonu a velikosti jeho impulsu plati vztah

E = cp. (2.2)

Vztahy
E = hw, p = hk (2.3)

jsou vlastné matematickym vyjadifenim korpuskularné vinového dualismu zafeni.

Ze vztahu pro energii relativistické c¢éastice s klidovou hmotnosti mg, tedy ze vztahu F =
= cy/p? + mic? dale vyplyva, ze klidova hmotnost fotonu je nulova.

'Planckovu zakonu z hlediska statistické fyziky se vénujeme v &asti @
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2. ZAKLADY KVANTOVE MECHANIKY

Diky uvedenym predpokladim pak mohly byt studovéany interakce svétla (fotoni) s mikrocasticemi
jako srazky mezi klasickymi bodovymi ¢asticemi. Pouzijeme-li vztahy pro zdkony zachovani energie
a impulsu

hw+E=h'+ E, (2.4)

hk +p =hk' +p’, (2.5)

kde E a E’ jsou pocatecni a kone¢na energie mikrocastice, p a p’ jeji poc¢ateéni a koneény impuls
a konecné hk, hk' a hw, hw' jsou poéateéni a koneéné impulsy a energie fotonu, miZeme relativné
jednoduse objasnit napf. fotoefekt (fotoelektricky jev) nebo Comptoniv jev.

V pripadé fotoefektu je dopadajici foton absorbovéan, plati tedy w’ = 0. Zakon zachovéani energie
ma tedy tvar

hw+E=E' (2.6)

Jestlize x je hodnota vystupni prace, pak energii elektronu uvnitt kovu mizeme oznacit jako —y
a dostaneme znamy Finsteiniv vzorec pro fotoefekt

1
hw—x = §m0v2, (2.7)

kde %mov2 je kineticka energie elektronu (omezili jsme se na nerelativisticky piipad).

Posledni vztah je zajimavy tim, Ze je mozné s jeho pomoci urc¢it experimentélné hodnotu konstanty
h. Predpokladejme, Ze elektron je mozné zabrzdit elektromagnetickAm polem s potencidlem ¢, tedy

ze plati
2

Mot _ ep. (2.8)
2
Potom s pomoci vztahu (2.7) dostaneme
hw X
o=——"=. (2.9)
e e

7 vysledki experimentu jsme schopni ziskat za-
vislost ¢ = f(w) a s pomoci (R.9) ur¢it hodnotu

h.
hk

Jak jiz bylo uvedeno, s pomoci zakont zachova-
ni (2.4) a (2.9) je také mozné objasnit Compto-
nuv efekt, tedy rozptyl fotonu na elektronech
atomu. Zavedme nasledujici zjednoduSeni: Za-
nedbame energii vazby E, elektroni v atomu Obr. 2.1: K feSeni Comptonova efektu
(tedy povazujeme je za volné a klidové), coz je

plné pripustné pro elektrony vnéjsich slupek atomi, a predpoklddejme dopad Rontgenova zareni,
tedy splnéni vztahu Aw >> F,. Protoze elektrony po interakci s fotony Rontgenova zareni do-
sahuji vysokych rychlosti, musime zakony zachovéni energie a impulsu (pro pfipad p = 0) psat
v relativistické formé

2
B + moc? = ' + —208 (2.10)

hk = hk' + —— (2.11)
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2.1 STRUCNY HISTORICKY PREHLED

Sméry siteni dopadajictho a rozptyleného fotonu spolu sviraji tihel ¥ — viz. obr. [1] Ze zékonu
zachovani (2.10) a (R.11)) s pouzitim k - k' = kk’ cos ¥ 1ze odvodit vztah

0 1 1
2hsin? — = myc® [ — — — (2.12)
2 wow
a protoze £ = %, lze pro zménu vlnové délky AX = X — X v zavislosti na thlu rozptylu 9 finalné

odvodit vztah
AN = — sin” —. (2.13)

Je zfejmé, ze pokud tuhel rozptylu je nulovy, pak se vinova délka rozptyleného svétla neméni.
Maximalni zména vIinové délky rozptyleného svétla nastava v piipadé 9 = .

2.1.2 Bohrova teorie atomu

Klasicka elektrodynamika neni schopna vysvétlit ¢arové spektrum atomi. V roce 1885 Balmer
odvodil pouze empirickou formuli popisujici vinové délky spektralnich ¢ar atomu vodiku ve tvaru

Al = R 2* (i - i) : (2.14)

n? m?

kde m, n jsou libovolna cela ¢isla, R, je Rydbergova konstanta a Z je poradové ¢islo prvku (pro
vodik Z = 1).

Dalsim nedostatkem tehdejsich teorii byla skute¢nost, ze nebyly schopny objasnit stabilitu zatriciho
atomu. Rutherfordiv planetarni model nevyhovoval — predpokladal, ze zdrojem zafeni jsou zrych-
lené pohybujici se elektrony. Pritom jejich energie ale klesa, coz znamené, Ze by nakonec musely
spadnout do jadra.

Teprve v roce 1913 Niels Bohr teoreticky zdivodnil formuli (R.14) a podal vysvétleni stability
atomu, ovSem za cenu dalSich hypotéz. Zakladem jeho teorie jsou nasledujici postuléty:

1. Atom existuje dlouhodobé pouze ve stacionarnich stavech s danymi diskrétnimi hodnotami
energii. V téchto stavech nezari.

2. Absorpce a emise zafeni atomem vzniké pfi jeho prechodu z jednoho stacionarniho stavu do
druhého. Frekvence emitovaného nebo absorbovaného svétla atomem pii téchto prechodech

je dana vztahem
Em - En
Winn = ——— (2.15)

ktery vlastné miazeme chapat jako vyjadieni zdkona zachovani energie.

Bohr aplikoval tyto postuladty na atom vodiku a vodiku podobné ionty a zavedl tzv. kvantovaci
podminku. Pokud vyjdeme z nejjednodussiho predpokladu, ze se elektrony v atomu pohybuji po
kruhovych drahéach, pak Bohrova kvantovaci podminka fika, ze

mour = nh, (2.16)

kde mgvr je orbitalni moment hybnosti elektronu, n =1,2, 3, ....

Uvedme pouze pro uplnost, Ze Bohrova teorie byla dale rozvijena. Wilson a Sommerfeld nezavisle
na sobé zobecnili Bohrovu kvantovaci podminku pro pohyb elektront po eliptickych drahéch a
pro periodicky pohyb v systémech s libovolnym poctem stupniti volnosti. Zobecnéna kvantovaci
podminka se pak uvadi ve tvaru

/piin = 2nn;h, (2.17)
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2. ZAKLADY KVANTOVE MECHANIKY

kde p; je zobecnény impuls korespondujici se zobecnénou souiadnici ¢;, poc¢et hodnot indexu i je
roven poctu stupiiii volnosti a n; jsou cela ¢&isla, nazyvana kvantovymi &isly. Je ziejmé, ze (R.17)
prechézi na (R.16) v piipadé rovnomérného pohybu &stice po kruznici.

Bohrtv ditkaz spravnosti formule () je potom relativné jednoduchy. Celkova energie elektronu
v poli nepohybujiciho se jadra je v atomu vodiku a ve vodiku podobnych iontech
Ze? mov?

E=— ) 2.18
4dnegr + 2 ( )

7 druhého Newtonova zakona vyplyva, ze

mov> Ze?

r dmegr?’ (2.19)

kde v?/r je dostiedivé zrychleni a Ze?/(4ner?) je coulombovska sila.

Dosadime-li (2.19) do (R.18), dostaneme pro energii elektronu

Ze?
E=— . 2.20
8TC€0’I" ( )

Chybi tedy vypocitat pouze polomér kruhové dréhy r. Ten lze vypocitat opét ze druhého Newto-
nova zéakona (2.19) a z kvadratu Bohrovy kvantovaci podminky (2.16) ve tvaru

B 4Amen’h?

"= , 2.21
" moZe? ( )
Pokud se omezime na atom vodiku (Z = 1) a na n = 1, dostaneme
4meh?
7"1 = m062 = Q. (2.22)

Veli¢ina a je znama jako atomovd délkovd jednotka (polomér prvni bohrovské orbity v atomu
vodiku). Jeji hodnota je a = 0,529-1071% m.

Energii elektronu na n-té orbité ziskame dosazenim (2.29) do (R.20)

Z2 4 Z2 4
B, =——— 10 2T (2.23)
32n2egh?n? 8cgh?n?
a po dosazeni do (2.15) dostaneme vztah
4 4
e 51 1 c Wimn moe” o [ 1 1
“ 32n2e2ns <n2 mQ) J A 21 8ggch? (n2 m? (224)

Protoze w = 2nc/A, je ziejmé, ze vztah (R.24) je totozny s empirickym vzorcem (.14), kde Ryd-
bergova konstanta je dana vztahem

m0€4

Ry =—— =1,09737-10"m". 2.25
85()Ch3 m ( )
Z této hodnoty pak snadno urc¢ime ioniza¢ni energii atomu vodiku, polozime-li n = 1 a m — oo,

bude E, = hcR,, = 13,6€V.

Bohrova teorie sehrala vyznamnou roli v rozvoji kvantové teorie atomi. Plné se potvrdila napf.
diskrétnost energetickych stavii. Na druhé strané je vSsak mozno nalézt celou fadu nedostatki.
Neni schopna popsat atom s vétsim poc¢tem elektronti. Nedokaze vysvétlit série spektralnich car
atomu vodiku. V souladu s dnesnimi poznatky nespravné popisuje orbitalni magnetické momenty
elektronti, coz déle souvisi se skutecnosti, ze Bohrova teorie pritazuje elektronu drahu, které je
podle soucasné kvantové mechaniky neurcitelnd. Bohrova teorie je vlastné poloklasicka. Zavadi
kvantové piedstavy, ale vztah (R.14) resp. (2.24) odvozuje s vyuzitim klasické mechaniky.

41



2.2 DE BROGLIEHO VLNY, POJEM VLNOVE FUNKCE

2.2 De Broglieho vilny, pojem vlnové funkce

2.2.1 De Broglieho viny

V roce 1924 Louis de Broglie vyslovil hypotézu, ze korpuskuldrné vinovy dualismus se neproje-
vuje jen u fotonu (elektromagnetického zafeni), ale Ze je obecnou vnitini vlastnosti mikro¢astic —
elektronti, protonii, atomt, molekul, Ze je tedy obecnou vlastnosti hmoty. Proto predpokladal, zZe
kazdé pohybujici se ¢astici (volné ¢astici) je mozné piifadit monochromatickou vinu

P = ppe Wk, (2.26)

pricemz se stéale predpoklada platnost vztahi EF = hw a p = hk pro korpuskuldrné vinovy dualis-
mus. Potom ale mizeme (R.26) pfepsat do tvaru

P = thoe 7 EP, (2.27)

Takova vlna se nazyvéa de Broglieho vinou. Uréeme vinovou délku de Broglieho viny
2n

2rh
Ap= =2

E (2.28)

Pro ¢éstice s nerelativistickou rychlosti — napt. pro elektron — vychézi Ag v fddu nékolika angstromaii.

Zustava ale problém fyzikalni interpretace de Broglieho vin. Féazova rychlost de Broglieho vin je
déna obvyklym vztahem u = 7. Disperze vin je popséana zévislosti fazové rychlosti na vlnové délce
v latce. V pripadé de Broglieho vin dostaneme pro nerelativistickou ¢éastici vztah

E p? B hk?

_ = _ _ ted ~ k2. 2.2
h Qmoh 2m0 atedy w ( 9)
Potom ale . )
= — dtud ~ — 2.30
u o aodtud u~ <, (2.30)

z ¢ehoz vyplyva, ze de Broglieho viny vykazuji disperzni vlastnosti i ve vakuu.

Dale je mozno dokazat, ze fazova rychlost de Broglieho vin neni totozné s rychlosti pohybujici se
¢astice. Dokazme to na pripadé rychle se pohybujici ¢astice

E /m2 2.2

ko p P

tedy bylo dokéazano, ze fazova rychlost de Broglieho vin je obecné vyssi, nez rychlost svétla a te-
dy urcité vyssi, nez rychlost v pohybujici se ¢astice. Zistava tedy problém, jak interpretovat de
Broglieho vinu. De Broglieho vlna je rovinnd monochromaticka vina s konstantni amplitudou, de-
finovana v celém prostoru. Pohybujici se ¢éastice je ale lokalizovanéa v urcité oblasti prostoru. Byla
proto snaha tésnéji svazat castici s de Broglieho vinou. Jednou z moznosti, jak tuto vazbu zajistit,
bylo pouziti klubka de Broglieho vin s cilem, aby grupové rychlost klubka byla totozna s rychlosti
Castice.

Uvazujme pro jednoduchost ¢astici, ktera se pohybuje v kladném sméru osy z. V analogii s optikou
bude klubko popsano rovnici

ko+Ak
Y(x,t) = / A(k)e lw®i-kel q, (2.32)

ko—Ak
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2. ZAKLADY KVANTOVE MECHANIKY

kde 2Ak je sitka klubka. Funkce A(k) a w(k) muZeme rozlozit do Taylorovy fady v bodé k = kg
dA(k)

A(R) = Alko) + =

’k:ko (k_k0)+-..’
1 d?w
2! dk?
pfi¢emz se omezime na prvni ¢len fady v rozvoji A(k) a na prvni dva ¢leny fady v rozvoji w(k).
Potom

dw
w(k) = wp + T lheiy (k= ko) + oo (k— ko) + ..., (2.33)

ko+Ak
Y(x,t) = A(ko) / oot G oo (b—ho)t—hoa—(k—k)e] g (2.34)
ko—Ak
coz muzeme upravit na tvar
ko+Ak
Wz, t) = Alko) / ek e=rot—2] (ko) g}, =i(wot—hoo) (2.35)
0—Ak

kde vyraz ve slozené zavorce popisuje amplitudu a nasledny vyraz fazi vinového klubka. Parametry
amplitudy klubka je mozné vizdy nastavit tak, aby $ifka hlavniho maxima odpovidala rozmértam
popisované Castice. Dalsim rozborem lze dojit k zavéru, ze Sitka hlavniho maxima kvadratu ampli-
tudy A je priblizné

_ 2n
AR
Je zifejmé, Ze pro fazovou rychlost vinového klubka plati stejné zavéry, jako pro fazovou rychlost
jedné de Broglieho viny — obecné je vySsi nez rychlost svétla a nemuze byt tedy prirazena rychlosti
¢astice. Grupova rychlost je podle () popsana vztahem

dw dE
g — @ |k:ko: @ |p:po (2~37)

Az (2.36)

u

a pro obecny piipad relativistické ¢astice s energii F = c¢y/p? + m3c? dostavame zavér

dE
Ug = o |ppy= —e < . (2.38)

7 dp Vs + mic?

Tedy grupové rychlost je nizsi, nez rychlost svétla, a mohla by tedy byt ztotoznéna s rychlosti
Castice. Zdalo by se tedy, Ze je plné mozné ztotoznit klubko de Broglieho vin s pohybujici se
mikrocéstici jak co do rozméru tak i co do rychlosti pohybu. Ukazuje se vSak, zZe v uvedeném rozboru
byla opomenuta jedna skutecnost. Uvedené zavéry plati pouze v takovém casovém intervalu, kdy
je mozné zanedbat tfeti ¢len v rozvoji w(k) oproti druhému ¢lenu tohoto rozvoje. Protoze se jedna
o soucast argumentu harmonickych funkci, je zfejmé, Ze tieti ¢len rozvoje bude nezanedbatelny po
takovém c¢asovém intervalu At, popsaném podminkou
1d%w

2

odkud p¥i pouziti vztahi (2.36) a (2.29) vyplyva

mo (Ax)2
At~ ——7 2.4
2nh (2.40)

Pro makroskopickou ¢astici s hmotnosti my = 1073 kg a rozmérem Az = 10~3m vychazi doba
rozplynuti klubka At ~ 10%*s, coz znamen4, Ze vlnové klubko je stabilni. OvSem pro elektron
s mo = 9-1073 kg pfi Az = 107° m dostaneme At ~ 107%"s, tzn., Ze se vinové klubko rozplyne
prakticky okamzité. Ztotoznit elektron s klubkem de Broglieho vIn je tedy nemozné.
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Obr. 2.2: K difrakei elektront na stérbiné

2.2.2 Pravdépodobnostni interpretace de Broglieho vin

Zustava tedy stéle otézka, jak interpretovat de Broglieho viny a tim dokézat pravdivost jeho hypo-
tézy, ze mikrocastice maji vlnové vlastnosti. Kdyby napft. elektrony mély vinové vlastnosti, musely
by vykazovat difrakéni jevy. Uvazujme proto teoreticky difrakci elektroni se stejnym impulsem na
stérbiné. Tyto elektrony budou pred dopadem na Stérbinu popsany stejnymi de Broglieho vlnami
s frekvenci w = FE/h a vlnovym vektorem k = p /h. Pokud se dopadajici elektrony $i¥i ve sméru
osy x, budou popsany de Brogliecho vlnou

P = e n P, (2.41)

Predpokladejme pritom, Ze Sitka Stérbiny je srovnatelna s vinovou délkou Ag de Broglieho viny
() a ze tato vlnové délka ani absolutni hodnoty ji korespondujicich impulsi se pii difrakei
nemeéni.

Jev difrakce elektronii na stérbiné se v souladu s Huygensovym-Fresnelovym principem musi proje-
vit vznikem sekundérnich de Broglieho vIn a jejich naslednou interferenci. Na stinitku za Stérbinou
pak dostaneme znamy difrakéni obrazec (obr. R.2). Piedpokladejme, Ze pii dostateéném poctu elek-
tronit bychom takovy obrazec (rozlozeni intenzity) mohli zachytit na fotografické desce, ktera tak
zachyti rozlozeni mist dopadu elektronti na stinitko.

Kazdému elektronu, ktery prosel stérbinou, mtzeme priradit de Broglieho vinu typu

i

U (r,t) = op")e™HE#0, (2.42)

kde |p’| = p a ¢(p’) je amplituda této viny. Je ziejmé, Ze |y (r,t)|*> = |c(p’)|* popisuje intenzitu
téchto de Broglieho vIn, ktera ale bude rtzna v riznych smérech (orientacich impulzi elektro-
ni) a tedy i riznych bodech na stinitku. V mistech dopadu vétsiho poc¢tu elektrontt budou viny

intenzivnéjsi a naopak.

’ 2

Ptipomenme, Ze vlnové vlastnosti mé kazdy elektron. Stejny difrakéni obrazec dostaneme jak v pii-
padé, kdy najednou propustime stérbinou svazek o velkém poctu elektronii, tak i v pripadé, Ze stejny
pocet elektront budeme stérbinou propoustét po jednom.

Na zékladé uvedené tvahy byla Maxem Bornem v roce 1926 predlozena fyzikalni interpretace de
Broglieho viln, nazyvané statistickd nebo pravdépodobnostni. Rika, ze intenzita de Brogliecho vin
v dany ¢as v libovolném bodé prostoru je timérna pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v tomto bodé.
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Dulezité je, ze vSechny tyto zavéry byly formulovany pouze na zakladé teoretickych tvah. Experi-
mentélni dikaz existence de Broglieho vin byl proveden az v roce 1927 Davissonem a Germerem
pokusy s difrakei elektronti na krystalové miizi niklu.

2.2.3 Vlnova funkce a jeji fyzikalni vyznam

Lze Tici, ze zdkladem pojmu vlnové funkce je jiz uvedena Bornova interpretace de Broglieho vin.
Maxem Bornem vlastné zac¢ina axiomaticka vystavba soucasné kvantové mechaniky. Aparat kvan-
tové mechaniky je tedy postulovany a ma pravdépodobnostni charakter.

Kvantova teorie nemtiize pracovat s pojmem trajektorie. V piipadé popsané difrakce elektroni
nemitizeme ¥ici, jak se ten ktery elektron bude pohybovat v prostoru za stérbinou. Stav kvantové
Castice proto neni zadan jeji polohou a impulsem (vektory v trojrozmérném prostoru), ale komplexni
funkei realné proménné — tzv. vlnovou funkei ¢ (r,t). De Broglieho viny byly zavedeny pro volné
castice. Bude-li napt. ¢éstice v elektromagnetickém poli,nebude moci byt popsédna jednoduchou de
Broglieho vInou. Proto funkci, ktera popisuje vlnové vlastnosti obecné ¢astice, nazyvame vlnovou
funkei.

Vyznam vlnové funkce je tedy stejny jako vyznam de Broglieho vin — kvadrat absolutni hodnoty
vlnové funkce ¢ (r,t) udava hustotu pravdépodobnosti p(r,t) vyskytu ¢astice v misté, jehoz poloha
je dana vektorem r

p(r.t) = |1/}<I‘,t)‘2 = 1p(r,t)"p(r, ). (2.43)

Potom samoziejmé bude platit, ze vyraz
dP = (r,t)*(r,t)d*r (2.44)

bude mit vyznam pravdépodobnosti, Ze se ¢astice v okamziku ¢ nachézi v objemovém elementu,
ktery je zde oznacen jako d®r.

Obdobné vyraz
P(V) = / o (r, 1) 2d0r (2.45)
1%

mé vyznam pravdépodobnosti, ze ¢astici v okamziku ¢ nalezneme v objemu V.

Pokud ale objem V' ztotoznime s celym prostorem, pak je pravdépodobnost P(V') rovna jistoté,
tedy

p- / (e 1) 2dPr = 1, (2.46)

coz znamena, ze vinové funkce musi byt kvadraticky integrabilni.

Jestlize plati, ze

/ 1/ (r, t)?d®r = N < o0, (2.47)

pak normované vlnova funkce, kterd mé vSechny uvedené vyznamy, je rovna
1
VN

kde \/LN je normovaci konstanta. V praktickych vypoctech dostavame funkce ¢’(r,t) a musime je
normovat nasledné.

W(r,t) = P (r,t), (2.48)
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Neékdy se ale muzeme setkat se systémy, jejichZ vinové funkce nejsou kvadraticky integrabilni. Pokud
tyto funkce maji fyzikalni realitu, pak pfi jejich normovani nevysta¢ime s béZnym matematickym
aparatem, ale je nutné pouzit zobecnéné funkce — konkrétné Diracovu d-funkci.

Uvazujme dale nasledujici situaci. Kolimovany svazek elektronti dopada na difrakéni miizku (krys-
tal), a po odrazu elektrony dopadaji na 3 Geiger-Miillerovy ¢itace, které zachyti vSechny astice.
Castice, které dopadaji na rizné detektory, miizeme charakterizovat rtiznymi vlnovymi funkcemi
(kvantovymi stavy). Céstice, které dopadaji na prvni detektor, popiSeme stavem 1), ¢astice dopa-
dajici na druhy detektor stavem 15 atd. Jenze dopadajici ¢éastice je charakterizovana jednim stavem
1 a zatim nevime, na ktery detektor dopadne. Jestlize 11, 15, 15 jsou vlnové funkce, popisujici
mozné stavy daného systému, pak musi platit, ze

Y = 1y + by + 313 (2.49)

nebo obecné -
Y= Z citi, (2.50)

i=1

kde bylo zohlednéno, ze abychom prakticky zachytili vSechny ¢astice, museli bychom mit nekonec¢né
mnoho detektori. Obecné komplexni koeficienty ¢; maji vyznam amplitud pravdépodobnosti.

Pro vlnové funkce (kvantové stavy daného systému) tedy plati princip superpozice.

Z hlediska matematiky to znamené, Ze vlnové funkce (obecné komplexni) vytvari linearni prostor
s nekone¢nou dimenzi kvadraticky integrabilnich funkci — tzv. Ls. Tento prostor je jednou z realizaci
abstraktniho Hilbertova prostoru.

Zaved'me nékteré potiebné pojmy. Mé&me dvé vlnové funkce ¢ (r,t), x(r,t). Pak skalarni soucin
téchto funkci v prostoru L, je dan vztahem

/ G (e X O = (W(r,8)x(r. ). (2.51)

Na pravé strané tohoto vyrazu je uvedeno symbolické oznaceni tohoto skalarntho sou¢inu s pomoci
tzv. Diracovy symboliky.

Norma vlnové funkce (kvadraticky integrabilni) je pak
[ e nend = @l 0) =1 (2:52)

Baze Hilbertova prostoru je ortogonalni. Jsou-li dvé vlnové funkce v;(r,t), ¢;(r,t) bazovymi vek-
tory prostoru Ls, plati pro jejich skaldrni souc¢in vztah

/ G2 (e Dy )8 = (e, Dy (1)) = B3y (2.53)

kde ¢;; je Kroneckerovo 9.

2.3 Reprezentace fyzikalnich veli¢in

2.3.1 Operatory

Stav systému je popsan vlnovou funkci v prostoru Ls. Fyzikalni veli¢iny jsou pak popsany operatory,
které v tomto prostoru pusobi. Vlastnosti téchto operatoru jsou opét postuloviny. Operédtory se

46



2. ZAKLADY KVANTOVE MECHANIKY

oznacuji striskou nad symbolem veli¢iny — napt. T' bude pouzivano pro oznaceni operatoru kinetické
energie.

Uvedme prehled téchto postulati.

1. poslulat: Kazdé fyzikalni veli¢iné je pfifazen linedrni hermitovsky operator.

Protoze Hilbertiv prostor je linearni, musi byt linearni i operatory. Linedrni operdtory splhuji
relace

L{wi(r.t) + o(r,t)] = ﬁ}ﬂl(’i)ﬂLﬁ%(’,t),
Lleb(rt)] = cla(r,b). (2.54)

Uvazujme dale dva operatory B a B*. Jestlize tyto operatory spliuji relaci

/ V*Bxd®r = / (BT) o xd’r (2.55)
nebo lépe v Diracové symbolice ) R
(¥[Bx) = (B ¥[x), (2.56)

kde i a x jsou vlnové funkce, pak fikame, Ze operatory Ba Bt jsou operatory sdruzené.

Pokud ale existuje operator i, pro ktery plati Lt = f), tedy spliuje relaci

/ U Lyd’r = / L xd’r, (2.57)
neboli X R
(W|Lx) = (Ly|x), (2.58)

pak o takovém operatoru rikame, ze je samosdruzeny neboli hermitovsky.

Pro¢ mohou byt fyzikalnim veli¢indAm pfifazeny pouze hermitovské operatory, zdivodnime v na-
sledujicim postulatu.

2. postulat: V prostoru Ly piisobi operator fyzikalni veli¢iny F' na funkce P
tohoto prostoru podle vzoru

Fyp = fip. (2.59)

Rovnice () je operatorova rovnice. Funkce 1 jsou vlastni funkce a ¢isla f
jsou vlastni hodnoty operatoru F'.

Mnoziny vlastnich funkci a vlastnich hodnot vytvareji spektra. Tato spektra mohou byt diskrétni
nebo spojita (pfipadné smisend). K rozliSeni spekter pouZivame dolniho indexu. Pro diskrétni
spektra budou vlastni funkce a vlastni hodnoty oznaceny indexem, ktery reprezentuje soubor vsech
kvantovych ¢isel. Operatorové rovnice tedy bude zapisovéana ve tvaru

V piipadé spojitych spekter mohou byt vlastni hodnoty oznaceny bez indexu a vlastni funkce jsou
oznaceny indexem vlastni hodnoty

Fipy = fiy, (2.61)
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protoze v piipadé spojitého spektra zavisi vlastni funkce na vlastni hodnoté jako na parametru.

Pokud jedné vlastni hodnoté odpovida jedna vlastni funkce, mluvime o nedegenerovanych stavech.
Pokud jedné vlastni hodnoté odpovida vétsi pocet vlastnich funkci, mluvime o degenerovanych
stavech. Operatorovou rovnici v tomto piipadé zapisujeme ve tvaru

Fppre = fotnr, (2.62)

kde k je index degenerace n-tého kvantového stavu systému. Pokud 1 < k < s, fikame, Ze n-ty
kvantovy stav je s-nasobné degenerovany.

Lze jednoduse dokazat, ze vlastni funkce linedrniho hermitovského operatoru tvori aplny systém a
jsou vzajemné ortogonalni. Pokud budou zaroven normované, budou tvorit ortonormovany systém.

Uvazujme linearni hermitovsky operator L, spliujici operatorovou rovnici s libovolnym spektrem,
vlastni funkce tohoto operatoru tvoii uvedeny ortonormovany systém. ZapiSeme operatorovou rov-
nici a rovnici s ni komplexné sdruzenou

Ly = U,
(Ly) = Iy~ (2.63)

Prvni rovnici vynasobme funkci ¥* zleva, druhou rovnici funkci ¢ zprava a obé rovnice integrujme
pres cely prostor

/ VLydPr = / Y Ipd’r,

/ (Lp)*pd’r = / I pdir. (2.64)

Nasledné obé rovnice odec¢téme. Pritom zohlednéme, Ze vlastni hodnoty operdtorti jsou ¢isla a
mohou byt tedy zapsana pred integral

/ W* Lapd®r — / (Lap) pd®r = (1 —1*) / Yrapdir. (2.65)

Operator L je hermitovsky, tedy leva strana posledni rovnice je rovna nule. Vlastni funkce tohoto
operatoru jsou normované, tedy plati, ze ffooo P*pd3r = 1. Odtud vyplyva, ze | — I* = 0 a tedy
[ = 1*. Z toho je ziejmé, ze vlastni hodnoty hermitovskych operatori jsou realné ¢isla.

Tim je zduvodnéno, pro¢ musi byt fyzikalni veli¢iné pfifazen hermitovsky operator. Vlastni hodnoty
operatoru jsou primo hodnoty fyzikdlni veli¢iny a ty mohou byt jediné redlné.

Podivejme se jesté trosku blize na problém normovéani vlastnich funkci operatori se spojitym
spektrem. Vlastni funkce téchto operatori sice stale tvofi ortogonalni systém, plati tedy

/ Yrndir = 0, (2.66)
ale nejsou kvadraticky integrabilni, protoze
/ | PdPr = /zpl*wld?’r = 00. (2.67)

48



2. ZAKLADY KVANTOVE MECHANIKY

Takové funkce pak nemohou byt normovany na jednicku, ale normuji se na zobecnénou Diracovu
0-funkci podle vzoru

/ b d®r = 61 = 1). (2.68)

Prikladem takovych funkci jsou vlastni funkce z-ové slozky operatoru impulsu, které maji tvar
Uy, = Aei?=, (2.69)

kde A je normovaci konstanta, jejiz hodnotu mame urcit.

Vyjdéme z vyjadieni Diracovy é-funkce pomoci Fourierovy transformace

1 7 . 7 .
(k) = - / hrdy  — / ey — 23 (k). (2.70)
T
Potom plati
i / 1
/ Vp, Yy dz = A? / enPePa) gy — A2278 [ﬁ(px — p;)l : (2.71)
Pouzijeme-li dalsi postulované vlastnosti Diracovy d-funkce
1
d(az) = ﬂé(x), (2.72)
a
kde a je konstanta, pak
1
280 |10 = L) = 2500052 ~ 1) (2.73)
a tedy A = 1/v/2nh. Normované vlastni funkce z-ové slozky operatoru impulsu pak jsou
1
Vp, = enbet, (2.74)

vV 2rh

3. poslulat: Je-li systém v okamziku méfeni popsan vinovou funkei ¢(r,t),
pak vysledkem opakovanych méreni fyzikalni veli¢iny F' je jeji stfedni hodnota
ve stavu (r,t), dand vztahem

[ (r ) e, )
(f) = ==
S (e (r i

_ (@ )F(r, 1)

WO, D) (2.75)

Ve vztahu (R.75) je F' operétor fyzikalni veliciny F. V tomto vztahu je déle rozsiFeno pouzivani Di-
racovy symboliky. Samotnymi tthlovymi zavorkami budeme déle oznacovat stfedni hodnoty veli¢in.
St¥edni hodnotu veli¢iny miizeme zapsat jako stfedni hodnotu jejiho operatoru, tedy (f) = (F’).

Samoziejmé pokud pracujeme s normovanymi vinovymi funkcemi, pak vyrazy ve jmenovatelich ve
vzorci (R.75) jsou rovny jedné. Potom lze psat zkracend

(f) = (W|F ). (2.76)
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Tento postulat miize byt podloZen nasledujici ivahou: Pii méreni fyzikalni veli¢iny mizeme ob-
drzet jen takové hodnoty, které jsou vlastnimi hodnotami operatoru fyzikalni veli¢iny. To ovSem
znamena, ze pii méfeni fyzikalni veli¢iny je systém pieveden z ptuvodniho stavu, popsaného vlnovou
funkei ¥ do néjakého stavu v}, ktery je vlastni funkci operatoru méfené fyzikalni veli¢iny. Protoze
vlastni funkce operatoru fyzikalni veli¢iny tvoii iplny soubor, muze byt vinova funkce 1) do nich
rozlozena — vlastni funkce operatoru fyzikalni veli¢iny jsou v tomto rozvoji ndsobeny amplitudami
pravdépodobnosti

Y= =Y (W)Y (2.77)

Kvadraty absolutnich hodnot amplitud pravdépodobnosti ¢; maji vyznam pravdépodobnosti toho,
ze pii méfeni fyzikélni veli¢iny nalezneme hodnotu f;, pifslusejici vlastni funkei ¢; operdtoru métené
veli¢iny F'. Tyto pravdépodobnosti tedy jsou

Py = |eif* = [{Wil) [ (2.78)

Pii opakovaném meéfeni fyzikalni veli¢iny ale muze byt systém opét s urcitou pravdépodobnosti
pieveden do jiného stavu ¢}, ktery je také vlastni funkei operdtoru mérené velic¢iny atd. Je te-
dy zfejmé, Ze opakovanym mérenim nemuzeme dosdhnout “ostré” hodnoty fyzikalni velic¢iny, ale
miuzeme definovat pouze stfedni hodnotu.

Je tedy zfejmé, Ze proces méfeni fyzikalni veli¢iny znamena podstatny zasah do kvantového sys-
tému. Vyjimkou je pouze situace, kdy vlnova funkce splyva s vlastni funkci operatoru fyzikalni
veli¢iny. Pouze v tomto pfipadé ma fyzikalni veli¢ina F' ve stavu v ostrou hodnotu.

V souvislosti s kolisanim naméfenych hodnot fyzikalni veli¢iny kolem stfedni hodnoty mizeme
zavést dalsi operatory a stfedni hodnoty jimi popsanych veli¢in. Mizeme zavést operator odchylky
AF namérené hodnoty od stfedni hodnoty vztahem

AF =F —(f) (2.79)

a jako kvadrat tohoto operatoru je definovan operator disperze

A

Dr = (F f>>2. (2.80)

Potom hodnota stfedni kvantové mechanické disperze je stfedni hodnota tohoto operatoru

2

ey = [ 00 (F=10)) ol = ] (F = (1)) 100 (281)

Upravou tohoto vztahu mizeme obdrzet jiny zpisob pro vypocet stiedni hodnoty disperze. Roz-
lozme ptedchozi vyraz na dil¢i integraly. V Diracové symbolice dostaneme

(Dr) = (0] (F) 1) — 200 (IF 1) + (F201) = () — (1)” (2.82)

tedy (Dp) muZeme pocitat jako stfedni hodnotu kvadratu minus kvadrat stfedni hodnoty fyzikalni
velic¢iny.
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2. ZAKLADY KVANTOVE MECHANIKY

2.3.2 Operatory zakladnich fyzikalnich veli¢in

Zpocatku byly operatory zéakladnich fyzikalnich veli¢in také postulovany. Bylo postulovéno, Ze
kazdé kartézské souradnici odpovida operator, definovany jako nésobeni touto souradnici

=z, y=y, Z=2z (2.83)

Pak lze definovat operator polohy jako nasobeni polohovym vektorem

r=r. (2.84)

Operator impulsu byl definovan tak, ze jeho vlastni funkce jsou de Broglieho viny. Uvazujme pro
jednoduchost z-ovou slozku impulsu. Pak existuje operatorova rovnice

Pt = pa, (2.85)
kde 4
Y = woe—%(Et—sz)' (2.86)
Pak 1ze jednoduse dojit k zavéru, ze
0
h, = —ih—, 2.
p i (2.87)

Analogické vyrazy plati pro ostatni slozky impulsu

by = —m—y P, = —ih—. (2.88)

Operator impulsu je tedy definovan vztahem
p = —ihV, (2.89)

kde

Ostatni operatory zakladnich fyzikalnich veli¢in byly odvozeny na zédkladé dvou uvedenych opera-
tortd a nésledujictho predpokladu. Je-li fyzikalni veli¢ina v klasické fyzice popséna néjakou funkci
soufadnic a impulsi, pak jeji operator ziskame tak, ze do klasického vztahu dosadime za soufadni-
ce a impulsy jejich operatory. Potom napt. operator potencialni energie, ktera je v klasické fyzice
popséana funkci souradnic, bude pfimo roven klasické funkci, protoze operator souradnice je pouhé
nésobeni soufadnici

A~

U(z,y,z) = U(z,y,2). (2.90)
Operator kinetické energie pak bude

- (]5)2 B K2 92 92 92 B B2
I'= om ~ 2m \o22 Oy? To2) " ZmA' (2:91)

Pak je ale mozné na zékladé klasické Hamiltonovy funkce pro celkovou energii ¢astice

p2
E=_—4U (2.92)

2m
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2.3 REPREZENTACE FYZIKALNICH VELICIN

definovat operator celkové energie jako prosty soucet operatoru kinetické a potencialni energie

H= —;—2A+ U(r). (2.93)

Tento operéator nazyvame Hamiltoniv operdtor neboli hamiltonidn (miZeme jeho zavedeni srovnat
s definici hamiltonianu v klasické mechanice v ¢asti @)

Na zakladé vyse uvedené analogie muzeme definovat také operdtor momentu hybnosti. Klasicky
vyraz pro moment hybnosti je B
L=rxp. (2.94)

Operator momentu hybnosti proto bude

L=rxp=—ih(rxV). (2.95)

Slozky tohoto operatoru tedy jsou

0z oy
o . 0 0
L, = —ih (z% — x%) : (2.96)
. 0 0
L, = —ih <xa—y — y%>

Analogicky operétor ¢tverce momentu hybnosti rovnéZz vychazi z klasického vztahu. Jestlize L? =
= L2 + L + L2, pak
=12+ 12+ 1% (2.97)

Uvedme na zavér nékolik poznamek:

1. Kazdé fyzikalni veli¢in€ klasické mechaniky je pfifazen linearni hermitovsky operator. Existuji
ale také operatory veli¢in, které nemaji klasické analogy (napf. spin).

2. Jak bude dale dokézano, v kvantové fyzice je mozno urcit jen celkovou energii ¢astice. Nelze
oddélit kinetickou a potencialni energii (operatory T a U spolu nekomutuji).

3. V8echny uvedené operatory plati v tzv. souradnicové reprezentaci. Tyto operatory piisobi na
vlnovou funkei jako na funkci soufadnic (kartézskych, sférickych atd.).

4. Operatory byly na tomto misté zavedeny na zakladé postulatii. Teorie reprezentaci umoziuje
pfimé odvozeni tvaru operatoru.

2.3.3 Komutacni vlastnosti operatori. Relace neurcitosti

Z tvaru operatoru zakladnich fyz1kalmch veli¢in je zfejmé, ze pii jejich aplikaci na vlnovou funkci
obecné zalezi na poradi. Jsou-li P Q operatory dvou fyzikalnich veli¢in a ¢ = 1(z) je vinova
funkce, plati obecné relace

PQy # QP (2.98)
Prikladem mohou byt operatory £ =x a p, = —ihQ. Plati totiz relace
R 0
pav(e) = —ihS o) (2.99)

2(Oznageni momentu hybnosti neni ve fyzice ustalené. V prvni kapitole jsme uzivali symbol b obvykly v mechanice,
aby nedoslo k zaméné s Lagrangeovou funkei. V této ¢asti uzivime oznaceni L pouzivané v fadé ucebnic kvantové
mechaniky.
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2. ZAKLADY KVANTOVE MECHANIKY

a to oc¢ividné nejsou stejné vyrazy.

Soucin operatoru je tedy obecné nekomutativni. Ke studiu komuta¢nich vlastnosti operatoru se
zavadi komutdtor, dany predpisem

~ A

[P, Q} — PO - OP. (2.100)

Operatory ﬁ, Q spolu komutuji, pokud komutétor je roven nule, tedy [ﬁ’, Q} = 0, a nekomutujf,
je-li [P, Q] £ 0.

Komutator je velice dilezity z praktického hlediska. Pomoci komutatori se studuji podminky
soucCasné métitelnosti riznych fyzikélnich veli¢in.

Lze jednoduse dokazat, Zze operatory P a Q dvou veli¢in spolu komutuji, pokud maji spolecné
spektrum vlastnich funkci, které oznac¢ime napf¥. ©¥p (a naopak — maji-li dva operéatory spolec-
né spektrum vlastnich funkci, pak spolu komutuji). V ptipadé spoleénych vlastnich funkei plati
operatorové rovnice

Pyp =pibp, Qup = qp. (2.101)

Aplikujme na prvni rovnici zleva operator ) a na druhou rovnici zleva operator P. Dostaneme
tedy rovnice

QPMD = p@%?; PQ¢P = qP¢P- (2'102)

Uplatnime-li v pravych stranch rovnic (2.103) rovnice (2.101)) a nésledné ode¢teme prvni rovnici
od druhé, dojdeme k zavéru

(15@ —~ QP> vp = (pg — qp) ¥p (2.103)

a protoze kulata zavorka na pravé strané je rovna nule, musi byt také rovna nule kulaté zavorka
na levé strané, coz je ale komutator operatori P a Q).

Princip soucasného méreni dvou fyzikéalnich veli¢in je potom jasny. Jak jiz bylo uvedeno, pfi mé-
feni fyzikalni veli¢iny P prejde systém z puvodniho stavu, ktery byl popsan vlnovou funkei ¢ do
nékterého kvantového stavu ¢ p, ktery je vlastni funkci operatoru P méfené veli¢iny P. Stejné tak
pii méfeni veli¢iny () prejde systém do kvantového stavu v, ktery je vlastni funkci operétoru Q.
Pokud plati, Ze ¥ p # ¢, pak kazdou veli¢inu méfime v jiném kvantovém stavu systému. V tomto
piipadé méreni jedné veli¢iny ovlivni systém takovym zptisobem, zZe hodnota druhé veli¢iny zistava
neurcitou.

Pokud naopak operétory P , Q dvou veli¢in spolu komutuji a maji tedy spole¢né spektrum vlastnich
funkci, pak obé veli¢iny P a () mérime ve stejném kvantovém stavu systému a souCasné méieni je
tedy mozné.

Pokud ale dvé fyzikdlni veli¢iny nejsou soucasné méfritelné, pak miru neurcitosti pfi soucasném
méfeni pomahaji urcit tzv. relace neurcitosti.

Plati, Ze jestlize dva hermitovské operatory spolu nekomutuji, pak se vysledek jejich komutatoru
da zapsat ve tvaru

[15, Q] — iR, (2.104)
tedy vysledek komutéatoru lze zapsat tak, Ze je pres imaginarni jednotku amérny néjakému dalsimu
operatoru R.

Potom je mozné dokéazat, Ze pro soucin stfednich hodnot kvantové mechanickych disperzi veli¢in

P a @ plati vztah

(R)?
4 )

(Dp)(Dq) 2 (2.105)
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2.4 SCHRODINGEROVA ROVNICE

kde (R) je stfedni hodnota veli¢iny, jiZ je pfifazen operator R.
Castéji se ale pracuje s odmocninou pfedchoziho vyrazu, tedy vlastné s odchylkami veli¢in od
stfednich hodnot. Vyraz (2.103) se pak pievadi na pouZivany tvar

APAQ = @. (2.106)

Relace typu (2.105) nebo (R.106) jsou znamy jako Heisenbergovy relace neurcitosti.

Odvodme si nejznaméjsi relaci neurcitosti pro souradnici x a korespondujici impuls p,. Komutétor
operatort poc¢itame pomoci jeho aplikace na n&jakou funkei ¢ (z)

.5 o(0) = ~ime 2D i D () = ing), (2.107)
tedy K
[Z,p,] =ih — R=h (2.108)
Hledana relace neurcitosti ma tedy tvar
h?
(D) (Dy.) 2 = (2.109)
nebo v pouzivanéjsim tvaru
AxAp, 2 g (2.110)

Zaveér této relace tedy je, ze zméfime-li nap¥. presné polohu mikrocéstice, pak jeji hybnost bude
mit zcela neurcitou hodnotu.

V disledku malé hodnoty h se relace neurcitosti uplatiuji jen v mikrosvété. Pti prfechodu k makro-
skopickym télesim se stavaji zanedbatelnymi.

2.4 Schrodingerova rovnice

2.4.1 Formulace Schrédingerovy rovnice

Schrodingerova rovnice je zéakladni pohybovou rovnici nerelativistické kvantové mechaniky. Pokud
zname stav soustavy v ¢ase tg, popsany vlnovou funkei ¢(r,ty), pak Schrédingerova rovnice umoz-
nuje jednoznacény vypocet stavu v (r,t) pro libovolné ¢ > t,. Je ziejmé, Ze role Schrédingerovy
rovnice v kvantové mechanice je analogicka roli Newtonovych pohybovych rovnic v klasické fyzice.

Schrodingerova rovnice je zakladnim zakonem kvantové fyziky. Nelze ji tedy odvodit z klasické
fyziky, musela byt formulovana intuitivné. Mtuze byt formulovéna zakladé nasledujicich predpokla-
da:
— Musi pracovat s vlnovou funkci ¢(r,t) — jednozna¢nym popisem kvantové mechanického
systému.
— Jako pohybové rovnice musi obsahovat ¢asovou derivaci.
— Pozaduje se, aby spliiovala disperzni vztah () pro de Broglieho viny.

Pokud vyjdeme z urcité podobnosti s homogenni vlnovou rovnici klasické fyziky a upravime ji tak,
aby spliiovala uvedeny disperzni vztah pro de Broglieho viny, pak je mozné typové vyjit z rovnice

W = Y AY(r, 1), (2.111)
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kde v je konstanta, jejiz hodnotu je tfeba nalézt. Dosadime-li do této rovnice de Broglieho vinu
(B.26), vyjde nam, ze v = 3 a tedy

oU(r, . h
% =i AG(r. 1) (2.112)

Potom ov8em stac¢i rovnici vynasobit ih. Dostaneme

L 0Y(r,t) n?

lhT = —%Aw(r,t) (2.113)
a pokud se na posledni rovnici podivame blize, vidime, Ze na pravé strané je na vlnovou funkci
aplikovan operator kinetické energie T () Posledni zavér byl ale ziskan pro de Broglieho viny,
které byly prifazeny volnym c¢asticim, tedy ¢asticim, které se nenachézely v zddném potencidlovém
poli. V pohybové rovnici pro ¢astici v potencidlovém poli musi byt operator kinetické energie T
nahrazen operatorem celkové energie, tedy hamiltonianem H (2.93). Potom rovnice (2.113) prechazi
na finalni tvar

o(r,t h?
ih% = —%Ai/}(l‘,t) + U(r)y(r,t) (2.114)
nebo zkracené
ih% = Hi(r,t). (2.115)

Protoze tato rovnice popisuje ¢asovy vyvoj kvantové mechanické soustavy, byva oznacovana jako
casovd (nestaciondrni) Schrodingerova rovnice.

2.4.2 Stacionarni stavy

Ukazuje se, ze v celé fadé pifpadi je feSeni ¢asové Schrédingerovy rovnice (R.115) velmi sloZité,
¢asto dokonce nemozné. ReSeni ale mize byt vyrazné usnadnéno, pokud hamiltonidn nezavisi na
case. V tomto pripadé totiz mizeme feseni Schrodingerovy rovnice hledat ve tvaru

P(r,t) =o(r)x(t). (2.116)

Dosadime-li toto predpokladané feseni do (R.115) a separujeme Gasové a prostorové proménné,
dostaneme rovnici

R 0 (() N A S ,
T Qmw)m( )+ U(r), (2.117)

a protoze na levé a pravé strané této rovnice jsou diferencialni vyrazy v ruznych proménnych, musi
byt zaroven rovny spole¢né konstanté, kterou oznac¢ime F. Odtud pro ¢asovou funkci plyne rovnice
dx(t)

ih— = = Ex(1). (2.118)

Tato rovnice neobsahuje zadné specifické informace o systému. Miize byt proto feSena obecné.
Reseni mé tvar ‘
1

x(t) = x(0)e”# ", (2.119)

Rovnice pro prostorovou slozku feseni muze byt po osamostatnéni Ap(r) zapsana jako

Ap(r) + 271_21 B — U(r)] o(r) = 0. (2.120)
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Této rovnici se k& bezcasovd neboli staciondrni Schrodingerova rovnice.
L . . . 2 .o o\ ~
Vynéasobme tuto rovnici vyrazem —f—m. Pak ji mizeme ptepsat do tvaru

[_h—2A+ Ulr )} o(r) = Ep(r), (2.121)

2m

neboli )
Ho(r) = Eo(r). (2.122)

Stacionarni (bez¢asova) Schrédingerova rovnice je tedy operatorové rovnice pro operétor celkové
energie — hamiltonian. Jeho vlastni hodnoty jsou mozné energie systému (¢astice). Separa¢ni kon-
stanta E ma tedy vyznam energie systému a rovnice (2.120) nebo (R.129) uréuje mozné energetické
hladiny systému. Protoze vlastni funkce linearniho hermitovského operatoru tvori uplny systém,
ma uvedené rovnice nekone¢né mnoho reseni.

Partikularni feSeni ¢asové Schrodingerovy rovnice v pripadé diskrétniho spektra hamiltonidnu je

Un(r,t) = @n(r)e bt (2.123)

a nazyvame je stacionarnim reSenim Schrodingerovy rovnice. Nékdy se ale jako stacionarni reSeni
Schrédingerovy rovnice oznacuji samotné funkce ¢(r). Toto pouzivané oznaceni vyplyva ze sku-
tecnosti, ze stiedni hodnoty fyzikalnich veli¢in nezavislych na Gase jsou ve stavu (R.123) rovnez
stacionarni (nezavislé na ¢ase). Potom také pravdépodobnost, ze pii méfeni fyzikalni veli¢iny F ve
stavu () nalezneme hodnotu f; pfislusejici vlastni funkci ¢} operatoru této veli¢iny F je rovna

Py(t) = [(Wflun(r, )" = (il en(r))]* = Pi(0) (2.124)

a je tedy také nezavisla na cCase.

2.4.3 Zakony zachovani v kvantové mechanice

Soucasti klasické Maxwellovy teorie elektromagnetického pole je zadkon zachovani ndboje. Diferen-
ciadlni forma tohoto zékona, nazyvana téz rovnice kontinuity, je

. Ope
. —re _ 2.12
Viejet =0 (2.125)

kde p. je objemova hustota elektrického naboje a j_ je vektor plosné proudové hustoty. Dokazeme,
ze tento typ zadkona ma své misto i v kvantové mechanice.

Napisme ¢asovou Schrodingerovu rovnici pro ¢astici v potencialovém poli

Gourt) B

o = g, Avlr )+ UNY(r, ) (2.126)

a rovnici k ni komplexné sdruzenou

- ihw = —;—QAw (r,t) +U(r)y*(r,t). (2.127)

Prvni rovnici vynasobme zleva komplexné sdruzenou vlnovou funkei ¢*(r, t), druhou zleva vinovou
funkei ¥ (r,t) a nasledné je ode¢téme

* 2
(w AL ) = (A — YA, (2.125)
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kde pro zjednoduSeni zapisu byly vynechany argumenty vinovych funkeci.

Vyraz na levé strané rovnice () obsahuje hustotu pravdépodobnosti, protoze

oY* 0
in (w5 + 05 ) =ing ) =in ), (2129)
Pravou stranu rovnice (2.128) lze upravit nasledovné
h2 h?
= 5 WAV —YAYT) =~V (TVY — VYT, (2.130)

Pokud zavedeme vektor hustoty toku pravdépodobnosti j(r,t) vztahem

h

j(r,t) = — (¢¥* — * 2.131
Jr ) = o (6T ), (2131)
pak rovnice (R.12§) prechézi na tvar
t
Vj(rt) + p(art’ ) _o, (2.132)

coz je opravdu tvar rovnice kontinuity. V tomto pripadé ale ma tato rovnice vyznam zakona za-
chovani pravdépodobnosti.

7 uvedeného vyplyva nékolik zavéru. Jednim z historickych predpokladt spravnosti ¢asové Schro-
dingerovy rovnice byl také pozadavek, aby tato rovnice v limitnim pfipadé prechazela v nékterou
z vyznamnych rovnic klasické fyziky. Ukazuje se, Ze touto vyznammnou rovnici je pravé rovnice
kontinuity.

Kromé toho neni zadnym prekvapenim, Ze rovnice kontinuity mé své misto i v kvantové mechanice.

I zde musi platit rovnice kontinuity pro zakon zachovani naboje. Ovsem protoze |¢(r,t)|* znamena
hustotu pravdépodobnosti vyskytu, pak vyraz
p(rt) = elib(r,0) (2.133)

nazyvame hustotou naboje. Pak muzeme zpétné dovodit, Ze stejny typ zadkona plati jak pro zacho-
vani naboje, tak i pro zachovani pravdépodobnosti vyskytu.

Stejnym zpusobem lze dokézat, Ze formu rovnice kontinuity maji i dalsi zdkony zachovani, jako
napf. zdkon zachovani poc¢tu castic a zdkon zachovani hmotnosti.

Doposud jsme uvazovali jednu ¢éstici. Uvazujme nyni existenci systému N c¢éstic, které se nachazi
ve stejném kvantovém stavu . V tomto piipadé je v principu mozné normovat vinovou funkce ne
na jednicku, ale na pocet ¢astic systému, tedy podle vzoru

/ [v(r,t)*d*r = N. (2.134)

Pak je ale mozné vyraz |1 (r,t)|? interpretovat jako pocet ¢astic, které se nachézi v jednotkovém
objemu v okoli daného bodu a je tedy zfejmé, Ze zakon zachovani poctu ¢astic ma stejnou formu,
jako zakon zachovani pravdépodobnosti, tedy

apN(r7 t)

V'jN<r7t)+ ot

= 0. (2.135)
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Hustota hmotnosti p,,, musi byt také tmérna pravdépodobnosti vyskytu ¢astice, konstantou timér-
nosti je hmotnost ¢astice my

p(r,t) = mop(r,t) = mo|th(r, t)[*. (2.136)

Jestlize hmotnosti ¢astice vynasobime i hustotu toku pravdépodobnosti (), dostaneme hustotu
toku hmotnosti j, (r,t). Zakon zachovani hmotnosti tedy nabyvé ocekavané formy

Opm(r,t)

5 =0, (2.137)

V'jm(r7t) +

2.5 Casova zmeéna fyzikalnich veli¢in

2.5.1 Operator casové zmény

Ve stacionarnich stavech systému jsou stfedni hodnoty fyzikélnich veli¢in nezavislych na ¢ase kon-
stantni. V nestacionarnich stavech, které jsou reSenim casové Schrodingerovy rovnice, se stifedni
hodnoty fyzikalnich veli¢in v ¢ase méni.

Ovsem také existuji veli¢iny, jejichz hodnoty se v ¢ase neméni navzdory ¢asto komplikované ¢asové
zavislosti vlnové funkce. Pfikladem miize byt energie ¢astice, ktera tak je, stejné jako v klasické
fyzice v pripadé Casové nezavislé Hamiltonovy funkce, integralem pohybu. Abychom byli schopni
urcit, kdy je v kvantové fyzice fyzikalni veli¢ina integralem pohybu, musime obecné fesit problém
jeji casové zmény.

Nelze aplikovat ¢asové derivace piimo na veli¢inu, protoze veli¢iny nemaji uré¢itou hodnotu. Re-
Sitelné jsou pouze stfedni hodnoty. Zkoumejme proto ¢asovou zménu stiedni hodnoty (f) = (F )
néjaké fyzikalni veli¢iny F', popsané vztahem

(f) = () = / 5 Eydr = (1), (2.138)

kde byly opét pro jednoduchost vynechany argumenty vinovych funkei.

Pak tplna ¢asova derivace této stfedni hodnoty bude

%<F> = 8‘” szd?’ / W @Z)d?’ / 1/;*F d3
_ 0y e
1) + WD ) + 1B D). (2.139)
7 ¢asové Schrodingerovy rovnice (R.115) ale vyplyva, ze
adj_lA 8¢*__1A**
T T L (2140

Po dosazeni (2.140) do (2.139) a s vyuzitim hermiticity hamiltonianu v prvnim vyrazu na pravé
strané, tedy v Diracové symbolice po tpravé

1, 1 A
— (HUIFIY) = —— (| HFl) (2.141)
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muzeme vysledek zapsat ve tvaru

d . o1\ oF 5
S{F) = /w [E (FH - HF) + S| wdr (2.142)
nebo v Diracové symbolice
d - 1 fas oo\  OF
—F) = (Wl (FH - HF) + Sl (2.143)

Vyraz v kulaté zavorce v predchozich dvou vztazich je komutator operatoru Fal. Vyraz v hranaté

zévorce ve vztahu (2.149) (a stejny vyraz ve (2.143)) pak musi mit vyznam operatoru ¢asové zmény
— kvantové mechanické derivace operatoru

dFF 17~ .1 OF
E:mﬂ}+a

a je zfejmé, ze pro jeho stfedni hodnotu plati vztah
dF d, -
— )= —(F). 2.145
@» S (2145)

Vyraz % [F ,H ] se v analogii s klasickou mechanikou nazyvé kvantové Poissonovy zdvorky (srov-

(2.144)

nejte s jejich zavedenim v klasické mechanice v ¢asti @)

Pokud je kvantova veli¢ina integralem pohybu (a plati tedy pro ni zékon zachovéani v Gase), pak
musi platit

— =0. 2.14
7 =0 (2.146)

Zaroven pokud operator F' fyzikdlni veli¢iny F' nezéavisi na ¢ase, plati pro jeho ¢asovou zménu vztah

dF _ 1 [ ] (2.147)

—=—|I"H
dt ik

Vidime, Ze v tomto pripadé je dana veli¢ina F' integralem pohybu, pokud jeji operator F komutuje
s hamiltonidnem

[F, H} ~ 0. (2.148)
Jako priklad muzeme uvést vypocet operatoru ¢asové zmeény soufadnice volné Castice, kterd se
. ~ i 2 2
pohybuje ve sméru souradné osy x. Zde plati, ze t = x a H = —;—m . %. Komutator opét pocitame
pomoci jeho aplikace na néjakou funkci
N R o2 n? Op(x)

:%,H} r)=|r,—— —5 r)=—" ; 2.149
1) o) = [ =g s ol = 1 228 (2.149)

odtud g
xH] T 9. 2.150
[ m Ox 7 ( )
Podle ocekavani tedy neni souradnice volné ¢éstice integralem pohybu. Kdybychom stejny postup
zopakovali pro ¢asovou derivaci z-ové slozky operatoru impulsu p, = —iha%, dosli bychom k zavéru
[ﬁx,[ﬂ —0, (2.151)
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2.5 CASOVA ZMENA FYZIKALNICH VELICIN

protoze opravdu impuls volné ¢éstice integralem pohybu je a plati pro néj zakon zachovani v Case.

Operator casové zmény ma nékteré dalsi vlastnosti. Vztah () je mozné zobecnit i pro vyssi
derivace, jak je mozno dokézat opakovanym pouzitim vztahi (R.144) a (R.145). Tak napf. pro
druhou derivaci stfedni hodnoty fyzikéalni veli¢iny plati

a2 . d2F

—(F)=( — ), 2.152

dt2< > < dt2 > ( )
kde druhou derivaci operatoru ‘fo ziskdme opétovnym pouzitim vztahu () na prvni derivaci

dF
dt °

Pro ¢asovou derivaci souc¢inu operatoru plati obvykly vztah diferencidlniho poctu

d /- dF .. .dG
—(FG) = —G+F—. 2.153
&t < ) ETEY (2.153)

2.5.2 Ehrenfestovy teorémy

Je zndmo, ze v klasické fyzice je mozné ziskat nové fyzikalni veli¢iny pomoci prvni a druhé ¢asové
derivace veli¢iny zakladni. Pokud bude napt. zékladni veli¢inou soufadnice z, je mozné timto
zpusobem ziskat jako nové veli¢iny rychlost ‘il—f a zrychleni %. V kvantové mechanice jsou fyzikalni
veli¢iny reprezentovany operatory. Vznika otézka, jaké operatory odpovidaji témto novym veli¢cinam
— ¢asovym derivacim operéatori.

Ukazme feSeni tohoto problému na piikladé souradnice = a z-ové slozky impulsu. Operatory téchto
veli¢in jsou nezavislé na Case, proto pro jejich casové derivace plati vztahy

dz 1 -
= =24 2.154
dt ~ in [33 ’ (2.154)
dﬁx 1 2
_ },H] , 2.155
dt ik [p (2.155)
kde & =z, p, = —ihZ a H= —%88—;2 + Uz, y,2).
Pro komutatory lze ziskat vysledky
N n: 0 N oU (z,y, 2)
A,H} _r. 2 [xH] — _ip %Y 2 2.156
[m m  Ox b : Oz ( )

Dosadime-li (2.156) do (B.154) a (R.155) a vime, ze —W ma vyznam z-ové slozky pusobici sily
F,, miZzeme pro ¢asové derivace operatoru psat

di  ih 9 B

R L =T 2.157
dt m O0r m ( )
. dp,  oU
par ~
=—— =F,. 2.1
dt ox (2.158)

Pak ale mizeme prejit ke stfednim hodnotam veli¢in, popsanych predchozimi operatorovymi vy-
razy. Dostaneme vysledky
d (pz)

—(z) = L (2.159)
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2. ZAKLADY KVANTOVE MECHANIKY

d

Je tedy zfejmé, ze vztahy mezi rychlosti a impulsem a druhy zakon Newtontiv klasické mechaniky
jsou v kvantové mechanice splnény pouze z hlediska stfednich hodnot fyzikalnich veli¢in.

Vztahy (R.159) a (R.160) se nazyvaji Ehrenfestovy teorémy.

2.6 ResSeni jednoduchych systémi

Budeme se zabyvat feSenim stacionarni Schrodingerovy rovnice. Vychézime ze skutec¢nosti, ze ve
v8ech moznych stavech fyzikalni soustavy hraji vyznamnou roli stavy operatoru energie. Budeme
fesit jednoduché jednocasticové systémy, které jsou bud modely realnych praktickych aloh (poten-
cidlové jamy, bariéry, valy) nebo jsou samy o sobé velmi dulezité (linearni harmonicky oscilator,
atom vodiku). Jedna se o ilustrativni formulaci tloh s naznakem jejich feSeni.

2.6.1 Jednorozmérna nekoneéné hluboka potencialova jama

Jedna se o Feseni modelového pripadu ¢astice v potencialovém poli, jako je napt. elektron ve vzorku
kovu nebo valen¢ni elektron v atomu. Pritom nekonecné hlubokou jamu chépeme jako piiblizeni
pro energie stacionarnich stavi ¢astice, nachéazejicich se blizko dna potencidlové jamy.

Jak se déle ukéze, i FeSeni stacionarni Schro-
dingerovy rovnice je velmi slozité pro obecné U—o0 U— o0
potencialové prubéhy. Proto feSime modelové
pribéhy, kde se realny pribéh potencialni ener-
gie nahrazuje priabéhem pravouhlym.

Predpokladejme, Zze mame potencidlovou jaému

nekone¢né hloubky o Sifce a orientované ve U=0
sméru osy  (obr. R.3). Jednorozmérna staci- 0 0 o

onarni Schrédingerova rovnice je
) Obr. 2.3: Jednorozmérné, nekonec¢né hluboké
d SD(ZE) 2m (E o U) ¢<I> 0. (2161) potenciélové Jéma

dz? h?

Nas ale zajimaji pouze hodnoty souradnice x v intervalu ze(0,a), protoZze Castice z nekonetné
hluboké jamy nemuize uniknout. Proto podle obr. U = 0 a fe$ime tedy rovnici

d?p(x)
dxz?

2
+E2p(z) =0, kdek? = h—?E (2.162)

Protoze, jak bylo uvedeno, ¢éstice nemiiZe z jamy uniknout, fesime rovnici (2.162) za okrajovych
podminek
©(0) =0, ¢(a)=0. (2.163)

Regeni rovnice (2.169) hledame ve formé superpozice harmonickych funkei, tedy ve tvaru
(x) = Asin(kz) + B cos(kz), (2.164)
kde ale z prvni okrajové podminky vyplyva, ze B = 0. Podobné druha okrajova podminka vede

k zavéru
p(a) = Asin(ka) =0 = ka=nmn=123... (2.165)
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2.6 RESENI JEDNODUCHYCH SYSTEMU

Dosadime-li do posledniho vyrazu za k z (2.162), ziskame vztah pro hodnoty energie Gastice

2232
QZZEaQ — ' = B, = % (2.166)
Vidime, ze spektrum energii je diskrétni a s ros-
toucim n se zreduje. Energie zakladniho stavu Q
je nenulovéa. Korespondujici vinové funkce s vy-
wzitim k = nn/a (R.16) jsou . . .
o sl | &
on(x) = Asin (—m) , (2.167) ! ! !
a AN | @
kde hodnotu konstanty A urc¢ime z normovaci ! i )
podminky i | i
a 0 a T
o [ . o /TN
A /sm (735) dr =1, (2.168) Obr. 2.4: Hustota pravdépodobnosti vyskytu
0 Castice v jameé

ktera dava vysledek A = \/g Normované vl-

nové funkce tedy maji tvar
2 T
a(x) =4/ =sin(—z). 2.169
oule) =2 (%) (2169

Je tedy zfejmé, ze spektrum hamiltonianu je diskrétni a nedegenerované. Dale mtuzeme studovat
hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢éstice s urcitou energii v urcitém misté potencidlové jamy,
tedy vyrazy

pu(@) = |on(@)[2 = 2 sin? (). (2.170)

a a

Vysledky pro prvni dva kvantové stavy c¢astice v jaAmé jsou znézornény na obr. @ Je-li ¢astice
v jAmeé ve stavu s nejnizsi energii, pak ji s nejvétsi pravdépodobnosti nalezneme uprostied jamy.
Castici s energii F» nalezneme nejCastéji v mistech se soutadnici x = § a x = %a atd. Vidime, ze
i z tohoto pohledu se kvantova ¢éstice chova naprosto odlisné, nez castice klasicka. Korespondenci
s klasickou ¢astici miizeme nalézt pro stavy s vysokou energii, tedy pro n > 1. V tomto pripadé je
mozno povazovat hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢éstice prakticky za konstantni v celé Sifce

potencidlové jamy.
2.6.2 Jednorozmérna potencidlova jama konec¢né hloubky

Uvazujme symetrickou potencidlovou jadmu konecéné hloubky. Tato tiloha ma ve srovnani s tilohou
predchozi prece jen blize k realité, oblast aplikace TeSeni je samoziejmé stejna. Obecny potenci-
alovy priubéh realné jamy je ale z divodu moznosti FeSeni Schrodingerovy rovnice opét nahrazen
priubéhem pravouhlym. Situace je zndzornéna na obr. @

Predpokladejme tedy pribéh potencialni energie

U = 0 pro z¢€(0,a),

U = Uy pro ze(—00,0)a (a,o00). (2.171)
Pro pravotuhly priibéh potencialni energie mizeme teSeni rozdélit do tii oblasti — oblasti vlevo od
jamy, oblasti jamy a oblasti vpravo od jamy, pfi¢emz na rozhrani oblasti se predpokladé spojitost

vlnovych funkci a jejich prvnich derivaci.
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2. ZAKLADY KVANTOVE MECHANIKY

Schrodingerovy rovnice v téchto oblastech jsou

d?pi(z)  2m
w2 e (£ —Uo) pr(x) = 0,
d?py(z)  2m
d*ps(z)  2m
w2 e (£ —Up) p3(x) = 0.
Zavedeme-li kladné konstanty k a k' vztahy U
2m 5  2m
B="U—-F K*==—FE, (2173
K2 ( 0 ) a 72 ( ) U— UO U— UO
mizeme rovnice (R.179) prepsat jako
d?oi(z) L. IT. I1I.
F —k @1(1’) == 0,
o) 2 U=0
= 2.174
1z TR (@) 0, (2.174) 0 . >
Pes(@) e = Obr. 2.5: Jed &rna potencilova ja
T —_ g03(a:) = 0 r. 2.0: Jedanorozmerna potenclalova jama

kone¢né hloubky
a jejich TeSeni jsou

o1(z) = A" 4+ Bie ™,

o) = A 4 Bye T (2.175)

@3(r) = Asze" 4+ Bye ™.

Vlnové funkce musi byt kvadraticky integrabilni. Této podmince nevyhovuje ¢len s konstantou B
ve vlnové funkei ;1 () a ¢len s konstantou Az ve vinové funkci p3(x). Tyto ¢leny tedy nemohou byt
soucasti feseni. Redeni () s touto upravou dosadime do podminek spojitosti vlnovych funkci
a jejich prvnich derivaci na rozhrani oblasti, tedy do podminek

©1(0) = 92(0),  w2(a) = p3(a), (2.176)
dip1 () dips () dipa () dips ()
dz [e=0 = dz [e=o: dz fr=a = dz fo=a- (2.177)

Dostaneme soustavu linearnich homogennich rovnic pro vypocet koeficientti A;, Ay, By a B3 a je
znamo, Ze tato soustava mé nenulové feSeni pouze v piipadé, Ze je nulovy determinant z koeficienti,
tedy v tomto pripadé

1 -1 —1 0
ko —ik ik’ 0
0 cte ke _gka | =0 (2.178)
0 ik/eik’a _ik/efik’a kjefka
Vypocteny vyraz je mozné upravit na rovnici
2kk
tg(k'a) = Tl (2.179)

ktery je mozné po zavedeni nové proménné x a konstanty C vztahy

E
r=r a C= %\/QmUO (2.180)
0
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2.6 RESENI JEDNODUCHYCH SYSTEMU

prevést na rovnici
z(1—x)
1—-2z

tg(CVz) = =2 (2.181)
Je zfejmé, Ze TeSenim této transcendentni rovnice budou diskrétni hodnoty proménné z, tedy
i v potencialni jamé konecné hloubky je spektrum energii diskrétni.

Podrobnéjsim rozborem lze dokézat, ze vzdy existuje alespon jedno teSeni, tedy alespon jedna
energetickd hladina. Konstantu C' lze chapat jako parametr jamy, ktery urcuje, kolik diskrétnich
energetickych hladin v jamé existuje. Uvedme priklady:

C=1 1 hladina energie
C=15 1 hladina energie
C =2 2 hladiny

Cc=3 2 hladiny

C=4 3 hladiny
C=15 9 hladin

Podivejme se jesté na limitni piipady FeSeni. Pfedpokladejme, Ze energie ¢éstice je znacné mensi
ne hloubka jamy, tedy E < U,. Pak ale plati k > &’ a z rovnice (2.179) dostaneme zaver

v22mE
tg(k'a) = tg < ;n a) =0, (2.182)
coz bude splnéno, pokud
Sk 2522
T =nmn=1,23,... atedy B, = ——" (2.183)

h

2ma?

Castice se tedy chova stejné jako v potencidlové jamé nekonecné hloubky.

Jestlize je naopak energie ¢astice znacné vétsi, nez hloubka jamy (F > Up), jedna se o volnou
¢astici. Pak pro vSechny oblasti plati Schrédingerova rovnice

Ao ()

12 K pa() = 0, (2.184)

ktera bude splnéna pro libovolné k’. Protoze k' = —”2}’;”3, bude rovnice () splnéna pro libovolnou

hodnotu energie ¢astice. Mtizeme tedy tento zavér chapat jako jeden z diikazi, Ze volné Castice ma
spojité spektrum energii.

2.6.3 Potencialovy val, potencidlova bariéra

Uvazujme situaci, kdy nékde v prostoru existuje oblast s vyssi potencialni energii. Pro jednoduchost
budeme opét Tesit jednorozmérny piipad a omezime se na pravouhly pribéh potenciélu.

Symetricky jednorozmérny potencidlovy val je znazornén na obr. @ Sitka valu je a, zavislost
potencidlni energie na soutadnici x je

U = Uy pro z¢€(0,a),
U = 0 pro ze(—00,0)a(a,oc0). (2.185)

Uvedeny pravouhly pribéh potencialni energie mizeme opét rozdélit do tii oblasti — oblasti vlevo od
valu, oblasti valu a oblasti vpravo od valu, pro vSechny oblasti definovat stacionarni Schrédingerovy
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rovnice a TeSit je s vyuzitim podminek spojitosti vlnovych funkci a jejich prvnich derivaci na
rozhrani oblasti. Schrédingerovy rovnice v jednotlivych oblastech jsou

d?pi(z)  2m

“ae tplal =0
d?po(z)  2m

d?ps(x 2m

#g) -+ ﬁEng(l‘) = O

a piislusné podminky spojitosti vinovych funkei jsou opét popsany vztahy (R.176) a (R.177).

Predpokladejme, ze Castice se pohybuje smé-
rem k oblasti valu zleva doprava. Uvazujme
nejprve pripad, kdy energie ¢astice je vyssi, nez
potencidlovy val, tedy ptfipad £ > U,. Klasic- U="0U,
k& castice by preletéla nad valem. Ukazeme, Ze
v pripadé kvantové Céastice existuje i v tomto
pripadé moznost jejtho odrazu.

U

V uvedeném piipadé nam staci uvazovat cho- U=0 U=0
vani ¢astice na rozhrani prvni a druhé oblasti 0 a e
zleva. Resime tedy vlastné problém potencié- .
lové bariéry o vysce Uy. Zavedme opét kladné Obr. 2.6: Potencialovy val
konstanty k a k' vztahy
2mE \/ 2m(E — Uo)
k= K = . 2.187
h ) h ( )
Prvni a druhou Schréodingerovu rovnici ve (R.187) pfepiSseme do tvaru
A2 (z
Tl | Ko = o
d2ps(x
g—;g)Jrk’ngQ(x) = 0 (2.188)

a jejich feSeni jsou
©1 (ZE) = 1416ikm + Ble_ikx,
@o(x) = Age'? 4 Bye e (2.189)

Vidime, Ze jednotlivé ¢leny v feSeni () jsou vlastné prostorové slozky de Broglieho vin. Cleny
s kladnou exponentou pak popisuji ¢astici, ktera se v dané oblasti $iti zleva doprava, ¢leny se
zadpornou exponentou popisuji Castice, které se §iti zprava doleva. Protoze ve druhé oblasti nyni
neuvazujeme zadné dalsi potencidlové rozhrani, pak se Céstice, ktera projde rozhranim prvni a
druhé oblasti, uz neméa kde odrazit a vratit se zpét. Proto mizeme polozit B, = 0. Hodnotu
jedné ze zbyvajicich konstant miizeme v ramci feSeni volit — polozme napf¥. A; = 1. Pak odraznost
rozhrani prvni a druhé oblasti bude

2

B
= |21 =B (2.190)

R=
Ay

Hodnotu amplitudy B; uréime z okrajovych podminek (R.176) a (R.177) pro prvni rozhrani. Po
dosazeni TeSeni () do téchto podminek dostaneme pro zbyvajici amplitudy By, As rovnice

]-+Bl = A27
ik —ikB, = ik'A, (2.191)
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a odtud —
B =-—f. 2.192
B (2.192)
Odraznost rozhrani pak pomoci vztahi (2.187) a (2.190) vychézi ve tvaru
N 2
1—y /1%
R=|—Y__—]. (2.193)
1—4/1- %

Vidime, Ze i pro E > Uy dostavame pro odraznost R nenulové hodnoty. Napt. pro pomér UEO =2
vychazi R = 0,03, tedy 3 castice ze sta se vraci do prvni oblasti.

Za druhé uvazujme ptipad, kdy zleva na potencidlovy val dopada Castice s energii £ < U,. Klasicka
Castice se v tomto pripadé od valu odrazi a vraci se zpét do prvni oblasti. Je ale znamo, Ze kvantova
Castice valem muze projit a ze tedy existuje nenulova pravdépodobnost vyskytu Céastice ve treti
oblasti. Tento jev mtzeme popsat propustnosti potencialového valu. Zavedeme-li kladné konstanty
k, k' vztahy

2mE 2m(Uy — E)
k= E = 2.194
ho’ h ’ (2.194)
miizeme Schrodingerovy rovnice () zapsat ve tvaru
d*¢1(2) 2
T2 + k“pi(x) = 0,
d?ps(x) 2
4z K po(x) = 0, (2.195)
d2<p3(x) 2
—de +k (,03(33') = O,

jejichz Teseni jsou

S01(1,) — Aleikm —I—Ble_ﬂm,
pa(x) = Age ™" 4 Boeb'™, (2.196)
3(z) = Aze™ 4 Bze .

Ve treti oblasti neni zZadné dalsi potencidlové rozhrani, proto se c¢astice, kterd se dostane do to-
hoto prostfedi, muze §ifit jen zleva doprava. Proto muzeme polozit Bs = 0. Ostatni koeficienty
vypoéitame dosazenim Feseni (2.196) do okrajovych podminek (2.176) a (2.177), pFi¢emz jeden z ko-
eficientt volime. Polozme opét A; = 1. Pro ostatni koeficienty pak dostaneme soustavu linearnich
homogennich rovnic

14+ B, = Ay+ Bo,
ik(1—By) = —K(Ay— By),

Age a4 Byele = Agelke, (2.197)
—K Age ¥ 4 K/ Byet = ikAgelt.

Propustnost potencidlového valu T' pak definujeme vyrazem

2

A
= |22 =4 (2.198)

T
A
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a Aj vypocitame feSenim soustavy () Soustavu lze relativné jednoduse vyftesit za predpokladu,
7e exponenta k’'a nabyvéa relativné velkych hodnot. Za tohoto predpokladu lze totiz polozit By = 0.
Potom lze A3 vypocitat ve tvaru

AkK —ika —k'a

Ao = 2.199
3T+ k) (K — ik) (2.199)
a tedy
162k , E(Uy—E) o
T = ]A3]2 = A3A3 = —2e_2k = 16%52’“ e, (2.200)
Pokud zavedeme oznaceni U
16% = Ty a dosadime za
k' z (2.194), miiZzeme propustnost
pravotihlého valu zapsat ve finalnim
tvaru U, Uos
02 N
o4
-2 m(Up—FE)a
T = Tye #V2mUo=Ela (2 901) U, / N\
/ 2
Je ztejmé, ze T' > 0, tedy Ze opravdu E
existuje nenulova pravdépodobnost
prichodu ¢astice potencidlovym va- a| al| @l al a
lem. |||l |<—
Reéeny pravouhly val je ovSsem vel-
T, Ty T

mi hrubé priblizeni redlnych poten-
cidlovych valt. V pripadé realnych Obr. 2.7: Potencialovy val obecného tvaru

vall ale mizeme postupovat tak, ze

val rozlozime na soustavu N pravothlych valii na tirovni energie ¢astice £ (obr. @) a propustnosti
téchto dil¢ich valii vynasobime.

Je-1i propustnost dil¢iho j-tého valu
T, = Toje—%\/m“% (2.202)

pak propustnost celého valu obecného tvaru bude

T = Ty #V2m o V/Wo;—E)a; (2.203)
piipadné pri stejné $ifce dil¢ich vali a; = 4, kde a je $ifka obecného valu na trovni energie
dopadajici ¢astice

T— Toe—%\/%iﬁ-v:l V(U0 =B) (2.204)

kde T() = T01T02 c. T(]N.

Sumace v exponenté piredchoziho vyrazu ale nenf nic jiného, nez numericka integrace obdélnikovou
metodou. Proto miizeme vysledky (2.203) a (R.204)) zapsat ve tvaru

2 x
T = Tye #V2mlaf VIUG@)-EBlde, (2.205)
coz je bézné pouzivany vzorec pro feSeni tunelovych jevi.
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2.6.4 Linearni harmonicky oscilator

Linearni harmonicky oscilator (Casto oznacovany zkratkou LHO) lze v jednorozmérném piipadé
chapat jako Castici, ktera vykonava kmity podél napt. osy x pod vlivem piisobici sily F'. Velikost
vychylky z rovnovazné polohy je piimo tmérna pusobici sile, plati, ze F' = —kx.

Harmonicky oscilator se vyuziva v feSeni celé fady problémii. Typickou ukazkou je reSeni kmitu
atomu v molekuléch a krystalech. Kromé toho jiz bylo uvedeno, ze také energii elektromagnetického
pole ve vakuu lze vyjadrit jako energii nekone¢né mnoha nezévislych harmonickych oscilatori.

Obecné muzeme potencialni energii v okoli jejtho minima vyjadrit ve formé Taylorova rozvoje

ou 02U o*U
Ulz) =Uy+ — — 24— P4l 2.206
kde predpokladame, Ze minimum potencialni energie lezi v bodé x = 0. Hodnotu potencialni

energie Uy v minimu volime — polozime Uy = 0. Prvni derivace U v bodé x = 0 je pfimo podminkou
minima, musi byt nulova. Tteti a nasledné vyssi derivace U jsou anharmonické ¢leny. Pokud nés
tedy zajimaji pouze harmonické kmity oscilatoru, mizeme potencialni energii vyjadrit ve tvaru

1
Ux) = émngg, (2.207)

kde m je hmotnost oscilatoru a wy se nazyva charakteristicka nebo také vlastni frekvence oscilatoru.

Hamiltonidn jednorozmeérného linearniho harmonického oscilatoru mé tedy tvar
H=—— — + -“muwix (2.208)
a Fesime tak stacionarni Schrédingerovu rovnici
R? o d%p(z) 1

5 e + §mw§x2g0(x) = Ep(z). (2.209)

ProtoZe minimum potencialni energie je Uy = 0, bude mit rovnice (2.209) feseni pouze pro £ > 0.

Ve vlastnim feseni rovnice (2.209) (které zde nebudeme podrobné rozebirat) je uZiteéné zavést nové
proménné vztahy

Z 2E

T
=—, kde b= A= —. 2.210
6 b7 © mwo’ & ha)o ( )
V téchto proménnych resime rovnici
d*p(¢

dg(Q Ly (A =€) w(€) =0. (2.211)

Regeni této rovnice hledame ve tvaru

_&

P(§) = g(§e™ > (2.212)

a pfi splnéni pozadavku kvadratické integrability vlnovych funkci, ktery se tyka vybéru funkce
g(&), dojdeme dalgim feSsenim k nésledujicim zavértim: Energie oscilatoru jsou diskrétni a jsou
dény vztahem

1
En:hwo<n+§); n=0,1,2... (2.213)
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2. ZAKLADY KVANTOVE MECHANIKY

Korespondujici normované vlnové funkce jsou

oulE) = e TH©: £=. (2:214)

H, (&) jsou Hermitovy polynomy, vyjadiené rekurentnim vzorcem

dre—¢
H,(€) = (—1)"e . 2.215
(€ = (-1 (2:215)
Pro nékolik prvnich n jsou tyto polynomy popséany vyrazy
HO(S) = 17
Hl(f) - 257
Hy() = 462-2, (2.216)
Hy(6) = 8¢°—12¢

atd.
Kvantovy linearni harmonicky oscildtor ma tedy nésledujici vlastnosti:

— Existuje pouze ve stavech s diskrétnimi hodnotami energii — spektrum oscilatoru je diskrétni.

— Energetické spektrum je ekvidistantni, energie dvou sousednich kvantovych stavi se lisi o hod-
notu Awy.

— Energie zakladniho stavu (pro n = 0) je nenulova a mé hodnotu Ey = 3hwp.

— Kazdé hodnoté energie E,, odpovid4 jedna vlastni funkce hamiltonianu ¢, (%) Spektrum
jednorozmérného linearniho harmonického oscilatoru je nedegenerované.

Vidime, ze jsou zde zasadni odliSnosti od klasického oscilatoru. Zatimco klasicky oscilator méni
svoji energii spojité podle funkce

1
By = §mw§x2, (2.217)

Cvv o

kvantovy oscilator mé v zakladnim stavu nenulovou energii.

Dalsi odlignosti je moZno nalézt pii studiu hustoty pravdépodobmnosti vyskytu p,(x). Klasicky
jeho nalezeni je v rovnovazné poloze. Hustota pravdépodobnosti vyskytu kvantového oscilatoru
je rizna v riznych kvantovych stavech. Na obr. @ jsou znazornény hustoty pravdépodobnosti

v

Vidime, ze nejvyssi pravdépodobnost nalezeni kvantového oscilatoru v zédkladnim energetickém
stavu je v jeho rovnovazné poloze, tedy v z = 0. Pro prvni excitovany stav pak existuji dvé mista,
symetricky rozmisténa vzhledem k rovnovazné poloze atd. Korespondence s klasickym oscilato-
rem pak nastava pro vysoce excitované stavy (stavy s velkym n), kde stfedni hodnoty hustoty
pravdépodobnosti prakticky koresponduji s prubéhem funkce ()

Z obr. @ je dale zfejmé, ze kvantovy oscilator mé& na rozdil od klasického oscilatoru nenulovou
hustotu pravdépodobnosti vyskytu i za body obratu klasického oscilatoru.

2.6.5 Trojrozmérny linearni harmonicky oscilator

Teorie jednorozmérného oscilatoru omezuje oblast praktického vyuziti vysledki. V praxi se nejcas-

Ve,
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2.6 RESENI JEDNODUCHYCH SYSTEMU

Obr. 2.8: K hustoté pravdépodobnosti vyskytu kvantového oscilatoru

mozné prevést feseni trojrozmérné tilohy na reseni tii tloh jednorozmérnych. Trojrozmérny linearni
harmonicky oscilator pak slouzi jako ilustrativni ptiklad.

Pouhym zobecnénim dojdeme k zavéru, ze potencialni energie oscilatoru v trojrozmérném piipadé

bude
m

Ulz,y,z) = b (wiz® + wiy® + w3z?) . (2.218)

Hamiltonidn trojrozmérného oscildtoru pak je

. 72 2 2 2
)i (a_ + a_ + 3_> + % (w%xQ + w%yz + w%zQ) (2.219)

ox?  Oy?> 022

2m

a vidime, Ze jej mizeme zapsat ve formé souctu tii nezavislych hamiltonidni, z nichz kazdy ptsobi
na jinou soutradnici
H=H,+H,+H, (2.220)

kde

>

R m o,
T oo 24
ot m o, .,
T 2moy ey (2:221)

h* 02 L M2
, = ——— 4+ —w5z”.
omoz2 23

8

>

<

o
|

Lze jednoduse dokazat, Ze feSeni stacionarni Schrédingerovy rovnice

A~

Ho(r,y,2) = Ep(x,y, 2) (2.222)

s hamiltonidnem () 1ze hledat metodou separace proménnych. Vlnovou funkei p(z,y, z) (vlast-
nf funkei hamiltonianu ) hledame ve formé soucinu vlastnich funkef o, (%), ©n, (y), ©n, () diléich
hamiltoniant I:Im, ﬁy, H, a energii trojrozmérného oscilatoru £ hledame ve formé prostého souctu
vlastnich hodnot F,,, E,,, E,, dil¢ich hamiltoniant ]—AII, ﬁy, H,. Plati totiz, ze

Ho(x,y,z) = (Hm +H, + H) Py () Pz () s (2)

~ ~

= Pno(Y)Pns (2) Heon, (T) + @y (2)0ng (2) Hy P, (y)

~

+ @1 (2)Pny (V) H 0 (2)- (2.223)
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Kazdy diléi hamiltonian ale splituje svoji stacionarni Schrodingerovu rovnici typu (R.209). Proto
dale

~

Ho(z,y,2) = ©ny(Y)Pns (2) Eny 00y () + 0ny (2) 0y (2) By 0y (¥)
+0n, (2) Py (Y) Eng Py (2)
= (Eny + Eny + Eng) @0y ()00, (Y) P (2)- (2.224)

Reseni stacionarnich Schrédingerovych rovnic pro jednorozmérné linearni harmonické oscilatory,
kmitajici ve smérech souradnych os x, y, z, zname. Mizeme proto psat rovnou feseni Schrodinge-
rovy rovnice s hamiltonianem (R.219). Energie trojrozmérného oscilatoru jsou

1 1 1
Enl,ng,ng = Ml (nl + 5) + h/WQ (ng -+ 5) + mg (ng + 5) (2225)

a korespondujici vinové funkce maji tvar

3
4 MPwiwaws 1
(10711,712,713 (617 627 53) - Tt3h3 \/2n1+n2+n3 nl!n2!n3!

_2+e2+¢3

Xe me(gl)an(g?)Hm(gS); (2"226)

51: m;:lxa 52: m;;Qy, §3:\/TZ

Spektrum tohoto trojrozmérného anizotropniho linedrnitho harmonického oscilatoru je obecné ne-
degenerované. Uvazujme ale trojrozmérny izotropni oscilator. Pak

W1 = Wy = W3 = Wy- (2227)
Potom energie izotropniho oscildtoru jsou
3
Enynang = hwo  nutnz +ns+ o ) (2.228)

coz znamena, ze néjakou hodnotu energie E,, ,, », miZeme dostat kombinacemi nékolika rtznych
hodnot ny, na, n3, kterym ale odpovidaji rizné vlnové funkce () pii podmince () Spek-
trum izotropniho oscilatoru je tedy degenerované s vyjimkou zakladniho stavu n; = ny = n3 = 0.
Napfi. hodnotu energie pro n; + ny +ng = 6 dava 28 riznych kombinaci ¢isel ny, no, ng, tedy tento
stav je 28 nasobné degenerovany.

2.7 Pohyb v centralnim poli

2.7.1 Orbitalni moment hybnosti

~

Operatory momentu hybnosti a kvadratu momentu hybnosti byly definovany vztahy (2.95), (2.96)
a () Vypoctem lze dokazat, ze slozky operatoru momentu hybnosti spliiuji cyklické komutaéni
relace

i) = i
L, L.| = ikl (2.229)
AR
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Dusledkem téchto relaci musi byt, Ze slozky momentu hybnosti nejsou souc¢asné méritelné. Na druhé
strané se ale da dokazat, ze kazda ze slozek operatoru momentu hybnosti komutuje s operatorem
kvadratu momentu hybnosti, tedy ze plati relace

[EQ,EI] - [ﬁ%ﬁy} - [EQ,EZ] —0. (2.230)

Je tedy zfejmé, Ze je mozné nalézt spolecné vlastni vektory operatoru I? a jedné z jeho slozek
a ze veli¢iny reprezentované témito operatory jsou soucasné méritelné. I kdyz je mozné vybrat
libovolnou slozku momentu hybnosti, je tradici vybrat slozku L.. Existuji tedy operatorové rovnice

L% = L%,
Lo = Lyp. (2.231)

V centralnim poli je vhodné fegit rovnice (2.231)) ve sférickych soutradnicich. Sférické souradnice,
oznacené r, ¥ a 6 zavedeme obvyklymi vztahy z = rsindcosf, z = rsindsinf a z = rcos?d.
Operatory v rovnicich () lze ve sférickych souradnicich zapsat ve tvaru

i 19 ) 1 o
2 = -2 cZ(sind— ) + —— = | = —12A
[sinﬁ 9 (Sm 819) T SnZo 892] 2.6
L, = —ih% (2.232)

kde symbolem Ay g je oznacena thlova ¢ast Laplaceova operatoru A.

Ponékud komplikovan&jsim feSenim rovnic (R.231)) ze nalézt vyrazy pro L? a L, ve tvaru

L, = mh, kde m=0,+£1,42,...,
L* = RiI(l+1), kde 1=0,1,2,..., (2.233)

pricemz konstanty m a [ jsou vazany podminkou

I —|m| > 0. (2.234)

Znamena to, ze |m| =< [ nebo —I < m < [, tedy pfi fixnim [ existuje 2/ + 1 hodnot m.

Z téchto vysledkt je zfejmé, Ze vlastni hodnoty operatoru kvadratu momentu hybnosti a operatoru
projekce momentu hybnosti do osy z jsou diskrétni.

S orbitalnim momentem hybnosti souvisi také orbitalni magneticky moment. Operétor této veli¢iny
je (stejné jako v klasické fyzice veli¢ina sama) amérny orbitdlnimu momentu hybnosti pres kon-
stantu e/(2m), nazyvanou gyromagneticky pomér. Operator orbitalntho magnetického momentu je
v souladu s (2.95) definovan vztahem

A (rxV). (2.235)

Samoziejmé i ostatni souvisejici operatory, tykajici se orbitalniho magnetického momentu (opera-
tory jeho slozek, operator kvadratu orbitalniho magnetického momentu) a vlastni hodnoty téchto
operatoru jsou umérné korespondujicim operatortim orbitalniho momentu hybnosti a jejich vlast-
nim hodnotadm pres uvedeny gyromagneticky pomér.
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2.7.2 Schrodingerova rovnice c¢astice v poli centralnich sil

Castice v poli centralnich sil ma tii stupné volnosti. Pro urceni jejiho stavu je tedy nutné znat
vlastni hodnoty tii vzajemné komutujicich a zaroven nezavislych operatort — integrali pohybu
¢astice. Témito operatory mohou byt operator celkové energie — hamiltonian H, operator kvadratu
orbitalniho momentu hybnosti I?a operator jedné z projekci orbitalntho momentu hybnosti — jak
Jiz bylo uvedeno, v souladu s tradici se pouziva slozka L,. Lze jednoduse dokazat, ze Hamiltonidn
H opravdu také komutuje s operatory I?al,.

Abychom nalezli spole¢né vlastni funkce téchto operatort, budeme fesit staciondrni Schréodingerovu
rovnici pro ¢astici v poli centréalnich sil

Ap+—[E—-U(r)e=0. (2.236)

Pro ¢éstici v poli centralnich sil bude op&t vyhodné Tesit rovnici (R.236) ve sférickych soufadnicich
r, ¥, 6. Schrédingerova rovnice v téchto souradnicich mé tvar

2 2
a_g0+ga_¢_|_ 1 a (Slnﬁagp) +;.a_80+

or2 " ror | r2singd oY o r2sin?d 062
2m
o [E-UMe=0 p=p(rnd,0). (2237

Maji-li byt vlnové funkce také vlastnimi funkcemi operdtori L2 a L., které jsou ale funkei jen
thlovych soufadnic ¢ a 6, musi byt mozné vyjadrit vinové funkce ve formé soucinu radidlni a
thlové c¢asti, tedy ve tvaru

o(r,9,0) = R(r)Y (9, 0). (2.238)

Po dosazeni (2.238) do (R.237) a po nasledné separaci proménnych dostaneme rovnici

r? (d?R  2dR 2m 1 1 0 )4 1 9’Y
E{mtdr oy ”R} -y {19 o9 (ﬂ%>+—087} (2.239)

kde pro zjednoduseni zapisu byly vynechany argumenty funkci R a Y.

Z matematiky je zndmo, Ze rovnice () bude splnéna v celém oboru proménnych pouze tehdy,
budou-li se vyrazy na levé a pravé strané, obsahujici derivace podle riznych proménnych, rovnat
spolecné konstanté, kterou oznac¢ime napt. C. Obdrzime tedy k feSeni dvé rovnice

r? (AR 2dR 2m
ﬁ{mﬂdr *ﬁ[E‘UWR}:C’ (2:240)
171 9 oy 1Y

Ty Lm"&‘ o0 (Smﬁa_ﬁ) T W} =¢ (2.241)

Porovname-li rovnici (2.241)) s vyrazem pro operéator kvadratu momentu hybnosti L2 (2.239), dojde-
me k zavéru, ze funkce Y (¢, 0) jsou vlastnimi funkcemi tohoto operatoru. Z definice jeho vlastnich

hodnot (R.233) pak vyplyva, Ze rovnice (R.241)) m4 feseni pouze pro hodnoty konstanty

C=1l+1); 1=0,1,2,.... (2.242)

Reseni takto definované rovnice je v matematice znamé. Kazdému [ odpovida 2/ + 1 nezavislych
feSeni, tzv sférickych funkci. Tato nezavisla feSeni jsou (opét v souladu s vlastnimi hodnotami
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operatoru I?a iz) definovana pro m = 0, +1, +2, ..., +1. Sférické funkce pro kladné hodnoty m je
mozno nalézt ve tvaru

20+ 1 (1 —m)!
Ar (I +m)!

Y,"(9,0) = (—1)m\/ - P™(cos 9)e™, (2.243)

kde P/"(cos ) je pridruzeny Legendretiv polynom. Ten je v naSem piipadé argumentu cos ¥ definovan
vztahem

m y o d”
P"(cosd) = (1 —cos®¥) * - mﬂ(cos ) (2.244)
& !
- . 29 _ 1)
Pi(cosv) = S Teosld (cos? ¥ — 1) (2.245)

je Legendreiv polynom.
Sférické funkce pro zédporné hodnoty m lze vypoéitat z funkei (2.243) pomoci vztahu
Y = (— 1) () (2.246)

Uvedme jesté dvé poznamky. Sférické funkce jsou v souladu s definici objemového elementu dV se
sférickych soufadnicich normovany podle vztahu

T 2T
/ / (™) Yy sin9dvdd = 1, (2.247)
9¥=0 6=0

i kdyz symbolicky zapis této podminky se uvadi ve tvaru (Im|im) = 1.
Ze vztahu (R.243) je dale ziejmé, Ze sférické funkee je mozné zapisovat ve formé soucinu

Y™ (9,0) = O(0)®(6). (2.248)

Porovnanim se vztahem (R.243) vidime, Ze funkce ®(6) je tmérna funkci e, ktera je ocivid-
né vlastni funkei operatoru L, — spliuje jeho operatorovou rovnici (R.231) pro L. definovany ve
(.239) a vlastni hodnoty ve (2.233). Funkce ©(9)) vystupuje v operatorové rovnici pro L. pou-
ze v roli konstanty, proto sférické funkce (R.243) a (R.246) jsou také opravdu vlastnimi funkcemi
operatoru f,Z.

Uvedme na zavér tvar nékolika sférickych funkei Y™ pro hodnoty | = 0, 1,2 a kladné hodnoty m:

3
Y= — 8—811119 et
e
5 (3 1
— 0 /2 [ Zcog?2y = =
=2 Y, = \/4n (2005 V 2) (2.249)
/15
Yy = — S—Si ¥ cos - e
T
1 .
)/'22: 375811'1219‘6210
e

Poznamenejme, ze bud primo tyto funkce, nebo jejich linearni kombinace, se pak bézné vyuzivaji
v kvantové chemii ke znédzornéni atomovych orbitali jako redlnych funkei v trojrozmérném prostoru.
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2.7.3 Atom vodiku

vvvvvv

mechanice. Tato tloha patii k nevelkému poc¢tu tloh, které jsou exaktné fesSitelné. Potom muzeme
presné teoretické zavéry srovnavat s experimentem, ktery pravé v piipadé atomu vodiku potvr-
zuje spravnost kvantovych zakonu. Vysledky feSeni atomu vodiku pak umoznily FeSeni dalSich,

vvvvvv

Protoze hmotnost jadra je znacné vétsi, nez hmotnost elektronu, miizeme problém atomu vodiku
fesit jako problém elektronu v centralnim poli nepohybujictho se jadra. Ve skutec¢nosti se jedna

YVt

Uhlova ¢ast vinové funkce astice v poli centralnich sil byla vyfesena v predchozi kapitole. Zbyva
tedy definovat a vyfesit rovnici (2.24(]) pro radialni ¢ast. Potencialni energie coulombovské interakce
mezi elektronem a jadrem je popsana vztahem

Ze'? 9 e?
Ulr)=— ., kde bylo ozna¢eno ¢’
r

= : 2.250

47[60 ( )
e je naboj elektronu a Z je poradové c¢islo prvku, které je samoziejmé v pripadé atomu vodiku
rovno jedné. OvSem stejnym zpisobem, pouze s jinym pofadovym ¢islem Z, bychom fesili i pro-
blém ionizovanych atomit He™, Bet*, Lit*++ atd. Po dosazeni (2.250) do (2.240) lze pro hodnotu
konstanty C' = I(l + 1) tuto rovnici pfevést na tvar

— + - — R=0. 2.251
dr2 + r dr + h? ( )

r2

2 /2
R 2dR 2m[E+Ze 1R_l(l+1)
T

Protoze potencialni energie coulombovské interakce je zdporna, zajimaji nas pouze zaporné hodnoty
energie F. Samotné feSeni rovnice (2.251)) je ponékud zdlouhavé. Uvedme pouze, Ze obvykle byva
zavedena nova bezrozmérna promeénné p vztahem

om
p=21, kde r0:<——mE) . (2.252)

Pii feseni (2.251)) je stejné jako v piipadé linedrniho harmonického oscilatoru pozadovano splnéni
pozadavku kvadratické integrability vinovych funkci. Splnéni tohoto pozadavku vede na rovnici

12

mZe
n—Tm:O; n=123,... (2.253)
a odtud je potom mozné po dosazeni za ry vypocitat energie £
me'* 72
B, = 2.254
2h%n? ( )
pifpadné s vyuzitim Bohrova poloméru (R.22) miiZeme energie zapsat ve tvaru
1 6/2Z2
E,=— . 2.255
2 an? ( )

Je ziejmé, ze vlastni hodnoty hamiltonianu zavisi jen na ¢isle n, energetické spektrum je tedy
diskrétni. V ramci odvozeni vztahu (2.253) jsou dale omezeny hodnoty ¢sla . Ukazuje se, Ze pro
hodnoty [ musi byt splnéna podminka [ < n, tedy konstanta [ muze nabyvat jen hodnot

1=0,1,2,...,n— 1. (2.256)
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2.7 POHYB V CENTRALNIM POLI

Radialni ¢ast vinové funkce je finalné vyjadiena v nasledujicim tvaru

R = - {f”‘l—‘”'} (%) ) (2.257)

(n+D)1°2n na

20+1

ot (p) je mozné vyjadrit pomoci derivaci Laguerrovych polynomii Ly (p). Ty jsou

kde vyraz L
dany vztahy

dn+l .
e i (2.258)
a plati tedy, ze
2041 dz
Ly (p) = W[mﬂ(ﬂ)- (2.259)

Zavedenou bezrozmérnou proménnou p muzeme s vyuzitim () dale psat ve tvaru

B 27r

p= (2.260)

na

Radialni slozky vlnovych funkei () jsou opét v souladu s definici objemového elementu dV' ve
sférickych soufadnicich normovany podle vztahu

/ (R ()] r2dr = 1. (2.261)

Vidime, Ze radialni ¢asti vlnovych funkci zavisi na dvojici ¢isel n a [ s hodnotami, které jsou dany
vztahy (2.253) a (R.256). Uvedme nékolik prvnich funkei B! pro n = 1,2, 3:

n=1: R§=2(§>
a

n=2: R
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Vinové funkce atomu vodiku pak ziskadme prostym vynasobenim tihlové a radidlni ¢asti pod-
le (R.23§).

Provedme shrnuti vysledkt. Energie atomu vodiku jsou diskrétni a zavislé pouze na jednom kvan-
tovém ¢isle n, které nabyva hodnot n = 1,2, 3,.... Toto kvantové ¢islo se nazyva hlavni kvantové
c¢islo.

a

Naopak vlnové funkce jsou popsény trojici kvantovych ¢isel — hlavnim kvantovym ¢islem n, ¢islem
[, nabyvajicim hodnot [ = 0,1,2,...,n — 1 a ¢islem m s hodnotami m = 0,+1,+2,... £, coz je
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2. ZAKLADY KVANTOVE MECHANIKY

také mozno zapsat jakom = -, —l+1,—1+2,...,1—2,1—1,1. Cislo [ se nazyva vedlejsi (orbitdlni)
kvantové cislo a ¢islo m je magnetické kvantové c¢islo. Vinové funkce pro jednu hodnotu hlavniho
kvantového ¢isla n popisuji stavy s odlisSnou velikosti orbitalntho momentu hybnosti L a odliSnym
prumétem momentu hybnosti L, do osy z. Pocet vinovych funkci pro jednu hodnotu n je dan

vztahem
n—1

> @+1)=n’ (2.264)
1=0
protoze pro jedno n existuje n — 1 hodnot [ a pro kazdé [ je 2]l + 1 hodnot m. Spektrum atomu
vodiku (a vodiku podobnym ionttim) je tedy degenerované s vyjimkou zakladniho stavu n = 1.

Ve spektroskopii se misto hodnot vedlejsitho kvantového ¢isla pouzivaji pismena s, p, d, f, . ... Potom
napi stav, oznaceny jako 4f znamena stavsn =4 al = 3.

Ziskané vysledky a zavéry mizeme porovnat se zavéry Bohrova modelu atomu vodiku. Bohriv
model predpokladal pohyb elektronu po kruhové draze. Z pohledu kvantové mechaniky je toto
nespravné, nejsou respektovany relace neurcitosti. Elektronu na jejich zakladé nelze stanovit ptes-
nou polohu a impuls. V kvantové mechanice je elektron popsan vlnovou funkei — mluvime o stavu
elektronu.

Vyrazy [Rﬁl(r)} r? maji vyznam hustoty pravdépodobnosti vyskytu elektronu v ur¢ité vzdalenosti
od jadra. Potom mizeme alespon z hlediska maxima této hustoty porovnat zavéry kvantové me-
chaniky s poloméry Bohrovych orbit. Ukazuje se, Ze i z tohoto pohledu je shoda pouze ¢astecna.
Maximum hustoty pravdépodobnosti koresponduje s polomérem Bohrovych orbit pouze pro nékte-
ré stavy — konkrétné pro stavy 1ls (polomér Bohrovy orbity a), 2p (polomér 4a), 3d (polomér 9a)
atd.

Magnetické kvantové ¢islo m je charakteristikou toho, Ze elektron pfi svém pohybu vytvaii mag-
neticky moment. Zakladni kvantovy stav elektronu je ale popsan ¢isly n = 1, [l = 0, m = 0, coz
znamena, Ze elektron v zékladnim stavu orbitalni magneticky moment nevytvari. To opét nekore-
sponduje s Bohrovou teorii — elektron, ktery se pohybuje po kruhové draze magneticky moment
vytvari.

Elektron je ale charakterizovéan jesté jednou relativistickou vlastnosti — spinem, ktery chapeme jako
jeho vlastni (vnitfni) moment hybnosti a s nim souvisejici magneticky moment. Tato vlastnost
nemiize byt postizena Schréodingerovou rovnici, ktera je nerelativisticka. Takze spravné je kazdy
stav elektronu popsan ¢tyimi kvantovymi ¢isly, je nutno doplnit ¢islo spinové I5. V této souvislosti
miizeme pripomenout existenci Pauliho principu — 2 elektrony se nemohou soucasné vyskytovat ve
stavu, ktery je popsan stejnou ¢tvefici kvantovych cisel.

Uvedeny model atomu vodiku predpokladal nepohybujici se jadro. Ukazuje se ale, ze pro hmotna
jadra opravdu pohyb jadra nehraje podstatnou roli. Vyznamnéjsi roli hraje pole jadra. Pokud pole
jadra nenfi ¢isté coulombovské, energie elektronu by zavisela na dalsich kvantovych ¢islech — snimala
by se degenerace. Za timto ucelem staci napt. vlozit atom do vnéjstho magnetického pole.

2.8 Spin elektronu

2.8.1 Experimentalni projevy spinu

Spin chapeme jako vlastni (vnitini) moment hybnosti elektronu (a s nim souvisejici magneticky
moment), na rozdil od jeho orbitalniho momentu hybnosti. Dnes vime, Ze pravé v duasledku exis-
tence spinu fada experimentii v poloviné dvacéatych let minulého stoleti vykazovala odchylky od
teoretickych predpovédi, zpracovanych na tehdejsi arovni kvantové teorie, vychazejici z princi-
pu korespondence hamiltonidnu s klasickou Hamiltonovou funkci. Lze Tici, Ze zdkladnim dikazem
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2.8 SPIN ELEKTRONU

vlastniho magnetického momentu elektronu jsou vysledky experimenti Sterna a Gerlacha, usku-
te¢néné jiz v roce 1921.

Stern a Gerlach nechali prochazet svazek atomi s jedinym valenénim elektronem (v jejich pokusech
atomu st¥ibra) nehomogennim magnetickym polem. Atomy s jednim valenénim elektronem maji
vykompenzované magnetické momenty vSech elektront vnitinich slupek, takze vnéjsi magnetické
pole interaguje jen s magnetickym momentem jediného valen¢niho elektronu. Podle teorie orbital-
niho momentu hybnosti miZe praimét momentu hybnosti do zvoleného sméru (konvenéné osy z)
nabyvat 2/ + 1 hodnot. Svazek atomu tak miize byt magnetickym polem rozstépen na lichy pocet
podsvazkl. Avsak Stern a Gerlach na stinitku zaznamenali jen dvé stopy, tedy svazek atomu byl
rozStépen jen na dva podsvazky. Stern a Gerlach dokonce byli schopni vypocitat velikost primétu
magnetického momentu do zvoleného sméru, ktery opét oznac¢ime jako smér osy z. Dosli k zavéru,
ze .
e

M, = i% (2.265)
Pomérem primétu magnetického momentu a momentu hybnosti je definovan gyromagneticky po-
mér (@) V piipadé orbitalniho momentu hybnosti pro néj plati vztah

- ° (2.266)

Zmérit tento gyromagneticky pomér pro elektron se pokusili v roce 1915 Einstein a de Haas, ale

interpretace jejich vysledku byla slozité a zatizena chybami experimentu. Pfesn& hodnota byla zis-

kédna o nékolik let pozdéji v pracich Becka, Avidssona a Stewarta. Ti popsali tento pomér hodnotou
M, e

= = (2.267)

L, m’
tedy hodnotou dvojnasobnou oproti hodnoté souvisejici s orbitalnim momentem hybnosti.

Vysledky uvedenych experimentii interpretovali v roce 1925 Uhlenbeck a Goudsmit pravé zave-
denim spinu elektronu. Spin je nova dynamickd proménné, kterd neméa obdobu v klasické fyzice.
Proto je jeho popis v ramci kvantové teorie opét postulovany.

2.8.2 Spinovy formalismus, Pauliho spinové matice

Operator spinu byl tedy ¢isté formalné postulovan, a to v analogii s orbitalnim momentem hyb-
nosti. Spinu je prifazen vektorovy operator S se slozkami S, Sy, S, a tyto operatory spliuji stejné
komutac¢ni relace, jako operator orbitalniho momentu hybnosti: Slozky operatoru spinu spolu ne-
komutuji a tvori cyklicky systém

5.8, = ins.,
5,.8.] = S, (2.268)
5.8, = s,

tedy jednotlivé slozky spinu nejsou soucasné métitelné. Na druhé strané kazdé slozka operétoru
spinu komutuje s operatorem kvadratu spinu

.8 = [5.8,] = [#.5.] =o. (2269)

Znamen4 to, Ze lze soudasné mérit kvadrat velikosti spinu (vlastni hodnoty operatoru S?) a jeho
prumeét do zvoleného sméru. Opét se konvencné jako tento smér voli smér souradné osy z, tedy
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2. ZAKLADY KVANTOVE MECHANIKY

méfime vlastni hodnoty operatoru S.. Oba uvedené operatory pak musi mit spole¢né spektrum
vlastnich funkci (spinovych funkei), spliuji tedy operatorové rovnice

S = 5%,
S2X5 (2.270)

%
=
I

kde vlastni hodnoty téchto operatorta hledame ve tvaru, ktery je analogii vlastnich hodnot operatoru
orbitalniho momentu hybnosti, tedy ve tvaru

S? = R (,+1),
S, = hm,. (2.271)

Potom [, je spinové ¢islo a mg je magnetické spinové ¢islo, charakterizujici primét spinu do zvole-
ného sméru. Tato ¢isla musi opét obecné spliovat relaci

me = —lg,—ly+1,... 1, — 1,1, (2.272)

Ze vztaht (2.265) a (R.267) ale vyplyva, Ze

1
S, = j:g atedy mg = j:§. (2.273)

V souladu s (2.279) pak musi platit, Ze spinové &slo elektronu je

1
ls = =. 2.274
=3 (2.274)

Protoze prumét spinu elektronu do zvoleného sméru dosahuje pouze dvou hodnot, je vyhodné
operatory spinu vyjadrit pomoci dvourddkovych matic. Jsou-li tyto matice diagonalizovény, maji
jen dva diagonalni prvky a tim i dvé vlastni hodnoty. Uvazujme vektorovy maticovy operator o,
pomoci kterého vyjadiime operator spinu ve tvaru

S=_¢ (2.275)

nebo lépe ve slozkach

Sy = =6, S,==6, 5. ==6.. (2.276)

Ze znalosti primétu spinu do zvoleného sméru pak vyplyva, ze vlastni hodnoty maticovych opera-
tort o4, 0y, 0, musi byt &1 a kvadraty téchto operatort jsou jednotkové matice

&5:&3:&3:(8 (1)) (2.277)

7 komutacnich relaci () pro slozky operatoru spinu je mozné jednoduse vypocitat komutacni
relace pro maticové operatory. Ty opét samoziejmé tvori cyklicky systém

[0,,0,] = 2i6,,
[Aya Az] = 21&:{:7 (2278)
6,6, = 26,
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Pracujeme-li se spinem konvenéné v reprezentaci jeho z slozky, jak jiz bylo uvedeno, mizeme p¥imo
definovat tvar maticového operéatoru &, tak, ze v jeho diagonale budou piimo jeho vlastni hodnoty

6. = ( - ) . (2.279)

7 uvedenych vlastnosti maticovych operatoru je potom moZzné nalézt ostatni slozky operatoru o

. (01 (0 i
Ux—<10), Uy_(i O)' (2.280)

Témto maticim se ik Pauliho spinové matice.

ve tvaru

Je moZné snadno dokazat, Ze spolecné vlastni funkce operatori S? a S, v uvedené maticové formé

operatorl jsou
(1 1
X% - O pro ms = 27
0 1
= ( 1 ) pro  ms = —c. (2.281)

Je samoziejmé znamo, Ze spin neni vlastnosti jen elektront. Spin je vlastnosti vSech mikrocas-
tic, pricemz spinové ¢islo nabyva hodnot [, = 0, %, 1, %,2, g .... ZkuSenost ukazuje, ze z hlediska
vlastnosti existuji dva druhy mikrocastic. Castice s polovinovym spinem (I, = %, %, ...), mezi které
patii kromé elektronu také proton a neutron, ale také napt. 4~ mezon, {2~ hyperon aj., se nazyvaji
fermiony. Céstice s celo¢iselnym spinem [, = 0,1, 2, . .. se nazyvaji bosony a mezi né patif napr. fo-
ton, ©~ mezon, alfa ¢astice atd. Podrobnéji se k této klasifikaci mikroc¢éstic vratime v nésledujicich
kapitolach.
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Kapitola 3

Zakladni pojmy statistické fyziky

Cilem statistické fyziky je vysvétlit makroskopické vlastnosti latky na zakladé mikroskopickych
vlastnosti jejich elementii (napf. stavebnich ¢astic) s pomoci matematického aparatu teorie prav-
dépodobnosti a statistiky. Chceme-li popisovat chovani velkého souboru mnoha stejnych systému
(klasickym piikladem je plyn sloZeny z mnoha stejnych molekul), mizeme v podstaté pouzit nékolik
pristupi.

e na zakladé vysledki jednoduchych experimentii se snazime nalézt zékony, kterymi se soubor
ridi. Napriklad zjistime, ze v uzaviené nadobé roste tlak s rostouci teplotou ¢i rostoucim
poctem céstic a naopak tlak plynu klesa, budeme-li zvétsovat rozméry néddoby. Kombinaci
téchto vztahti mizeme nalézt stavovou rovnici. Vzdy vSak musime mit na mysli, Ze jde o od-
vozeni na zakladé experimentii, bez zkoumani podstaty jevil samotnych a ne vzidy budeme
zcela rozumét, kdy odvozené zakony presné plati. Timto pristupem se zabyva termodynamika
a nazyvé se popisny, odvozeny ze zkuSenosti, neboli fenomenologicksj.

e Pokusime se vypocitat trajektorii kazdé ¢astecky tvorici soubor ze zakladnich zakont. Tento
postup nutné musi selhat u soubori mnoha ¢astic, kde je takovy popis nad nase moznosti.
Muzeme ale pouzit rizné numerické metody, nepopisovat vSechny systémy ze souboru apod.

e Zakony popisujici chovani souboru jako celku se pokousime odvodit teoreticky ze znalosti
chovani jednotlivych ¢lent systému statistickymi metodami. Ziskané vysledky maji pravdeé-
podobnostni charakter, ale u souborii mnoha ¢astic to neni na zavadu

Poslednim piistupem se zabyva statistické fyzika, které se budeme vénovat v nasledujicich kapito-
lach. V tomto smyslu statisticka fyzika poskytuje zdivodnéni principii fenomenologické termody-
namiky. Soubor systému popisovany metodami statistické fyziky pritom miize byt velmi rozmanity,
napf. jednoduchy jednoatomovy plyn, neutronova hvézda slozena z neutront, feromagnetikum slo-
zené z mnoha elementarnich magnetku (spini) atd. Systémy popisovaného souboru mohou byt jak
klasické tak kvantové.

Snad se nam alespon trochu podafi presvédcit Ctenafe, Ze jde o mimorddné krasnou a elegant-
ni partii fyziky, s jejimiz pocatky jsou spjata jména takovych velikdnu, jako byli tFeba Ludwig
Boltzmann, Josiah Gibbs, Enrico Fermi, Paul Dirac, Satyendra Bose a Albert Einstein.

3.1 Makrostav a mikrostav

Dilezitymi pojmy jsou ve vySe zminéné souvislosti mikrostav a makrostav. Uvazujme systém slo-
zeny z N Castic. Stav tohoto systému miize byt zadan raznymi zptsoby.

e Klasicky, tj. zaddnim 3N zobecnénych souradnic ¢; a 3N zobecnénych hybnosti p;. Stavu pak
odpovida bod v 6 N-rozmérném fazovém prostoru.

e Kvantové: pomoci vlnové funkce 3N proménnych (g1, ¢, ..., gn). Stavu odpovida vektor
v Hilbertové (obecné nekone¢nérozmérném, komplexnim) prostoru.

s

Takto zadany stav systému se nazyva mikrostav. Obecnéjsi je popis pravdépodobnostni:
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3.1 MAKROSTAV A MIKROSTAV

e v klasické fyzice zadédnim hustoty pravdépodobnosti o(qi, ..., qn,p1, ..., py) na 6GN-
rozmérném fazovém prostoru;
e v kvantové fyzice zadanim operéatoru hustoty (téz matice hustoty) ¢ v Hilbertové prostoru

6= [tw) pr (el . (3.1)
p

Plny popis stavu systému s napi. N = 10% &astic je vSak prakticky nemozny, tim méné modelovani
jeho ¢asového vyvoje. Informace obsazena v popisu mikrostavu je pro rfadu aplikaci téz nadbytec-
né velka, stacilo by znat mensi mnozstvi relevantnich parametri. Rozdélme obrovské mnozstvi
moznych mikrostavi na mensi mnozstvi podskupin, jejichz mikrostavy maji urcitou spolec¢nou
vlastnost. Kazda tato mnozina mikrostavi se pak nazyva makrostav. Prikladem makrostavi jsou:

e Vsechny mikrostavy, jejichz celkova energie je Ejp;

e Pokud se uvazovany systém se skldada z dvojité nadoby obsahujici N ¢astic, makrostav defi-
nujeme jako mnozinu mikrostavii, ve kterych je N; ¢astic v levé nadobé a N, = N—N; Céstic
je v pravé nadobé.

Méfené makroskopické veli¢iny (napf. tlak p, objem V', vodivost, magnetizace) veli¢iny jsou funkce-
mi mikrostavu systému. Makrostav je vhodné definovat jako mnozinu v8ech mikrostavi, pro které
dané veli¢iny nabyvaji konkrétnich hodnot. Mikrostav systému se obecné méni s ¢asem a s nim
i mérené hodnoty makroskopickych velic¢in.

Definice: rovnovaha systému
Systém je v rovnovaze, jestlize makroskopické veli¢iny ztstavaji v ¢ase konstantni (aZ na malé
fluktuace kolem svych stiednich hodnot).

Ukolem statistické fyziky je vysvétlit (¢i pfedpovédét) hodnoty méfenych makroskopickych velidin.
Hodnoty a udaje mérené pristroji odpovidaji ¢asové stfedni hodnoté fluktuujici veli¢iny

(L), = % / L(t)dt. (3.2)

-7

Teoreticky vypocet ¢asové stiedni hodnoty makroskopické veli¢iny je v normalnich pripadech tech-
nicky neproveditelny. Pro feSeni statistickych tloh se zavadi pojem ensemble (poprvé ho zavedl
J. W. Gibbs) a stfedni hodnoty se namisto pfes ¢asovy interval pocitaji pies ensembly.

Definice: ensemble

Ensemble je myslend mnoZina systémi se stejnymi vnéjsimi parametry (napt. objem nadoby, gra-
vita¢ni pole atd.), ale s rtiznymi mikrostavy. MnoZina probiha systémy ve vSech mikrostavech,
spliwjicich uréité kritérium. Volba tohoto kritéria pak urcuje, o jaky ensemble se jednéa (mikroka-
nonicky, kanonicky ¢i makrokanonicky).

Statisticka fyzika pak dokéaze v fadé pripadi spocitat stfedni hodnoty ptes ensemble (L) . Vztah

mezi (L), a (L), postuluje ergodickd hypotéza:

ens”

StFedni hodnota fyzikélnich veli¢in systému v rovnovazném stavu pocitané pies
ensemble se rovna ¢asové stfedni hodnoté.

Podle typu interakce systému s okolim rozeznavame tti zdkladni typy statistickych ensemblii:

1. Mikrokanonicky ensemble: popisuje izolovany systém s danou hodnotou energie. Experimen-
talné je takovyto systém prakticky nerealizovatelny, pro teoretické tivahy a vypocty je vSak
velmi uzitec¢ny.
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2. Kanonicky ensemble: popisuje systém, ktery si vyménuje energii s okolim, se kterym je pfitom
v rovnovéaze (energie muze proudit tam i zpét, v dlouhodobém pruméru je vSak bilance
energetické vymény nulova). Systém mé pfitom pevné dany, neménny pocet ¢astic. Okoli, se
kterym si systém vyménuje energii, se nazyva termostat, pripadné rezervodr. Piikladem je
rtut v teploméru.

3. Velky kanonicky (grandkanonicky) ensemble: popisuje systém, ktery si s okolim (rezervoa-
rem) vyménuje jak energii, tak i ¢astice. Systém je pfitom s rezervoarem opét v rovnovaze.
Prikladem je syta para; rezervoarem je v takovém piipadé kapalina pod ni.

3.2 Liouvilleova véta, Liouvilleova rovnice

Uvazujeme klasicky konzervativni systém. V dalsich ivahéch vyjdeme z rovnice kontinuity (zakona
zachovéani) a z Hamiltonovych pohybovych rovnic. Vyvoj stavu systému lze popsat jako ,prutok
fazové kapaliny“. Pro jednoduchost ozna¢me vSechny soutfadnice fazového prostoru stejnym sym-
bolem x; 0(q;,p;) o(z;). Uréeme, jak se méni s ¢asem pravdépodobnost, Ze systém se nachazi
v elementu fazového prostoru vymezeném soufadnicemi z; a x; + dz;.

Pravdépodobnost, Ze za ¢asovy element dt ,vtece” systém ,zleva“ do elementu je o(x,t)#;S, kde
S je plocha stény objemového elementu fazového prostoru. Pravdépodobnost, Ze systém ,unikne
d(ot4)

i . ) e o [ , . .
z elementu ,pravou” sténou je v prvnim pfiblizeni [Ql’i + a_:cidx%} S. Celkova zména pravdépo-

dobnosti pfitomnosti systému v daném objemovém elementu je pak rozdilem téchto dvou hodnot,
s tim, Ze se seCtou prispévky od vSech soutradnic x;. Z toho plyne

do 9 (o)
5= > o (3.3)

)

Rozepsanim derivace soucinu s tim, Ze se vratime k puvodnimu oznaceni fazovych proménnych ¢;,

p;i, dostaneme
Do do .  Oo. 9q; | Op;
— = — —qi+=—p; | — ) 4
ot zl: <aqiqZ - apj]%) in: (3%’ * Ip; (3.4)

Nyni lze vyuzit Hamiltonovych rovnic ([L.63); z nich plyne, Ze druhy ¢len na pravé strané rovnice @
je nulovy. Zbyvajici ¢leny rovnice maji za disledek, ze

do do. 0o . do
Fri EZ: (8—%% + @_pipz) + - 0. (3.5)

Tato rovnice 1iké, ze v konzervativnich systémech je fazova tekutina nestlacitelnd. Tomuto tvrzeni
se Tik& Liouvilleova véta. Vyplyva zni téz, ze pii evoluci konzervativniho systému se zachovava
objem fazové kapaliny (a¢ se muze ménit jeho tvar). Zménu hustoty pravdépodobnosti daného
stavu (tj. v daném bodé fazového prostoru) pak popisuje rovnice

do Z((‘)Q@H 898]{)

ot 9q; Op;  Opi 0q; )’

i

coz se symbolicky vyjadiuje pomoci Poissonovych zéavorek (viz s. ) jako

do
Tl [H, o] (3.6)

Této rovnici se fikd Liouvilleova rovnice.

V konzervativnich systémech pak pro stacionérni stavy do/dt = 0 plati, ze
0(qi,pi) = o (H (g pi)) -
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3.3 MIKROKANONICKY ENSEMBLE

3.3 Mikrokanonicky ensemble

Jde o soubor identickych izolovanych systému, kazdy s pevné danou stejnou hodnotou energie E.
Vyvoj ve fazovém prostoru je omezen na nadplochu s konstantni energii, H(q;,p;) = E. Podle
kvaziergodické hypotézy se k libovolnému bodu této nadplochy dostane systém libovolné blizko.
Systém tak za dostatecné dlouhou dobu projde postupné celym objemem této nadplochy. Pro
systém v rovnovaze jsou vSechny body této nadplochy stejné pravdépodobné, tedy

(3.7)

: ) A pro B < H(p,q) < E+dE;
o\qi Pi) = 0 ve v8ech ostatnich ptipadech.

Zde A je konstanta, kterd ma vyznam pro normovani,

/Q(C]z‘,pz‘)dpz‘d% = A/dpid% =1

Veli¢ina 1/A odpovida objemu nadplochy fazového prostoru, které je systému pristupné.

Objem V nadplochy fazového prostoru H(g;,p;) = E zavisi na energii systému E. Pro obecny
systém s interagujicimi Césticemi je vypocet velmi obtizny; uvazujme pro jednoduchost ideélni
plyn N neinteragujicich ¢astic se stejnou hmotnosti, zaujimajici objem V. Energie této soustavy je
pak rovna souctu kinetickych energii vSech Céstic

1
Etot = % (pil +p32/1 +p21 +pi2+ +p3}N ‘*’p;N +pZN) .

Objem hybnostniho prostoru odpovidajicimu energiim mensim nez E je objem 3N-rozmérné koule
s polomérem py = v2mkFE. Pro objem n-rozmérné koule s polomérem r plati

Vo(n) = ———r"™.
r(s+1
2
Objem hybnostniho prostoru stavii s energii E je roven povrchu této koule. Ten lze ziskat ze vztahu

dV,(r) = S, (r)dr, éli

nnn/?
{24
2

/dxldyldzldxg codeydyydzy = VN,

rnfl

Sp(n) =

Integral pres souradnice pak dava

prislusny objem fazového prostoru je tedy

3N
po Lo 3NET N g p) P

A 3N

Je vidét, ze pri vétsim poctu Céastic roste objem odpovidajici nadplochy velice prudce s energif
a s objemem systému.
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3. ZAKLADNI POJMY STATISTICKE FYZIKY

V radé pripadi se systém sklada z nerozlisitelnyjch Castic; stav systému se pak nezméni, jestlize
zaménime soufadnice a hybnosti dvou ¢i vice ¢astic. Nékteré ¢asti fazového prostoru pak jsou
navzajem ekvivalentni a ma smysl brat v tvahu pouze jednu z nich; ode¢tenim nadbytecnych
permutaci se tak efektivni objem fazového prostoru snizi na hodnotu 1/N! piivodni velikosti.

Casto byvéa vyhodnéjsi misto s objemem fazového prostoru pracovat s bezrozmérnymi veli¢inami.
Pokud by jeden mikrostav zaujimal fazovy objem V,, bude mit ¢islo 2 = V/V, vyznam poctu
mikrostavii odpovidajicich danému makrostavu. Volba konkrétni hodnoty elementarniho objemu
Vo miize byt ¢asto libovolna, protoze nas vétsinou zajimaji jen relativni pocty stavi, 21 /(2. V kla-
sické fyzice miize byt tento elementarni objem libovolné maly — specifikace stavu ve velmi malém
fazovém objemu by znamenala, Ze ur¢ime velice presné polohy a hybnosti jednotlivych ¢astic. Kvan-
tova mechanika vSak libovolné presnou specifikaci poloh a hybnosti neumoziuje, je zde omezeni
vyplyvajici z relaci neurcitosti. Element fazového prostoru pro systém z N ¢astic pak mé objem
h3N, kde h = 2nh = 6,626-107%* J-s je Planckova konstanta.

3.4 Statisticka definice entropie

Uvazujme uzavieny systém, skladajici se ze dvou podsystému
s parametry F;, Vi, N;, kde i = 1, 2 tak, Ze

E = FE, + E5 = konst. dE, = —dE,, (3.8a)
V = Vi + V5 = konst. dVi = —dVs, (3.8b)
N = N; + N, = konst. dN; = —dNs, (3.8¢)

tedy podsystémy si mohou vyménovat energii i ¢astice, pripadné
mohou ménit objem, ale celkova energie, objem i pocet ¢astic zi-
stavaji konstantni. V rovnovazném stavu budou energie, objem

a pocet ¢astic v podsystémech fluktuovat kolem svych stfednich L
. . o ~yivz =
hodnot; tento rovnovazny stav odpovida situaci s nejvétsim po- 19331906

¢tem mikrostavu.

Pro systém slozeny ze dvou podsystémii je pocet mikrostavi
roven soucinu poc¢tu mikrostavi jeho podsystému

Q(E,V,N) = (E, Vi, Ny) 25 (Ey, Vo, Ny) . (3.9)

Obr. 3.1: Rovnice (B.19) z roku
1877 je vytesana i na
Boltzmannové nahrobku na
videniském hibitové (zdroj:

d2 = 2d2, + 2,dSD,, Wikipedie)

Pro makrostav s nejvétsim poc¢tem mikrostavi plati 2 = (2.«
a df2 = 0. Diferencovanim rovnice (B.9) dostavame

coz lze prepsat jako
d(In2) =d(Inf2y) +d(Inf2). (3.10)

Podminka rovnovédhy pak ma tvar
d(ln$2) =0, In 2 = In 2. (3.11)

Tyto vztahy lze srovnat s termodynamickymi vztahy pro systém v rovnovéze, ktery se sklada ze
dvou podsystému. Celkova entropie tohoto systému je dana sou¢tem entropii podsystémii

S(E,V,N) =51 (E1,Vi,N1) + S (Es, Vo, Ny)
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3.5 KANONICKY ENSEMBLE

(srovnejte s rovnici (B.9)). Celkova entropie systému se neméni a nabyvé své maximalni hodnoty
dS = dS; + dSs, ds =0, S = Shax

(srovnejte s rovnicemi (B.10) a (B.11])). Je vidét, Ze existuje kompletni analogie mezi entropii a lo-
garitmem poc¢tu mikrostavi. Boltzmann navrhl, Ze termodynamicka entropie a tento logaritmus
poc¢tu mikrostavi si jsou (az na konstantu timérnosti) rovny

S =kng. (3.12)

Konstanta imérnosti se dnes nazyva Boltzmannova konstanta, v soustavé SI méa hodnotu (viz také
s. B) k = 1,38-10723 J. K. Pokud dokaZeme spoéitat pocet mikrostavii pii danych hodnotach E,
V, N, muzeme tak spocitat entropii a z ni hodnoty riznych termodynamickych veli¢in

1 /08
7= (O_E) " (3.13a)
p_ (05
2 (av)m, (3.13)
1 oS

7 _ = ) Nl
= (ox),, (313¢)

Bohuzel, presny vypocet (2(E,V,N) je obvykle velice obtizny a da se provést jen pro nékteré
jednoduché systémy.

3.5 Kanonicky ensemble

Jde o soubor identickych systému, které si vyménuji energii s rezervoarem, ale celkovy pocet ¢astic
zustava konstantni. Uvazujme nésledujici model: soustava se sklada z L stejnych systému, které
si mohou spolu vyménovat energii; cela soustava je pfitom izolovana (je tedy prvkem mikrokano-
nického ensemble). Energie této celé soustavy je E. Jaka je pravdépodobnost, ze dany, ndhodné
zvoleny systém z této soustavy je v mikrostavu [ s energii E;?

Uvazujme nejprve pro jednoduchost 4 stejné (rozlisitelné) systémy, z nichz kazdy muZe nabyvat
hodnot energie 0, ¢, 2¢, 3¢, . . ., pricemz celkova energie vSech systému dohromady je 4¢. Na obr. @
jsou znéazornéné mozné konfigurace, které této podmince vyhovuji. Kazda prihradka tu odpovida
jednomu fyzikalnimu stavu, kazda kulicka odpovida fyzikalnimu systému. Konkrétné si tu mizeme
predstavit, Ze systémy jsou kvantové harmonické oscildtory. Na obrazku jsou téz uvedeny pocty
mikrostavi W, které vzniknou zdménou jednotlivych systémi. Je vidét, ze vice mikrostavi na-

vvvvvv

mikrostavi odpovida pfipadu, kdy se mnoho systému shroméazdi ve stejném stavu.
Podobné situace je zachycena i na obr. , kde uvazujeme 8 systémii sdilejicich celkovou energii
8¢ (tedy stejné jako v predchozim pripadé primérna energie jednoho systému je ¢).

Jaky je celkovy pocet realizaci v obecném piipadé? Je-li n; systému ve stavu 1, ny systému ve
stavu 2 atd., pak pocet realizaci W tohoto rozdéleni je
L!
W = , (3.14)

nilnaIng! ...yl ..

!Tento vztah se asto zapisuje ve tvaru S = kIn W, kde W pochézi z néméiny, Wahrscheinlichkeit = pravdépodob-
nost.
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E—=3¢ |EF=4¢ |E = b5¢ E—=3¢ |E=4e |EF=b¢

E=0 E—=¢ E = 2¢ E=0 E=c¢ E = 2¢
@
2 @ ® 2° | o
W=1 W =12
EF =3¢ |E=4¢ |E = be E =3¢ |EFE=4¢ |E=5¢
@ @
E=0 |E=¢ E = 2¢ E=0 E=¢ |E=2¢
®
@@ © ®o
W= 12 W =4

W—==6

Obr. 3.2: Mozné realizace soustavy slozené ze ¢ty systému s celkovou energii 4 s uvedenim
po¢tu mikrostavi (pfevzato z [3§])

kde L =), m je celkovy pocet vSech systémii. Citatel zlomku udéva podet permutact (potadi) L
systému, jmenovatel zlomku fika, Ze mezi témito permutacemi k novému mikrostavu nepovedou
zamény systému ve stejném stavu.

Jak bude vypadat rozlozeni systému mezi jednotlivé stavy, které bude mit nejvice realizaci? Je
ziejmé, Ze pocet realizaci W bude nejvétsi tehdy, kdyz ¢isla n; ve jmenovateli budou co nejmenst,
idealné pokud by se v kazdém stavu nachézel nanejvys jeden ze systémi. To vSak obecné nebude

mozné splnit, pokud trvame na zachovéni energie v celé soustavé, tedy na tom, Ze musi byt splnéna
podminka ), mE; = E, kde E je konstanta.

Naleznéme nyni rozdéleni

ny, Mo, M3y ..., Ny v ny

které bude mit pro L — oo nejvétsi pocet realizaci pfi pozadovaném splnéni podminek
> m=L Y mE=E. (3.15)
l !
Hledame tedy lokélni maximum funkce W. P¥i malé zméné rozdéleni n; o dn; tedy musi platit
oW =0, (3.16)
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E=6¢ |[E="T7e |E= 8¢ E=6¢ |[E="7e |E= 8¢ E=6e |[E=Te |E= 8¢
E =3¢ |E = 4e E:O58 E =3¢ |E=4e |E = 5¢ E =3¢ |E=4e |E = 5¢
E = E=¢ |E=2¢ E=0 |[FE=¢ |E=2¢ E=0 |F=¢ |F—2¢
— W=38 WOO42O : ;;01

E—=6¢ |E=Te |F— 8¢ E—=©6¢ |E=Te |EF= 8¢ E—6e |[FE=Te |E= 8¢
E =3¢ |E = 4¢ |E = 5¢ E =3¢ |E=4¢ |E = ¢ E =3¢ |F = 4e |E = be
E=0 |[F=¢ |E=2¢ EOO E=¢ |E=2¢ EOO E=¢ |F=2¢
. W = 420 — W01120 : — W—B?TG

Obr. 3.3: Nékolik moznych realizaci soustavy slozené z osmi systému s celkovou energii 8¢
s uvedenim poc¢tu mikrostavi. Dokézali byste najit dalsi? Je pfipad s nejvétsim moznym poctem
konfiguraci na tomto obrazku, nebo vypada jinak? (Pfevzato z [3§])

spolu s podminkami

d =0, > Edm=0. (3.17)
! !
Pozadavek (B.16)) lze preformulovat na pozadavek maxima logaritmu W, tedy
L!
— - — Nl =
dInW =0, J {ln (n1!n2!n3! o )} = ;5 [In (ny!)] = 0.
S vyuzitim Stirlingova vztahu platného pro velka ¢isla n > 1
Inn! ~ nlnn—n (3.18)

dostavame

In n; 5711 =0.
Sec¢teme-li tuto rovnici s rovnicemi (), vynésobenymi Lagrangeovymi multiplikdtory « a £,
ziskdme

Z (Inn; + a+ BE)) dn, = 0. (3.19)
!

Hlavni myslenka metody Lagrangeovych multiplikatort spociva v tom, Ze a¢ tato rovnice plati

pro libovolné koeficienty o a  pfi takovych variacich dnq,dns,...,0n,,..., které vyhovi vazeb-

nym podminkam, Ize najit konkrétni hodnoty o a (3, pfi nichz () plati pro jakékoli variace

ony,onsg,...,on;, ... To v8ak muze nastat pouze tehdy, kdyz vyraz v zavorce v rovnici () je

identicky roven nule, z ¢ehoz plyne pro rozdéleni s nejvétsim poctem realizaci

n; = e “e PE,
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Hodnoty konstant o a  pak vyplyvaji z podminek pro pocet systému v soustavé a pro celkovou
energii soustavy, tedy

e Z e PE = [, e Z Ee b= .
1

l

Relativni pocet systému ve stavu [ je pak pravdépodobnosti nalezeni nékterého systému v tomto

stavu .
B_ 2 eh 3.20
e, (3.20)

Z =) e (3.21)
l

P =

kde veli¢ina

se nazyva statistickd suma, nebo téz particni funkce kanonického ensemble. Jeji znalost jako funkce
parametru ( a dalsich parametrii systému (jako napf. V') nam umoziuje vypocitat fadu dilezitych
vlastnosti daného systému. V kapitole @ si ukazeme, jak v nékterych jednoduchych pripadech
parti¢ni funkci vypocitat a jak z ni ziskat informaci o termodynamickych veli¢inach systému.

3.6 Velky kanonicky (grandkanonicky) ensemble

Jde o soubor systémi, které si vyménuji s rezervoadrem energii i nerozliSitelné ¢astice. Ensemble
popiSeme pravdépodobnosti F; y toho, Ze je dany systém ve stavu [ s energii £ a nachazi se v ném
N c¢astic. Pro ziskéni intuitivni predstavy, jak se tato pravdépodobnost ziska, se muzeme podivat
na obr. @ Ten predstavuje ¢tyfi systémy, které si mohou vyménovat tii ¢astice a jejich celkova
energie je 2¢.

E=0 E=¢ E=2¢ E=0 FE=¢ E=2¢ E=0 E=¢ E=2¢
N=3 @ ’ N=3 ’ N=3 ’
. EmoamEs I
Nl‘ ’ Nl‘ © ’ Nl‘ ® | @ @ ’
N=0 @% ’ N=0|l ® g ’ N=0[ g ’
W1 W= 12 W 12

Obr. 3.4: Nékolik moznych realizaci soustavy slozené ze ¢tyt systémi s celkovou energii 2¢
a s celkovym poctem N = 3 Castic (prevzato z [3§])

P1i odvozovani budeme postupovat stejné jako v pripadé kanonického ensemblu s tim, Ze celkovy
pocet realizaci s n; y systémy ve stavu [ a [NV Casticemi je

L!

W = )
Hnl,N!
I,N

(3.22)

Opét predpokladame, ze celkovy pocet systémii je obrovsky (L — 00), a hledame lokalni maximum
In W, pricemz museji byt splnény podminky konstantniho poc¢tu systémi L, konstantni celkové
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energie F a konstantniho celkového poctu ¢éastic N, tedy
Z N =L, Z mnE = FE, Z mnN =N. (3.23)
I,N I,N ILLN

Podminka lokélnitho maxima In W pii splnéni podminek () vede k rovnicim

Zln nl,Nanl,N = 0, Z 5nl7N = O, Z El(5nl,N = 0, Z N(S?’LLN =0. (324)
I,N LN IL,N

LN

Vazany extrém funkce In W tak muzeme ziskat, pokud druhou, tfeti a ¢tvrtou rovnici vynasobime
Lagrangeovymi multiplikatory «, 5 a v a vSechny ¢tyfi rovnice se¢teme. Dostaneme tim vztah

> (nnyy + o+ BE +yN) ényy = 0. (3.25)
I,N

Opét vyuzijeme zakladni myslenku Lagrangeovych multiplikatort, podle které musi existovat ta-
kova volba koeficientu «, g a v tak, Ze rovnice () plati bez ohledu na volbu variaci dn; y. Tim
padem musi byt vyraz v zavorce roven nule a dostavame

Inn y =—a— BE —yN,
n N =exp(—a— [fE —yN).

Konkrétni hodnoty koeficienti «, 5 a v ziskdme z vazebnich podminek. Podobné jako u kanonického
ensemblu souvisi koeficient a s celkovym poctem systému

L=Y my=exp(—a)) exp(—BE —7N),
ILN

I,N
takze
exp(—a) = N :
>_exp (=L —yN)
I,N
Namisto koeficientu + se vétsinou pracuje se symbolem p = —v/f3, takze pocet systému n; y ve
stavu [ a s N casticemi bude I
ngn = —e PEHN), (3.26)
A
kde
Z(8,p) = 3 e (327)
LN

je takzvana grandkanonickd statistickd suma, nebo téz grandkanonickd particni funkce. Veli¢ina p
ma rozmér energie a nazyva se chemicky potencidl.

Zasadni vyznam mé pro nas pravdépodobnost toho, Ze libovolné vybrany systém z grandkanonic-
kého ensemblu najdeme ve stavu [ a s N ¢asticemi, kterou ziskdme jako relativni ¢etnost téchto
systému, tedy P,y = nyn/L. Dostavame tak

1
Pn= Ee_ﬁ(E’_“N), (3.28)

coz je grandkanonické rozdéleni. Z jeho znalosti pro konkrétni fyzikalni systémy bychom byli schop-
ni vypocitat stfedni hodnoty relevantnich fyzikalnich veli¢in. Casto nam vsak pro takovyto vypocet
bude stacit znalost grandkanonické parti¢ni funkce jako funkce 3, u a externich parametri, popi-
sujicich fyzikalni systém (napft. objem V', intenzita vné&jsiho elektrického pole).

90
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Zcela analogicky muZzeme postupovat, pokud si systémy vyménuji ¢astice nékolika druht. V tom
pripadé ziskdme pravdépodobnost toho, Ze soustava se bude nachézet ve stavu [ s Ny ¢asticemi
prvniho druhu, N, ¢asticemi druhého druhu atd., jako

1
Py N, = EemeﬁlemNr..», (3.29)

kde odpovidajici grandkanonické parti¢ni funkce

Z(B, s pizy ) =y e PEmmNmeNaT) (3.30)
1,N1,Na, ...
je funkci 8 a nékolika ruznych chemickych potenciala py, ps, . . . Grandkanonické rozdéleni a parti¢ni

funkce jsou zvlast uzite¢né pro stanoveni vlastnosti fermionového ¢i bosonového kondenzatu — tedy
napf. pro popis elektronového plynu ve vodi¢i nebo pro popis Boseho-Einsteinova kondenzatu
atomarniho plynu.
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Kapitola 4

Vlastnosti statistické sumy kanonického ensemblu

4.1 Statisticky integral

V predchozi kapitole jsme odvodili (viz rovnice (B.20) a (B.21)) vztah pro pravdépodobnost, ze se
systém popsany kanonickym rozdélenim nachézi ve stavu s energii F,, je

1
Pl = E e_BEla

Z = Ze’ﬁEl
1

je statistickd suma daného systému (nékdy téZ nazyvana ,partiéni funkce). Suma Z je funkci
vné&jsich parametr daného systému (napt. V) a parametru 3, ktery pii odvozovani rovnice (B8.20)
mél vyznam Lagrangeova multiplikdtoru s rozmérem reciproké energie. Dosti ¢asto dochézi k tomu,
ze u daného systému méa vétsi mnozstvi stavi stejnou hodnotu energie, tj. Ze tato energeticka
hladina je degenerovand. Pak byva mozné uvazovat pravdépodobnost toho, Ze systém ma urcitou
hodnotu energie a s¢itat pres energetické hladiny. Jestlize Ej. je energie k-té hladiny, ktera je stejna
pro g ortogonalnich stavi, pak pravdépodobnost toho, Ze systém mé takovouto hodnotu energie
je

kde veli¢ina

1
Pk = 2 gkeiﬁEk7 (41)

l

kde statistickd suma je

Cislo g; se nazyva degeneracni faktor.

Zatim jsme uvazovali kvantovy systém s diskrétnimi energetickymi hladinami, analogicky vsak
miizeme ziskat i pravdépodobnosti mikrostavi klasického systému; pravdépodobmnost, Ze sys-
tém s f stupni volnosti m& dynamické parametry v rozmezi (xq,%2,...,%f,D1,D2,...,Pf) aZ
(21 +day, x0 +dag, ..., xp +doy, pr + dp1,pa + dpa, ..., pr + dpy) je

1
P(zy,...,xp,p1,...,pp)dey ... dagdpy ... dpy = Eef’BH(“""’xf’pl’”"pf)dxl ..dzgdpy .. dpy, (4.3)

kde obdobou statistické sumy je statisticky integrdl

2= [ [ [ [ersmtemermenn)an, oy m
z1 pf

Tf P1

4.2 Statistickd suma pro systém sloZeny z neinteragujicich
podsystémii

Pokud muzeme zanedbat energii interakce, celkovéi energie takového systému je souctem energii

podsystémi

Em,m - Em + Enz
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4. VLASTNOSTI STATISTICKE SUMY KANONICKEHO ENSEMBLU

a tedy
7 = Z o B(Eni+Eny) Z e PEme Pl — 7,7, (4.5)

ni,n2 ni,n2

kde Z; a Z5 jsou statistické sumy jednotlivych systému. Pro N stejnych rozlisitelngjch neinteragu-
jicich systému (nap¥. N molekul idedlniho plynu) plati, Ze celkova statisticka suma Zy je

In =277, (4.6)

tj. N-tou mocninou statistické sumy jednoho systému.

4.3 Vztah mezi statistickou sumou a termodynamickymi
veli¢inami

U systému v tepelné rovnovaze s okolim fluktuuje jeho celkova energie (vnitini energie) kolem své
stfedni hodnoty, kterou mizeme vypocitat ze znalosti pravdépodobnostniho rozdéleni

_ 1 10 102 0
= = — _ﬁE" = ——— _BE" = —-—— = — —
E_EannEn_ZEn E,e 795 (e=7Fn) 735 aﬁ(an). (4.7)

To znamené, Ze ze znalosti statistické sumy jako funkce parametru § miZzeme pomérné snadno
vypocitat stfedni hodnotu energie tohoto systému aniz bychom museli provadét dalsi sumaci.

Podrobme nyni zkoumany systém zméné: pozménme mirné pravdépodobnosti P, i hodnoty exter-
nich parametri (pro konkrétnost objem V') a zjistéme, jak se zméni stfedni hodnota energie

dE =) E,dP,+ Y P,dE,. (4.8)

Zména hodnot energii jednotlivych stavi zavisi na zméné vnéjsich parametra jako

Ey
_ %5y

dE, = :
ov

Pro upravu prvniho ¢lenu na pravé strané rovnice (@) za¢néme s vyjadirenim diferencidlu vyrazu

S P,InP,
d (Z P, 1n Pn> = Z InP,dP, + Z dp,.

Protoze celkovy soucet pravdépodobnosti je konstantni, musi byt suma jejich zmén rovna nule,
>, dP, = 0; pro logaritmus pravdépodobnosti pak plati In P, = —InZ — SE,, takze

d (Z P,In Pn> =—ZY dP,— B> E.dP,=-3) E,dP,

Posledni vztah 1ze uplatnit v rovnici (@), je jesté vhodné vyraz rozsitit konstantou k. Vychézi

— 1 OE,
dE = —7d <k ; P,In Pn> - ; Py V.
Tento vztah lze porovnat s kombinovanym zakonem termodynamiky
dE =TdS — pdV. (4.9)
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4.4 VYPOCET STATISTICKE SUMY A TERMODYNAMICKYCH VELICIN V NEKTERYCH
JEDNODUCHYCH PRIPADECH

Toto srovnani napovida, Ze [ je nepiimo utmérné teploté, > P,InP, je tmérné entropii
a Y, P,FE,/0V odpovida zaporné vzatému tlaku (tedy tendenci reagovat na zmenseni objemu
zvétSenim energie). Podle volby konstanty k tak dostavame

1
S=-kY PP, (4.10b)
0FE,
— P,—. 4.1
> Pigy (4.10c)

Ve vztahu pro entropii mizeme vyjadrit pfislusné pravdépodobnosti a najit odpovidajici sumy,
takze entropie souvisi jednoduse se statistickou sumou

S =k(InZ +pE). (4.11)

Podobné jako stfedni hodnotu energie muzeme najit i jeji derivaci podle teploty, tedy tepelnou
kapacitu Cy - -
) ordp 1 8E 50
Oy = (5] =507 K6
orT opdT — kT2 08 8&2
Zv1asté jednoduchy vztah lze nalézt pro volnou energii ' = E—TS. Z rovnic (1.7), (1.10a) a (£.10b)
vyplyvéa, ze

(4.12)

Fe —%m z (4.13)

Protoze ze znalosti volné energie jako funkce teploty a objemu lze vypocitat tlak pomoci vztahu

p=- (8_F>T (4.14)

ov
odkud muzeme ziskat stavovou rovnici pro tlak ze statistické sumy jako
1 ([0lnZ
=— . 4.15
r=35(%7 )., (1.15)

4.4 Vypocet statistické sumy a termodynamickych velic¢in
v nékterych jednoduchych pripadech

4.4.1 Kvantova c¢astice v nekone¢né hluboké trirozmérné potencialové
jameé o objemu V

V podstaté se jedna o model idealniho plynu. Pro energii takovéto castice plati podle zobecnéni
jednorozmeérného pripadu z ¢asti

2
i mh? (n? n n, n n?
Mg My, My DY To 5
ewtE e o9m \a?2 b2 2 )]

kde a, b a ¢ jsou rozméry potencidlové jamy, jeji objem V = abc. Statistickd suma je pak

7= 5 S oo [ (e )] =

ng=1ny=1n.=1

0 2h2 i > 2h2 o 2h2 z
= [ZeXp <_ﬁn2m %)] ' ZexP( 5 om b2) ' [Z:leXp <_”Bn2m 72_2)] '

Ny=1 ny=1 Ny=
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4. VLASTNOSTI STATISTICKE SUMY KANONICKEHO ENSEMBLU

Pro dostatecné vysoké teploty kT > n2h?/(2mV?/?) — coZ napf. pro vodik v objemu 1 mm? znamena
T > 1pK, tedy pro jakékoliv realistické teploty — lze s dostatecnou pfesnosti nahradit sumaci

integralem
= m2h? n? r n2h? n? 1 [2nm a
_ Tz} o — Tz ) dqn = =, /20 2
ZGXP( BQm a2) /exp( BQm a2> "o g mh
0

ny=1

Podobnym zptisobem lze vyjadrit i statistické sumy pres zbyvajici prostorové proménné, celkova
tf¥irozmérné statistickd suma pro jednu c¢astici pak vychéazi

1 omm \ ¥/ 1 /2mm\ >
() E)

Z tohoto vyrazu pak ziskame statistickou sumu pro N neinteragujicich ¢astic (idealni plyn) umoc-
nénim na N. Stfedni hodnotu energie tohoto plynu pak vyjadiime pomoci rovnice (@) Protoze
InZ = —%N In 8 + In konst., dostavame

0 3.1 3
E=——WInZ =-N=-=_-NkT 4.1

coz je znamy vysledek kinetické teorie plyni. Vzhledem k objemu se logaritmus statistické sumy
chova jako InZ = N1InV + konst., takZe po dosazeni do () ziskdme stavovou rovnici

1 (0mZ\ 1N Nk
p:_<3n ) _ N NMT (4.18)
8 .

ov gV V

coz také odpovida dobtfe zndmému vysledku kinetické teorie.

4.4.2 Klasicka ¢éastice v objemu V

Zkoumejme nyni stejny systém z pohledu klasické fyziky, kdy statistickou sumu budeme pocitat
integraci pres fazovy prostor. Hamiltonian jedné ¢astice lze zapsat ve tvaru

P:+ P+ P

H (2,Y, 2, Dy Dy, Pz) = 5

Oznacime-li symbolicky d*r = dzdydz a d*p = dp,dp,dp., statisticky integral spo¢itame jako

© oo oo a b

zhi//////exp —BH (2,y, 2, pa, py, p:)] EPpdPr =

—oc0o—oc0o—00 0 0 O

SUINIITEIES S

—oc0o—o0o—0co 0 0 O

o

b

1
:F e depx/e_ﬁl’mdp / ’B2mdp /dx/dy/dz-

—00 0 0
2rm  [2mm  [2mm 1 /2mm 3/2
_ ¢ gnggczr) v (4.19)

coz je stejny V}’fsledek, jako kvantove—mechanlcky vztah () v limité vysokych teplot. Pozname-
nejme, ze Planckova konstanta ma v klasickém vyrazu vyznam jednotky fazového objemu. V princi-
pu hraje roli faktoru, ktery zajistuje, ze statisticka suma bude bezrozmérné ¢islo a v klasické fyzice
by tento faktor mohl byt jakykoliv s rozmérem délka krat hybnost. Volba jeho ¢iselné hodnoty by
méla za nasledek pouze volbu nulové hladiny pro pocitani entropie a nékterych termodynamickych
potencialiu. Pfi polozeni tohoto faktoru rovnym Planckové konstanté dostaneme korespondenci
s odpovidajicimi veli¢inami poc¢itanymi na zakladé kvantové fyziky.
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4.5 GIBBSUV PARADOX A STATISTICKA SUMA PRO NEROZLISITELNE CASTICE

4.5 Gibbstv paradox a statistickda suma pro nerozlisitelné
Castice

Vypoctéme statistickou sumu a z ni pak entropii pro idedlni plyn sloZzeny z N rozlisitelnych ¢astic.
Vyjdéme ze vztahu (1.6) pro N-¢asticovou statistickou sumu, ze vztahu (.11)) pro vypocet entropie
ze statistické sumy a ze vztahu () pro ¢astici v objemu V. Dostaneme tak

1 /2nm)\*N/? 3N 1 /2mm\ > 3

kde druhy ¢len v zavorce odpovida vnitini energii podle vztahu ({.17).

Y

Predpokladejme nyni, Ze mame dvé nadoby, kazdou o objemu V' a v kazdé je stejny pocet N
takovychto ¢astic. Systém slozeny z téchto dvou podsystému by mél mit entropii danou jako soucet
dil¢ich entropii (entropie je extenzivni veli¢ina). Dostaneme tak pro tento slozeny systém

1 /2mm\*? 3

So=2Nk |In| — (| — 1% =

2 [H <h3 ( 3 ) + 5

Na tento slozeny systém se ale miizeme divat také tak, ze se jedné o 2N ¢astic v objemu 2V a jeho
entropie by tedy méla byt

, 1 [/2nm\*? 3

1 [ 2mm\*/? 3

=2Nk |In| = ( — % In2+ -

[ n ( % ( 3 ) +In2+ 5

Oba vyrazy se od sebe lisi o ¢len 2Nk In2 = 2nR1n 2, kde R = kNj je univerzalni plynova konstanta,
Ny je Avogadrova konstanta a n je pocet molu. Fyzikalné by to mohlo znamenat to, ze pokud
bychom méli nddobu s prepazkou, kterd od sebe oddéluje dvé stejné velkd mnozstvi plynu ve stejné
velkych objemech, prosté odstranéni prepazky (které nic nezméni na fyzikalnich vlastnostech plynu)

by vedlo ke zvysSeni entropie o uvedenou hodnotu. Tomuto podivnému vysledku se fika Gibbstv
paradoz.

= S+ 2NkIn2. (4.20)

Reseni Gibbsova paradoxu je zalozeno na pocitani statistické sumy pro nerozlisitelné castice. Pti
s¢éitani pres vSechny stavy mohlo nastat, Ze napft. ¢astice 1 byla ve stavu a, ¢astice 2 ve stavu b,
ale také mohlo nastat, Ze ¢astice 1 byla ve stavu b a ¢astice 2 ve stavu a. Tyto dva pripady byly
zapocitany jako dva rizné stavy slozeného systému. Pokud jsou ale ¢astice navzajem nerozlisitel-
né, obé uvedené situace odpovidaji jedinému stavu, ktery je tfeba zapocitat do statistické sumy
pouze jedinkrat. Za predpokladu, ze je jen velmi mal& pravdépodobnost toho, Zze by se dvé ¢asti-
ce nachézely ve stejném stavu, lze statistickou sumu pro systém slozeny ze dvou nerozlisitelnych
neinteragujicich ¢astic pocitat jako
1
Zy = 5212

na rozdil od vztahu ([.6), kde vymeéna dvou astic vede k novému mikrostavu slozeného systému.
Pro N ¢&astic je tfeba kompenzovat vSech N! permutaci, které lze provést mezi ¢asticemi, aniz by
se systém dostal do jiného mikrostavu. Statistickd suma pak ma tvar

1
In = me\’. (4.21)
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4. VLASTNOSTI STATISTICKE SUMY KANONICKEHO ENSEMBLU

Je tfeba zde zduraznit, Ze tento vztah je spravny pouze v piipadé, ze muZzeme zanedbat situace,
kdy se nékolik ¢astic nachazi v témze stavu — tedy pro dostatecné ridké systémy pii dostatecné
vysoké teploté. Pokud tato podminka neni splnéna, je nutno se s nerozlisitelnosti ¢astic vyporadat
zcela jinym zpusobem a velkou roli hraje kvantova podstata ¢astic: jinak se chovaji bosony (¢astice
s celociselnym spinem) a jinak fermiony (s polo¢iselnym spinem), pro které plati Pauliho vyluc¢ovaci
princip. Statistiku téchto ¢astic budeme studovat pozdéji.

Dosadime-li vyraz () do vztahu pro entropii idealniho plynu, dostaneme

1 2\ /2 N 3

Pro velké hodnoty N lze pro logaritmus N! pouzit Stirlingidv vztah

InN!'~ NInN—N,
takze mizeme psat

1 /2mm\*? 3 1 /2zm\? V) 5

Pro dva stejné systémy, kazdy s N ¢asticemi v objemu V' pak dostaneme celkovou entropii

1 /2nm\*? Vv 5
SQ_sz[1n<ﬁ( 5) ¥ *5

Pokud bychom nyni uvazovali spojeny systém s 2N ¢asticemi v objemu 2V, dostali bychom jeho

entropii ve tvaru
1 /2nm\*?2V\ 5 1 /2zm\*2 v\ 5
! = 2Nk |In [ — )42 =Nk || = (222) =) 42
% [n<h3(ﬁ) 2N>+2 [n(}ﬁ(ﬁ) ~N) T2

V tomto pripadé tedy dospéjeme ke stejnému vysledku pro oba pohledy na kombinovany systém.

- SQ.

4.6 Maxwellovo rozdéleni rychlosti

Pomoci statistického integréalu () lze vyjadrit pravdépodobnost, Ze se ¢astice o hmotnosti m, na
kterou nepiisobi kromé stén nadoby jiné sily, bude nachéazet v okoli urcitého bodu fazového objemu.
V klasickém pifpadé nezapoéitavame ,kvantovani fazového prostoru (vynechame souéinitel 1/h3).
Mizeme psat

€xp _6H T,Y, 2, Px;Py; Pz
P(m7yyz7pxapyvpz) dgrd3p - [ ( 7 Y )]d3rd3p =
_l 1 3/26X _(pi_{—pz—i_pz) d3rd3
-V \2mmkT p 2mkT P

Ptejdeme-li od hybnosti k rychlostem podle vztaht p, = muv, atd., ziskavame Mazwellovo rozdélent
rychlosti (nékdy také Mazwelliv zdkon rozdéleni rychlosti nebo zkracené Mazwellovo rozdélent)

1 3/2 v+ 02+ 02
P(m,y,z,vx,vy,vz) dgrd?)v = 15 ( m ) exXp [—m( Y )

— 3rddv: 4.22
vV \onkT 2%T drd’v; (4.22)
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4.7 IDEALNI PLYN V HOMOGENNIM GRAVITACNIM POLI

kazda slozka rychlosti ma tedy gaussovské rozdéleni s polositkou o, = /kT'/m. Casto se uvadi hus-
tota pravdépodobnosti rozdéleni velikosti rychlosti. Po integraci pres uvazovany objem ([ [ [ d3r =
= V) a zavedenim velikosti rychlosti v ve ziejmé analogii ke sférickym souradnicim dospéjeme ke
zndmému vyjadient

2

m \3/2 , muv
P (v)dv =4n <27ckT) v exp {_ﬁ} dv (4.23)

uvadénému v fadé ucebnich texti pro zékladni vysokoskolsky kurz (napt. [19, 21, 22|).

4.7 Idealni plyn v homogennim gravitaé¢nim poli

Uvazujme nyni podobnou situaci, avSak souc¢asti hamiltonianu bude i potencialni energie; pohyb
Castice bude omezen na nekonecné vysoky valec s podstavou A a tedy

_ pi D+

H(x7y727pr7py7pz) - om —l—mgz.

Pro statistickou sumu pak plati

Z:/"'/exp [_6H<xayvzapxapyvpz)] dgrdgp‘

Protoze [ [dxdy = A a integral pfes slozky hybnosti je stejny jako pfi odvozeni (), vychazi

32 % 3/2
Z = (27‘t_m> A/exp [—Pmgz]dz = (2Tcm) A (4.24)
0

B B pmyg’

z niz lze spocitat zavislost energie na teploté, najit stavovou rovnici atd. (pfi¢emz vnéjsimi para-
metry jsou nyni A a g). Hustota pravdépodobnosti nalezeni ¢astice s dynamickymi proménnymi
v okoli fazového bodu (z,y, 2, ps, Py, D) je

P(l”%zapmpy?pz) =

1 mg p:ﬁ + p; + pg mgz
2mkT kKT )

exp —
(2nmkT)** AKT

Po integraci pres hybnosti ziskdme hustotu pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v urcitém misté
o souradnici z

mg e—Bmgz .

Z) =
pro hustotu ¢astic pak o(z) = NP(z), ke N je celkovy pocet ¢astic ve valci. S pomoci stavové
rovnice pro idealni plyn ( ziskdme zavislost tlaku na vysce z

N
p(z) = NP(Z)kT = #e—ﬁmgz — p(o)e—ﬁmgz

oznacovanou nékdy jako barometrickd rovnice nebo barometrickd formule. Tlak p(0) je dan cel-
kovou tihou ¢astic ve vélci a plochou jeho podstavy. Ziskanéa zavislost neuvazuje pokles teploty
s nadmotskou vyskou, ktery lze v mirném zemépisném péasu v troposfére povazovat za konstantni
asi do 11km nad hladinou moie a odpovida zméné —6,5 mK-m~!, barometricky vzorec je proto
pouzitelnym pfiblizenim do nadmotské vysky asi 5000 m (viz napt. [9, B6]).
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4. VLASTNOSTI STATISTICKE SUMY KANONICKEHO ENSEMBLU

4.8 Harmonicky oscilator
Pro energii n-tého stavu harmonického oscilatoru s frekvenci w podle () platl

(o 1) a2

a pro statistickou sumu pak

_ Bhw

7 =3 e tels) oy ey = L ! . (4.26)
0 0

- _ o—Bhw
I-e 2 sinh (@)

Tento vztah vyuZijeme k vypoc¢tu tepelné kapacity harmonického oscilatoru; z rovnic (@) a (4.12)

dostaneme
—  hw hw
E = 7 COth (%_T) s (427&)
( i )2
C, = 2K/ (4.27b)

e .
Sinh2 (%_T)

Pii diskusi chovéani pii riznych teplotach se nékdy zavadi tzv. vibracni teplota Ty, = hw/k. Vyraz
pro C,, je zajimavy ve dvou limitnich p¥ipadech: pro vysoké teploty T' > T;, dostaneme C,, — k, coz
je 1 hodnota, kterou bychom ziskali pro klasicky harmonicky oscilator. Pro nizké teploty T" < Tyip
tepelna kapacita klesa exponencialné k nule, C,, — 0. Einstein timto zpusobem vysvétloval pokles
tepelné kapacity krystali s klesajici teplotou: krystal z N atomu si lze predstavit jako soustavu
3N harmonickych oscilatori. Pri dostateé¢né vysokych teplotach maji krystaly tepelnou kapacitu
nezavislou na teploté 3Nk, coz je tzv. Dulonguv-Petitiv zdkon. Pri klesajicich teplotach zacne
klesat i tepelna kapacita krystalii; ve skutecnosti vSak ne tak prudce, jak by vyplyvalo z Einsteinova
modelu, pro nizké teploty plati Cyjystal ¢ T2, Tato nepresnost souvisi s tim, ze Einsteiniv model
uvazuje frekvence vSech oscilatort, stejné to vSsak neodpovida skutecnosti. Dodejme, ze typicka
vibra¢ni teplota napf. u plyni ma hodnoty Fadové v tisicich kelvint (viz také ¢ast )

4.9 Kvantovy rotator

Prozkoumejme nyni vlastnosti rotujici ¢astice s nenulovym momentem hybnosti L a nenulovym
momentem setrvacnosti J. Mize jit naptiklad o rotujici dvouatomovou molekulu nebo podobny
systém. Nejprve odvodime statistickou sumu pro systém tvofeny jedinou molekulou. Pro hamilto-
nian rotac¢niho pohybu miizeme pséat

H L* I(l+1)R?

rot — ﬂ - T7

kde kvantové ¢islo L = 0,1,2,... odpovidd kvantovani momentu hybnosti. Kazdy takovy ener-
geticky stav je degenerovan, vyskytuje se 2] + 1 krat, jednotlivé stavy se stejnou energii se lisi
magnetickym kvantovym ¢éislem m = —I, -+ 1,...,—1,0,1,...,1 — 1,1, takZe jednocasticova ro-
tacéni statistickd suma vychazi

Zirot = Z (20 + 1) exp [_ﬁl(l%{;)h?] :

=0

Misto tohoto vztahu pro energii oscilatoru se ¢asto pracuje se vztahem bez energie zékladniho stavu, F,, = nhw.
Stfedni hodnota energie je pak o fuww/2 nizsi nez (a). Na vztahu pro tepelnou kapacitu to ovSem nic neméni.
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/.10 DVOUATOMOVY PLYN

Setkavame s fadou, ktera neni analyticky FeSitelna, muzeme ji secist jen numericky nebo v limité
nizkych ¢ vysokych teplot. Oblast nizkych a vysokych teplot je dana argumentem exponencialni
funkce . Je-li argument roven jedné, dostavame charakteristickou teplotu, pfi niz je tepelna energie
rovna rota¢ni energii h?/(2J) ~ kT. MuZeme tak zavést tzv. rotacni teplotu vztah

hQ
Tro = 537
© kT
Typické hodnoty T, jsou nizké — napt. pro Ny (dusik) 3 K, pro Hy (vodik) 85 K. Nyni se pokusime
seCist Fadu pro parti¢ni sumu alespon v limité nizkych a vysokych teplot.

Pro T' < T, ¢leny tady s rostoucim [ prudce klesaji, stac¢i vzit v ivahu pouze prvni dva c¢leny,

proto
h? 2T,
Zirot = 14 3exp (_627) =14 3exp <— Tt)'

Podle vztahii (1.7), (1.13), (1.11)) a (1.19) pak mizeme dopocitat termodynamické veli¢iny systému
N rotatori, napf.

L 2T
Frow = _Eln (ZN,) = —NkTn {1 1 3exp (_ - t)] |
= 0 0 dT 0 2T,
B = =55 (2] = =gp1n (Ziee) g5 = N 57 {ln {1 e (_ T tﬂ } B

( 2T‘rot )
eXp | ———
— 6N kTrOt T

2jjl"ot
1+ 3exp (—T)

2Tr0
~ 6NEkT,o exp (— s t) .

Pro vysoké teploty 1" > T, coz u plyni odpovidd béznym pokojovym teplotdm, je obsazeno
mnoho stavi s velkym [ a sumu nahradime integraci

r BI(L+1) 12 202 2PkT T
Zioe [ 2exp |[-ZE T g = 2 -
frot / leXp{ 7 | YTt TR T,

a dopoc¢itame termodynamické veli¢iny

Frot = Ly (Z{t) = —NkT'In ( ! ) :
rot

s
0 0 d 0 T
FBot=——=—In(ZN,) = ——=In(Z,) — = NkT?*— |1 = NkT
rot 5’5 Il( lrot) aT 1’1( 1r0t) dﬁ k (9T |:Il <Trot)] k )
- Erot_Frot o T
o= BT [ ()],

Situace je obdobné jako u oscildtoru. Do rota¢ni teploty neni systém schopen absorbovat teplo,
jeho stupné volnosti jsou ,zamrzlé“. Nad rotacni teplotou prispivé k tepelné kapacité kazdy rotator
hodnotou Boltzmannovy konstanty. U dvouatomarnich molekul jsou rota¢ni teploty podstatné nizsi
nez vibra¢ni. P¥i postupném zahiivani plynu se nejprve uvolni rotacni stupné volnosti a teprve
pozdéji vibra¢ni stupné volnosti.

4.10 Dvouatomovy plyn

Uvazujme nyni systém slozeny z N dvouatomovych molekul s rozlisitelnymi atomy (jinak bychom
museli vzit v ivahu symetrii vinovych funkci); toto pfiblizeni je vyhovujici pro (polo)klasicky popis
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chovéni a vlastnosti plyni. Energie (resp. hamiltonian) jedné molekuly bude slozena z translaéni
energie, vibraéni energie, rota¢ni energie a energie dalsich (napfiklad jadernych) stupi volnosti.
Statistickd suma pro jednu molekulu bude sou¢inem statistickych sum jednotlivych stupnt volnosti
a termodynamické veli¢iny budou souc¢tem odpovidajicich ¢lenti, 1ze proto psét

H:Htr+Hrot+Hvib+Hjad+"' )
Zy = Z exp [—f (Hi + Hyot + Hyib + Hipa + - - )] = Z16: Z1x0t Z1vib -

Celkova statistickd suma pro N ¢astic potom bude
N 7N N
Z = thrzlrotzlvib e
Zakladni termodynamické veli¢iny jsou podle své definice aditivni a bude pro né platit

F:_lenZ:-Ftr—i_Frot—i_Fvib—i_F}ad_'—"'7

_ omz —
E= k"= =By + B+ Bun + Bua + -
E—-F
S:T:Str+8rot+5vib+5jad+"'7
OFE
CV = _8T = Ctr+Crot +Cvib+cjad+

Zkoumejme nyni prispévek jednotlivych stupiiii volnosti k tepelné kapacité. Transla¢ni stupné
volnosti prispivaji k vnitini energii a tepelné kapacité podle vztahu (), coz dava
— 3 OE 3
Ei,, = =NEKT, Cy = — = =Nk.
T2 VTar 2
Vidime, Ze translacni stupné volnosti prispivaji k mérné tepelné kapacité plynu tak, Ze tepelna
kapacita vztaZena na pocet Castic je konstantni a rovna 3k/2.

Piispévek vibra¢nich stupiii volnosti je popsén rovnici (#.27) Pii nizkych teplotach je vnitini
energie dana nulovymi kmity E., ~ Nhw/2, pii vysokych teplotach je linearni funkci teploty.
K prechodu mezi obéma pribéhy dochazi v okoli vibrac¢ni teploty 7Ti;,. Pfi nizkych teplotach
vibra¢ni stupné volnosti neptispivaji k mérnému teplu, pii vysokych teplotach piispivaji vibrac¢ni
stupné volnosti k mérnému teplu konstantni hodnotou. Provedeme-li limity malych a velkych teplot,
dostaneme:

Nhw/2 proT < Ty 0  proT < Tup
Evib ~ vib ~

NET pro T'> T, Nk proT > Ty,
Kazdy vibra¢ni stupen volnosti pridava pii vysokych teplotach k tepelné kapacité plynu hodno-
tu k, Boltzmannovu konstantu tak miizeme interpretovat jako tepelnou kapacitu jedné vibrujici

molekuly.

Pro rota¢ni stupné volnosti nezname analyticky pribéh vnitini energie a tepelné kapacity pfi
konstantnim objemu. Umime ale odhadnout jejich hodnoty v limité nizkych a vysokych teplot
vzhledem k rota¢ni teploté T (viz ¢ast @)

2T
6N KTos exp (_ 2 t) proT <l . {o pro T < Tiey
rot ™~

NET pro T > T, Nk pro T'> Tro

~
rot ™~

Vidime, Ze rota¢ni stavy pfispivaji k mérnému teplu stejnym zpiisobem jako vibra¢ni stavy, pri-
spévek se projevi pii teplotach vyssich nez je rotacni teplota T;.. Na obr. vidime zavislost Cy
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Obr. 4.1: Zavislost Cy /(Nk)
na teploté pro dvouatomovy vodikovy plyn. Protoze rota¢ni a vibra¢ni pohyb vyzaduji urcitou
minimalni energii, uplatiuje se pri nizkych teplotach pouze posuvny pohyb. S rostouci teplotou
zacinaji molekuly nejprve rotovat a pii dostate¢nych teplotach také kmitat (prekresleno
podle [19]). Teplotni 8kéla je logaritmické, aby bylo mozné pokryt vétsi rozsah teplot

na teploté pro dvouatomovy vodikovy plyn H,. P¥i nizkych teplotach pod 80 K se uplatiiuje pouze
transla¢ni pohyb molekul a proto Cy/(Nk) = 3/2. U rotaci a vibraci se uplatiuji kvantové efekty
a energie odpovidajici témto stupniim volnosti nemitize byt libovolné malé, proto pti nizkych tep-
lotdch nemaji molekuly dostatek energie k tomu, aby mohly rotovat nebo kmitat od sebe a k sobé
okolo urcité rovnovazné polohy. S rostouci teplotou za¢in& nejprve nékolik, pozdéji stale vice a vice
molekul rotovat, az nakonec rotuji prakticky vSechny a Cy /(Nk) = 5/2. Pfi teplotach nad 1000 K
pribyva kmitajicich molekul, az nakonec kmitaji témét vSechny a Cy /(Nk) — 7/2. Graf kon¢i okolo
teploty 3200 K, pti niz atomu kmitaji natolik, Zze se od sebe otrhnou — dojde k disociaci molekul
H; na jednotlivé atomy H.

4.11 Paramagnetismus

Zajimavou aplikaci kanonického rozdéleni je popis paramagnetického chovani latek. Atomy rady
latek maji vlastni magneticky moment p. Umistime-li takovou latku do vnéjstho magnetického pole
H ., snazi se dipoly orientovat ve sméru tohoto pole, aby energie dipélu —p + H byla minimalni.
Na druhou stranu tepelny pohyb atomi toto uspofadani narusuje, takze pro vysoké teploty je
orientace dipoli nahodila a vysledny magneticky moment je nulovy. Pii konecné teploté bude
vysledny magneticky moment nékde mezi nulovou a maximalni hodnotou, kterd odpovida orientaci
vSech dipolovych momenti v jednom sméru.

Jako model pro popis tohoto jevu uvazujme systém N magnetickych dipdli jejichz posuvny pohyb
a vzajemnou interakci mizeme zanedbat (to plati pomérné dobie pro pevné latky, u kapalin a plynt
v8ak muzeme magnetické vlastnosti povazovat nezavislé na translaénim pohybu). Celkova energie
systému v magnetickém poli o intenzité H bude

N

E:—Zy,i-H.

=1
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Bude-li mit vektor H smér osy z, potom pii pouziti obvyklych thlovych souradnic lze psat p,- H =
= pH, = pH cos ;. Statisticky integral pro jeden dipélovy moment bude

2T T T
4
7 = //exp [BuH cos ] sin¥dddy = 2Tc/exp [BuH cos ] sindd = 5 T;_[ sinh (BuH) .
00 0 s
Pro cely systém N castic pak bude vysledny statisticky integrél
7= 2V = | o (BuH) ) (4.28)
T T | B S '
Pomoci vztahu pro stfedni energii systému (@) vypocéteme
— 0 0 { 4
F=——InZ =—-N—In sinh B,UH}:
95 95" | Gurr " 1)
47 1 1
=—-N —CoshﬁH——sinhﬁH}:—NH{cothBH——.
N 5 cosh (Gu) = 5 sinh (B = =N |corh () = 5
BuH
(4.29)
Protoze E = —NTizH, pro stfedni hodnotu dipolového momentu a pro slozku celkového dipolového
momentu ve sméru vnéjsiho pole plati
1
I, = th (buH) — ——| , 4.30
i u{co (BuH) ﬁuH] (4.30)
S 1
M, = Np,=Nu [coth (BuH) — —] = NuL (fuH), (4.31)
BuH
kde funkce .
L(z) = [coth (x) — —} (4.32)
x

. s . P « , o o p,H P .
se nazyva Langevinovou funkci a proménna x = fuH = 7. Zavislost L(x) je vykreslena na obr.
a pro jeji MacLaurintiv rozvoj v okoli 0 plati (ovéFeni pfenechavame Gtenaii)

r
L(z) ~ T + -
Cy
L(z) ! NE
e [ A
0,8 0,8 1
0,6 0,6 1
0,4 0,4 +
0,2 0,2 -
0 0
0o 2 4 6 8 10 0o 2 4 6 8 10
r = fpH r = fuH
Obr. 4.2: Grafické znézornéni Langevinovy Obr. 4.3: Grafické znazornéni zavislosti
funkce L(z) definované rovnici (4.32) Cy(x) definované rovnici (4.34)
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Z grafu i MacLaurinova rozvoje vidime, Ze pro b&zné teploty roste celkovy dipélovy moment M,
s teplotou linedrné. Vzhledem k tomu, ze atomové dipélové momenty maji radové velkost Bohrova
magnetonu pup = 9,27-1072* J.-T~L, bude pii pokojové teploté z < 1 i pro silna vnéjsi magneticka
pole. Naopak pro nizké teploty 7' — 0K, kdy = > 1, dochazi ke stavu nasyceni, pii kterém L(x) ~ 1
a vSechny atomové diplolové momenty jsou orientovany ve sméru H. Pro bézné teploty priblizné
plati linearni zavislost

kde konstanta amérnosti odpovida (magnetické) susceptibilite

. OM., Np* C
o = S = T T T (4.33)

tuto zavislost susceptibility na teploté nazyvame Curieiv zdkon.

Ze vztahu pro celkovou energii (#.29) miZeme odvodit tepelnou kapacitu systému v konstantnim
magnetickém poli

OF dL(x) Oz
p— —_— _ — H —_—
Cr (8T)H P74 ar
k v
=Nk(1- . 4.34
( sinh? x) ( )

Funkéni zavislost je zndzornéna na obr. @ Pro vysoké teploty = — 0 je tedy nejenom E ~ 0, ale
také C'y se blizi k nule, coz je typické pro systémy, jejichZ energie je shora ohrani¢end a nemuze
byt libovolné velika. Pro T" — oo (tj. * — 0) energie nikdy nemiize piesdhnout nulovou hodnotu
a systém proto nemiize prijmout dalsi energii, musi proto limr ., Cyg = 0. Proto pifi béznych
teplotach magnetické dipoly nijak vyznamné neptispivaji k tepelné kapacité paramagnetickych
latek.

4.12 Fluktuace

Fluktuacemi obecné rozumime odchylky hodnot fyzikéalnich veli¢in od jejich rovnovaznych stfednich
hodnot. Existence fluktuaci termodynamickych makroskopickych veli¢in vyplyva z jejich statistické
povahy, u systému slozenych z mnoha ¢astic jsou pozorované fluktuace obvykle velmi malé. Fluk-
tuacemi je také podminéna fada jeva — napf. fluktuace elektrického proudu jsou pfi¢inou prakticky
neodstranitelnych Sumu v radiotechnickych zafizenich, fluktuace omezuji citlivost méricich pfistro-
ju apod.
Kvantitativné popisujeme fluktuace nejcastéji tzv. kvadratickou fluktuaci uvazované fyzikalni veli-
¢iny L

(ALY = (L-T)' =12 - (I)", (4.35)
kterd je vzdy nezaporna. Nulové hodnoty dosahuje pouze tehdy, pokud po celou dobu méreni
L = L, naopak kazda odchylka od stfedni hodnoty pfispiva k hodnoté kvadratické fluktuace.

K posouzeni relativni chyby zavadime relativni fluktuaci uvazované fyzikalni veli¢iny L

Var?

L

L =

Je-li 6;, < 1, nabyva fyzikalni veli¢ina hodnot natolik blizkych k L, Ze se zaménou téchto hodnot
za stfedni hodnotu prakticky nedopoustime zadné chyby.
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Jako priklad studujme fluktuace vnit¥ni energie systému popsaném kanonickym rozdélenim. Jiz
jsme odvodili vztah pro stfedni hodnotu energie (@) Podobné dostaneme

2 _ . 2_3}3"_162 _B8E, _1822

n

Dosazenim do (4.35) vychézi

2 2 2 ¥al

TN Ay A N

Zop2  z2\0p 042 op
Protoze . . .
Cnr = (0_13) _9E 96 _ 1 OF
Y \ar), a8 ar kT* 98’

lze také psat (AE’)2 = kT?Cy. Pro relativni fluktuaci energie kanonického ensemblu pak plati

KT2CYy
Sy = V.
B E

Napf. pro jednoatomovy idealni plyn mame E = 3NkT/2, Cy = 3Nk/2, takze

(AE)® = gNkZTQ,
2
0p =/ ==.
PV 3N

Pro jeden mol &astic, tj. pro N ~ 10% vychazi dg ~ 107'2, takZe fluktuace energie jsou prakticky
neméfitelné. Tento zavér je specidlnim pripadem obecného pravidla, ze relativni fluktuace aditivni
fyzikédlni veli¢iny systému skladajicitho se z N nezévislych ¢astic je neprimo tmérna v/ N.

Ze vztahu (@) pro pravdépodobnost toho, Ze systém popsany kanonickym rozdélenim nalezneme
ve stavu s energii F lze odvodit jesté jeden dilezity zévér (podrobnéji viz napi. [18]) tykajici se
nejpravdépodobnéjsi hodnoty energie. ProtoZe degenerace stavii (nebo hustota stavi u spojitého
intervalu energii) roste s E a Boltzmanniiv sou¢initel e #* naopak s rostouci energif kles4, musf mit
pravdépodobnost nalezeni kanonického systému ve stavu s energii E pro ur¢itou hodnotu maximum,
které pro velké mnozstvi ¢astic N odpovida stfedni energii E. Tomu pak odpovida i mala relativni
fluktuace energie okolo této hodnoty.
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Kapitola 5

Statisticka rozdéleni, bosony a fermiony

V této kapitole prostudujeme nékteré zakladni vlastnosti idealnich systémii totoznych ¢astic, sloze-
nych z fermiont a bosont, které se nékdy oznacuji jako idedlni fermionovy nebo bosonovy plyn. Jak
lze predpokladat, vlastnosti obou plynu zaviseji vyrazné na teploté, zaméfime se na jejich chovani
pii nizkych i relativné vysokych teplotach.

5.1 Planckiv vyzarovaci zakon

Prikladem bosont jsou i fotony, modelem ,fotonového plynu“, jak uvidime, lze popsat zakony
zéfeni ¢erného télesa. Hledejme mnozstvi energie F(w)dw elektromagnetického zafeni v dutiné
o objemu V', které za tepelné rovnovahy pii teploté T piipadéa na interval frekvenci (w,w + dw).
Zatreni v dutiné mizeme povazovat za superpozici stojatych vin. Kazda takovato vina se chova
jako (kvantovy) harmonicky oscilator. Pokud nebudeme uvazovat energii zakladniho stavu (energii
vakua, kterou fyzikalné nedetekujeme), pfipada na kazdy takovyto oscilator stfedni energie

E(w,T)= hfw (5.1)

eft — 1

Piipomenme, Ze pro energii jednoho fotonu (kvanta zareni) plati ¢ = fw = pc, kde p je hybnost
fotonu a c rychlost svétla ve vakuu.

5.1.1 Hustota moédua

Fotony jsou castice elektromagnetické interakce Sitici se rychlosti svétla. Jejich zdkladni charakte-
ristiky jsou spin s = 1, chemicky potencial klidova hmotnosti i elektricky naboj jsou rovny nule.
Na fotony uzaviené v objemu V budeme v tomto prvnim piiblizeni nahlizet jako na systém se
spojitymi hladinami energie a urc¢ime, kolik z nich ma hybnost v intervalu (p, p + dp), tento pocet
oznacime g(p)dp. Degenera¢ni faktor volime 2, nebot pro pri¢né elektromagnetické zareni existuji
dva nezavislé pfi¢né mody (polarizace) zafeni. Pokud pfevedeme hybnostni ¢ast fazového prostoru
do sférickych soutadnic, pro pocet fotoni s hybnosti mensi nebo rovnou p lze psat

N(p) = / (p)dp=2- / / T:;)g / Anpdp.

S vyuzitim vztaht pro energii a ihlovou frekvenci fotonu p = €/c = hw/c mizeme vysledek prepsat
pomoci energie, resp. thlové frekvence
Ve? Vw?

g(e)de = de, resp. g(w)dw = dw. (5.2)

5.1.2 Planckovo rozdéleni

Energie zafeni s frekvenci v intervalu (w,w + dw) pak po spojeni vysledkii (b.1) a (5.9) vychazi

hw Vh W
E dw = dw = — dw. .
(@) = (o) = St (5:3)
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Mnozstvi energie 1ze vyjadiit téz pomoci vinové délky zafeni A s vyuzitim vztahu w = 2nc/ ), jehoz

diferencovanim dostaneme 5
TC

Dosazenim vztahu pro w a dw do rovnice (b.3), pii vypusténi zaporného znaménka (jehoZ vyznam
je v tom, ze pokud zvySujeme frekvenci, vinova délka se zkracuje a naopak) dostaneme

h
By = — o he gy (5.4)

D (eA?cCT — 1)

Vztahtim (@) a (@) se fika Planckiv vyzarovaci zdkon — urcéuji, jak je energie zafeni rozprostiena
ve spektru. Tvar funkei F (w) a E ()\) pro nékolik riznych teplot je zakreslen na obrazcich p.1.
Z nich je zfejmé, ze
e funkce nabyvaji nulovych hodnot pro argument roven nule i jdouci k nekoneénu, mezi nimi
je jedno maximum;
e s rostouci teplotou roste funkéni hodnota pro kteroukoliv hodnotu argumentu;
e s rostouci teplotou se poloha maxima posouva k vyssim frekvenénim hodnotam a k nizsim
hodnotam vlnové délky.

Max Karl Ernst Ludwig Planck byl pfedevsim za objev téchto zakonu a priitkopnické zavedeni kvant
zafeni — fotont v roce 1918 odménén Nobelovou cenou. Prozkoumejme nyni limitni chovani téchto
funkci pro nizké frekvence (tj. dlouhé vinové délky) a poté pro vysoké frekvence (tj. kratké vinové
délky).

5.1.3 Rayleightiv-Jeanstv zakon a Wientiv zakon

Pii frekvencich velmi nizkych ve srovnani s kT /h je hw/ (kT) < 1 a exponencialu lze nahradit
prvnimi dvéma ¢leny Maclaurinova rozvoje, tj. linearni funkci

CP\er )T Tk POPR P ) T T T

Dosazenim do vztahu (5.3) dostaneme

Vh w3 VEkTw?
FE(w)dw ~ 3 - Fa 1dw =3 dw. (5.5)
kT

a podobné po dosazeni do (b.4) ziskdme

h KT
E)dh e — oV he gy SRV L, (5.6)
A? (1 + ,\ch B 1) At

Tyto rovnice fikaji, Ze hustota energie roste s frekvenci kvadraticky, pfipadné s klesajici vlnovou
délkou roste s prevracenou ¢tvrtou mocninou vinové délky. Vsimnéme si, ze v téchto rovnicich vibec
nevystupuje Planckova konstanta, rovnice tohoto typu byly odvozeny pro vyzarovani cerného télesa
jesté pred objevem kvantové fyziky. Podle svych puvodcu se jim fika Rayleightiv-Jeanstiv vyzaiovact
zdkon (nejsnaze bychom se k nim dostali, pokud bychom za stfedni hodnotu energie jednoho
modu elektromagnetického pole dosadili 7" a vynasobili frekvenéni hustotou modi z rovnice (5.9)).
Problém nastane, pokud Rayleightiv-Jeanstv zakon pouzijeme pro piilis vysoké frekvence (&ili
kratké vlnové délky) — hustota energie pak roste nade vSechny meze. Tomuto paradoxu se ika
ultrafialovd katastrofa — jakékoliv zahtaté téleso by veskerou svou energii v nekonecné kratkém case
vyzarilo na nekoneéné vysokych frekvencich; zminéné oznaceni pochézi az z roku 1911 od Paula
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Obr. 5.1: Rozlozeni energie tepelného zareni ve frekvenénim spektru a ve spektru vilnovych délek.
Carkovana spojnice maxim odpovida Wienovu posunovacimu zédkonu. Vyplnéné plocha pod
ktivkou odpovidé celkové energii fotonového plynu, kterou ziskdme intregraci pres vSechny vinové
délky

Ehrenfesta. Tento paradox nasel své rozieseni pravé v kvantovani energie elektromagnetického pole,
jez vedlo v roce 1900 k Planckovu vyzafovacimu zakonu a zédkladim kvantové fyziky.

Pii vysokych frekvencich ve srovnéani s k7'/h je hw/ (kT) > 1 a jedni¢ku ve jmenovateli Planc-
kova rozdéleni (b.3) a (5.4) lze oproti exponencialni funkeci zanedbat. Dojdeme tak k Wienovu
vyzarovacimu zdkonu

8TEV hC __hc

Vi e
3 o dA. (5.7)

F(w)dw=—=w e idw nebo FE (A)dX =

n2¢3

Historicky byl Wientiv zakon odvozen v roce 1896, tj. o ¢tyfi roky diive nez Rayleightiv, jehoz
teoretické zdivodnéni podal Jeans az roku 1905. Kazdy ze zakonti vyhovoval pouze v urcité c¢asti
elektromagnetického spektra a experimenty brzy potvrdily, Ze nejlépe vyhovuje statistické rozdéleni
odhadnuté Planckem.
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5.1.4 Wientv posunovaci zakon

e vy v

d Vh 3 (e% — 1) — %e%
—FE(w) = w? )
ert — 1
kde prava strana nabyva nulové hodnoty pro w = 0, nebo pro w — oo a nebo pro nulovou hodnotu
Citatele. V citateli vystupuje frekvence vzdy jako soucast vyrazu £ = Z—‘;, takze hodnota citatele
bude nulova, pokud bude £ nabyvat urcité konkrétni hodnoty, ktera je feSenim rovnice

3(ef—1) =& =0.
Tuto rovnici lze FeSit numericky, pricemz dostaneme &* =~ 2,821, pro frekvenci w* odpovidajici
maximu rozdéleni hustoty energie spliiuje podminku
hw*
kT

Poloha maxima ve frekvenénim spektru se tedy linedrné posouva s teplotou — tomuto pravidlu se
tika Wientidv posunovaci zdkon.

kT
~ 2,821, neboli  w* = 2,8217 ~ 3,69-10''7. (5.8)

Podobnym zptisobem miiZzeme najit i polohu maxima pro funkci F(\), v tomto piipadé dostaneme
pro vlnovou délku \*, na niz je maximum energie, vztah

he
ET G

kde ( je feSenim rovnice
5(e€—1) — et =0.
Jeji numerické feSeni dava (* ~ 4,965 a tedy
hc hc 291073 m-K

—— =~ 4,965 neboli N~ ~ :

kT \* B 4,965 kT T ’
v této podobé byva Wientiv posunovaci zakon nejcastéji uvadén. Vinova délka, na které ma zareni
maximalni energii, se tedy posouva nepiimo umérné teploté. Zakon formuloval v roce 1893 Wilhelm
Wien pouze na zakladé empirickych zkuSenosti a v roce 1911 za tento a souvisejici objevy ziskal
Nobelovu cenu za fyziku. Zavislost w* resp. A* na teploté je znazornéna na obrazku .

(5.9)

Pomoci Wienova zakona muzeme také naopak urcit teplotu zéaficich téles napt. v astrofyzice. I z ob-
razku @b primo vidime, ze pripadé-li ve slune¢nim spektru maximum energie na zafeni o vlnové
délce okolo 500 nm, musi mit jeho povrch teplotu mezi 5000 K a 6000 K, z Wienova zidkona vy-
chazi hodnota 5800 K uvadéna v literatute a v tabulkach (viz napf. [35]). Reliktni zafeni o teploté
T ~ 3K mé& maximum pro vlnové délky piiblizné 1 mm, ¢lovék o teploté T ~ 300 K pro vlnové
délky asi 10 pm, chladné hvézdy s T' ~ 3000 K vyzaruji hlavné v IR oboru na délce asi 1000nm
a velmi horké hvézdy s povrchovou teplotou 7' ~ 30000 K vyzaiuji nejvice v UV oblasti na vlnové
délce 100 nm.

5.1.5 Celkova energie zareni

Pomoci Planckova zakona mizeme odpovédét na otazku, jaké je celkova energie elektromagnetic-

kého zareni v dutiné o objemu V pii teploté T. Vyraz (@) integrujeme pires vS8echny frekvence

(hodnota integralu je uréena plochou pod grafem Planckova rozdéleni, jak je vyznaceno na obr. @)
oo oo oo

3 A4 3
E(V,T):/E(w)dw:Vh/ d dw:VkT/ T da.

2t | it — 1 2c3h3 ) et —1

0 0 0
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Obr. 5.2: Spektrum reliktniho mikrovinného zareni namérené druzici COBE patii
k nejdokonalejsim planckovskym spektriim v prirodé, na obrazku jsou namérena data srovnana
s modelem zafeni Cerného télesa o teploté 2,725 K. Jde o zareni vypliujici cely vesmir pochazejici
z doby asi 380000 let po velkém tfesku, které v sobé nese stopy tepelné rovnovahy mezi hmotou
a zafenim v raném vesmiru; teplota reliktniho zareni urc¢uje primérnou teplotu naseho vesmiru.
Zvolen4 stupnice frekvence cm ! udava, kolik vinovych délek se vejde do 1 cm,
tzn. 1em™! ~ 3-10'° Hz; jednotky na svislé ose odpovidaji 10° jansky na steradian, pficemz
1 jansky je definovén jako 10726 W na m? na Hz (zdroj dat: NASA, Fixsen et al. (1996),
Astrophys. J. 473, 576, [astro-ph/9605054] )

25 | |
= UV ,Optické, IR —
Q | I
fE | [
N 21 : I, Slunecni zafeni v hornich vrstvach atmosféry
= .
~N
C — :
g E15; ceni Zerného t&
2l Spektrum zafeni cerného télesa
= /oteploté 5520 K
g E
@]
-2 = 14
E = Zareni u hladiny mofe
e
‘© 0.5
4
O

H,0

(% 03 2

O-
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Obr. 5.3: Spektrum slune¢niho zareni dopadajicitho na zemi ve srovnani s pfesnym planckovskym
rozdélenim pro teplotu 5520 K. Zfetelné jsou absorpéni ¢ary a oblasti odpovidajici prvkim
a slouceninam v zemské atmosféfe (upraveno podle Wikipedie)

Posledni integral po provedené substituci z = fw/ (kT jiz neobsahuje zadné fyzikalni parametry,
jde jednoduse o ¢iselnou konstantu, jejiz hodnotu lze nalézt v tabulkach

o

3 4
* dx:n—,
e —1 15

0
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takze
w2kt

_ 4 _
E(T,V)—CLVT s kde a—m

= 7,56:107" Jm > K. (5.10)

5.1.6 Stefanuv-Boltzmanntv zakon

Bude-li v dutiné maly otvor o plose S, bude zajima-
vou charakteristikou také intenzita unikajictho zé-
feni. Uvazujme mnozstvi energie, které za jednotku
¢asu unikne otvorem dutiny. Zatreni v dutiné je izot-
ropni, takZze mnozstvi energie $ifici se uvnitt dutiny
do prostorového thlu df? je tomuto tthlu amérné, t;j.
lze psat E (V, (2) d(2. Z dutiny unikne energie zafeni,
které se Sifi ve sméru otvoru a za danou ¢asovou jed-
notku se k otvoru stihne dostat. Zareni sitici se pod
tthlem 9 k normale otvoru se k otvoru dostane z ob-
jemu o velikosti Sct cos® (viz obr. .4); elementéarni
prostorovy thel odpovidajici sméru ¢, ¢ je df2 =
= sinvdddy, takze celkova unikla energie za cas t
bude

Obr. 5.4: Zareni z dutiny, které unikne

o am T2 otvorem o plose S (upraveno podle [3§])
t 1
E(t)= @oc /dgp / sin ¥ cos ¥dd) = —aSctT*.
4n 4
0 0

Intenzitu zareni definujeme jako mnozstvi vyzafené energie vyzarené na povrchu zdroje za jednotku
¢asu jednotkou plochy, tedy

FE
I = E = %T4 = 0'T4, (511)
kde -
ac k| -8 —2 o—4
= Z = m = 5767‘10 W‘m 'K (5'12)

je Stefanova-Boltzmannova konstanta a vztah (b.11)) je Stefaniv-Boltzmanniiv zdkon.

5.2 Kvantova statisticka rozdéleni

5.2.1 Nerozlisitelnost ¢astic

Postulat kvantové mechaniky 1ika, ze totozné ¢as-

tice jsou principialné nerozlisitelné. Znamena to a b ¢ a b ¢
mimo jiné, ze stavy znazornéné na obr. @ jsou - - e
dva ruzné stavy, pokud jsou ¢astice a, b, ¢ rozlisi- — S A
telné, ale jedna se o jeden a tentyZz stav, pokud a, o — o —

b, ¢ jsou t¥i totozné ¢astice. Presnéji vyjadieno, Obr. 5.5: Dva stavy s tfemi ¢asticemi
vlnové funkce soustavy totoznych Castic museji a, b, ¢ (pfevzato z [38])

splhovat urc¢ité pozadavky symetrie.

Vlnové funkce ¢astic s celo¢iselnym spinem (bosoni) jsou symetrické vzhledem k zaméné dvou
Castic, tedy o (r1,79,73,...) = ¥(ry,re,r3,...) atd. VInové funkce Castic s poloc¢iselnym spinem
(fermiondi) jsou naproti tomu antisymetrické, tedy pii zaméné dvou ¢astic méni znaménko na
opatné, tj. 1 (ry,re,r3,...) = —(r1, 79,73, ..) atd.
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Jak se tato vlastnost projevi na fyzikalnich vlastnostech? Uvazujme pro jednoduchost ¢tyfi totoz-
né bosony, ¢tyfi totozné fermiony a ¢tyii rozliSitelné Castice a zkoumejme mozné obsazeni jejich
kvantovych stavi:

Bosony:
o—
e —
e — o —
—_— e — —eo 00— — e — o —
2000 000 00— — e —eo—
1x 1x 1x 1x 1x
Fermiony:
o—
e —
—_— —— —eo 00— — e — o —
2000 - 000 00— —— —eo—
0x 0x 0x 1x 1x
RozliSitelné castice:
o—
o —
—o-0— —— —eo—
o000 000 00 —— —eo—
1x 4 x 6 x 24 x 24 x

v

Lze ocekavat, ze bosony budou mit tendenci sdruzovat se na nejnizsich energetickych hladinach.
Abychom se o tom presvédéili, musime najit odpovéd na otazku — jaka bude stfedni hodnota 7y
poctu ¢astic v k-tém stavu.

5.2.2 Matematicky popis systémi totoznych castic

Pro rozligitelné ¢astice plati Zy = Z¥. Jako prvni odhad statistické sumy pro nerozligitelné ¢astice
lze pouzit vztah korigujici permutace mezi ¢asticemi (@)

1
In = me\’.

Tento vztah je ale pouzitelny pouze tehdy, je-li velice mala pravdépodobnost toho, ze dvé c¢asti-
ce (nebo vice ¢astic) budou ve stejném stavu — tedy pii velkych teplotach a nizkych hustotach
¢astic. Vyborné tak vyhovuje pro popis molekulovych plynt za normélnich teplot. Pti vysokych
hustotach (napf. pro elektronovy plyn v kovech) nebo nizkych teplotéach (napf. supratekuté helium
pii teplotach okolo 3K nebo opticky chlazené atomarni plyny s teplotami fadové 100 nK) je vsak
nepouzitelny. Musime zvolit jiny pristup.

Reprezentace kvantového stavu pomoci obsazovacich cisel

Misto symetrizované (tedy bosonové) vinové funkce ve tvaru

W (21,29, 23) = A[th1 (1) Y1 (22) Yo (23) + b1 (21) 1 (23) Vo (22) + b1 (22) Y1 (w3) Yo (1))

lze jednoduseji psat

)

I
o~
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coz znamena, ze dvé Céastice se nachazeji ve stavu 11, jedna ¢astice je ve stavu 1), a dalsi stavy jsou
neobsazené. Celkova energie stavu

ny
2]
W=
pak je
E=nmE +mE+-- =Y nkE,
k
kde nq +no + -+ = N je pocet vSech ¢astic. Statisticka suma takovéhoto systému pak mé tvar
Zy= Y efmbumiie) N TT el (5.13)
ni+ngs+--=N Zk nk:N k=0

Vypocet konkrétni hodnoty tohoto vyrazu je vSsak obvykle prakticky nemozny. Pokud by se mohlo
s¢itat pfes v8echny hodnoty n; bez podminky >, ny = N, bylo by mozno zaménit pofadi sumace
a nasobeni. V takovém ptipadé by se statistickd suma vypocitala pomérné jednoduse, podminka
> x "k = N by v8ak nemohla byt zachovéana.

Statisticka suma

Pro praktické vypocty se pouziva kompromis — uvazuje se systém s proménnym poctem castic
(tedy patiici do grandkanonického ensemblu), pro ktery vSsak budeme pozadovat kromé zadané
teploty také dany stredni pocet ¢astic N. Uvazujeme tedy situaci, kdy pocet ¢astic neni zadan, ale
mize fluktuovat kolem své stfedni hodnoty. Relativni fluktuace v8ak klesaji jako 1/ VN a jsou tedy
v pripadé makroskopickych systémi zanedbatelné.

Systém Céstic je v rovnovaze s rezervoarem Céstic, ¢astice mohou prechazet obéma sméry. Rovno-
vahy bude dosazeno, pokud chemicky potencial i ¢astic v systému je roven chemickému potencialu
¢astic v rezervoaru. Hodnota p se ziskd jako Lagrangetv multiplikator pii maximalizaci poc¢tu re-
alizaci stavii v mnoziné identickych systému za podminky fixované celkové energie a fixovaného
celkového poctu castic. Pro systém, ktery si mize s rezervoarem vymeénovat jeden druh c¢astic, je

pravdépodobnost realizace kvantového stavu k s energii Ej, v systému s [V ¢asticemi je podle ()
P, (N) = e—ﬁ(Ek—uN)7
Z (B, 1)

kde
Z(B,p) =y o F)

k,N
je grandkanonickd statistickd suma.

Fyzikalni vyznam chemického potencidlu p 1ze interpretovat tak, ze jde o energii, kterou je potieba
ze systému odebrat, aby pfi pfidani jedné c¢astice ziistala entropie konstantni. Pokud si soustava
vymeénuje s rezervoarem vice druhi ¢éstic, je grandkanonicka statisticka suma

ACATHDE D D (5.14)
k,N1,No,...

kde Ni je pocet Castic k-tého druhu.

Pouzijme nyni formalismus grandkanonického ensemblu pro kvantové systémy totoznych neintera-
gujicich ¢astic, které mohou byt v kvantovych stavech 1,2,... k,... s energiemi Fy, Ey, ..., Fy, .. ..
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Pokud je n; Castic v prvnim kvantovém stavu, ny ve druhém stavu atd., bude celkova energie

systému ni Fy + noFs + - - - + np By, + - - - . Grandkanonickd suma této soustavy pak vychézi
7 = Z Z . Z .. @ Blm Brng Byt )—pu(m g )]
niy n9 ng

coz lze prepsat ve tvaru
7 — Z e BE1—p)n1 Z o BE2—pn2 Z e P EBr—pnk
ni n2 Nk

Pro stifedni pocet ¢astic v k-tém stavu pak dostavame

1
I E § E —Bni(Br—p)+na(Ee—p)+mng(Ep—p)] _
ng = 7 nie 1 2\52 k(LK =

ny ng ng

Z e BE1—p)m Z e B(Ea—pna .., Z nkefﬁ(Ek*H)nk e
ni n2 ngk

Zm e—B(E1—p)m an e—B(E2—pnz . .. an e B(Ex—pmnk . ..
Z nke*B(Ek*/J)nk
_ Nk
B Zn e—B(Ex—p)nk
k

Podobné jako v piipadé kanonického ensemblu, pro ziskéni této stfedni hodnoty neni nutno pro-
vadét dvoji sumaci. Pokud vypocteme

7, = Ze_ﬁ(Ek_l")nk7 (5.15)
ng
dostavame . 07
_ k
Ne = — . 5.16
N T (5.16)

Parametr p pak ziskdme z pozadavku, Ze celkovy stfedni pocet viech Gastic N = > x T, mé byt
roven poctu ¢astic v systému. Pro dva druhy kvantovych c¢astic — bosony a fermiony — vypada
soucet odlisné.

U bosonu miize byt v k-tém stavu libovolné mnoho ¢astic, tedy np = 0,1,2,...00. Sumaci v rovni-

ci (b.15) dostavame

= 1
BE _ —B(Ex—p)ne
Zk o Zoe 1 — e BE—)
np=

Aby tento zlomek byl kone¢ny pro vSechny hodnoty energii, je tieba aby u < 0. Derivaci jako
v rovnici (p.16) pak ziskdme

1
—BE _
T = BE 1 (5.17)

coz je Boseho-FEinsteinovo rozdélentl Udava stiedni pocet bosont pripadajicich na jeden kvantovy
stav s energii Ej, pii teploté T = 1/(k[3), pficemz hodnotu p lze ur¢it ze znalosti celkového poc¢tu
¢astic v systému.

Pro fermiony plati, ze v kazdém kvantovém stavu muze byt pouze 0 nebo 1 ¢astice, sumace v rovnici
(5.15) m4 tedy pouze dva &leny
1
Z}:D — Z e PEr—mne — 1 + e P(Er—n)

nk:O

1V Geské literatuie se nékdy také uzivd Boseovo-Einsteinovo resp. Fermiovo-Diracovo rozdéleni (viz napft. [22, 35]).
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T
0,4 — T = Lol
B

0,3 - BE
024 oD
0,1 -
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By /| ol

Obr. 5.6: Srovnani Bose-Einsteinova (BE), Fermi-Diracova (FD)
a Maxwellova-Boltzmannova (MB) rozdéleni pii vyssich teplotéch

Derivaci pak ziskdme

»FD _ 1

coz je Fermiho-Diracovo rozdéleni. U tohoto rozdéleni muze byt parametr i jak kladny tak i zapor-
ny, tomuto parametru se ¥ika Fermiho energie up. V tvahach byva casto uzitecné zavést tzv. Fer-
miho teplotu Ty vztahem Ty = pp/k.

Pro srovnani pfipomenme, ze u systému rozlisitelnych ¢astic plati

N
ng = Npp = 76_BE’“
1

a kdyz forméalné polozime pu = %ln <Zﬁ1> dostavame Mazwellovo-Boltzmannovo rozdélent

1
—MB __
= BB

(5.19)

Vlastnosti jednotlivych rozdéleni

Vidime, Ze z forméalniho hlediska jsou vyrazy pro odvozena rozdéleni velmi podobné, srovnejme pro-
to jejich vlastnosti. Pokud je splnéna podminka e®(Fx=#) > 1 lze zanedbat jedni¢ku ve jmenovateli
oproti exponenciale; vSechna tii rozdéleni pak davaji ptriblizné stejné vysledky

BE FD MB

ng /RN RN

Dochéazi k tomu, mé-li studovany systém vysoky pocet kvantovych stavii, maly pocet ¢astic (napf.
fidky plyn) nebo pii vysokych teplotach, kdy jsou ¢astice excitovany do vysokych energetickych
stavii. Hodnota chemického potencidlu p pritom sama zavisi na teploté, v obrazku @ proto vy-
stupuje parametr po = p (7' = 0).

U Fermiho-Diracova rozdéleni plati, ze e*@—#) > () a tim padem

m D <1,
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1

0,5

HF FE)

Obr. 5.7: Fermiho-Diracovo rozdéleni pfi riznych teplotach

coz je v souladu s Pauliho vyluc¢ovacim principem, podle kterého nemtize byt jeden kvantovy stav
obsazen vice nez jednim fermionem (viz obr. b.7).

P1i teploté 0K bude g — oo a

B Eemp) oo pro Ei > pu ’
0 pro Ep<pu

z ¢ehoz plyne, ze pii T — 0

—FD 0 pro B >p
1 proE,<p’

pii nulové teploté mé tedy pu = pp vyznam posledni obsazené energetické hladiny. Pti nenulovych
teplotach T' > Ty plati pro stav s energii £ = ug

1 1
T = ——— — =
TG0 T

to odpovida i pripadim znazornénym na obr. @

5.3 Vlastnosti ideadlniho fermionového a bosonového plynu

Zanedbavame-li interakci mezi ¢asticemi (jako u ideélniho plynu v klasické termodynamice), ozna-
¢ujeme systém fermionti nebo bosont jako idealni fermionovy nebo bosonovy plyn. Pritom je vsak
tfeba uvazovat spin Castic a jejich nerozlisitelnost. Castice s celoc¢iselnym spinem se ridi Boseho-
Einsteinovym rozdélenim, zatimco c¢astice s poloc¢iselnym spinem se 1idi Fermiho-Diracovym roz-

velvev .

n(E)AE = g(E)f(E)dE,

kde n(F)dE je pocet ¢astic s energiemi v intervalu (E, E + dF); f (F) nyni oznacuje piislusnou
rozdeélovaci funkci, tj.
1

F(E) = oBE—) £ 1
a g(E)dFE je degeneracni faktor, tedy pocet stavu s energiemi v intervalu (F, E + dE). Funkce g(F)
zévisi na konkrétnim typu vnéjsiho potencialového pole, zatimco f(F) je stejné pro vSechny ¢astice
daného typu. Pii tomto popisu vychézime ze skute¢nosti, ze vzdalenosti mezi energetickymi hla-
dinami jsou malé ve srovnani s typickou energii kT, takze energetické spektrum systémi muzeme

(5.20)
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povazovat za kvazispojité. Pak ztraci smysl hovofit o stfednim poctu Céastic na jednotlivych dis-
krétnich hladinéch, ale pracujeme s vysSe uvedenym poctem cCéstic s energiemi v dostate¢né malém
intervalu. Nékdy byva tento model oznacovan jako kvaziklasické pribliZend.

5.3.1 Degenerac¢ni faktor

Urcéeme degenera¢ni faktor g(F)dE pro idealni nerelativisticky plyn uzavieny v krychli o hrané
délky L. Nejprve uréeme pocet stavi s energii mensi nez E, ozna¢me ho N(F). Pro energii jako
funkci kvantovych ¢isel n,, n,, n, plati

p2 TC2 h?

- 2m - 2ml?

(n2 +”12; +n?).

Vsechny kvantové stavy (s vyjimkou spinu) lze tedy znézornit pomoci bodi t¥irozmérného prostoru
se soufadnicemi (n,,n,,n,). PoCet stavi s energii mensi nez E pak odpovida objemu osminy koule
s polomérem n., vynasobenému spinovou multiplicitou ¢ kazdého stavu. Méame proto

E = p_2 = K2h2 n?nax
2m  2ml?
a odtud
Nmax = —V2mE.

nh
Pro pocet stavi s energii mensi nez E tak vychazi

14 4 g 3/2 V 3/2
N =4qg- g . gﬂnmax = ETC (Qm) WE .

Derivaci tohoto vyrazu pak dostaneme pfislusny degenera¢ni faktor

_ _9 32 Vo e
Faktor ¢ fik4, kolik spinovych stavii piisludi stavu popsanému kvantovymi &isly (ng,ny,n.),
napf. pro elektrony se spinem 1/2 klademe g = 2.

Fermiho energie a stifedni energie pf¥i nulové teploté

Uréeme hodnotu Fermiho energie up pro elektrony v kovu (tedy nerelativistické ¢astice) pii teploté
T = 0K, je-li dan pocet elektront v objemové jednotce ny. Vyjdeme z podminky pro celkovy pocet
¢astic v jednotkovém objemu

00 223
N _ 1 g (27”)3/2 1/2 g (27”)3/2 L 3
m= =g [orEar =4 [ erar = 5 (5.22)
0 0
odkud plyne
6non2\ > 2
lip = ( go ) DT (5.23)

Typické hodnoty Fermiho energie pro kovy se pohybuji v jednotkach nebo desitkéch eV (pro so-
dik pp = 3,24eV, odpovidajici Fermiho teplota Ty = ur/k = 3,77-10* K; daldi hodnoty lze nalézt
napft. na http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/tables/fermi.html). Pii béznych po-
kojovych teplotach je tak splnéna podminka 7' < Ty a z obr. @ je zfejmé, ze pribéh rozdélovaci
funkce 7;"° jen malo 1isf od pribéhu pii 0 K; u stavii nad up stfedni pocet ¢astic s rostouci energii
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hladiny rychle klesa k nule, coz prakticky znamené, Ze obsazeny jsou jen stavy tésné nad touto
arovni.

Jednoduchym vypoc¢tem nyni mtzeme urcit stfedni energii fermionu pii teploté T = 0 K, je-li dana
Fermiho energie up. Jelikoz jejich celkovy pocet je dan souinem Vng [ g(E)f(E)dE postupné

ziskdme
HF

L [ E32dE 5
g:iaf/EmEﬁanu&:%f———:gml (5.24)
°% [ EY2dE
0

Degenerac¢ni faktor pro ultrarelativisticky plyn

Jako ultrarelativistické ¢astice oznacuje takové, jejichz kinetickd energie (a tim i jejich celkova
energie ¢) je mnohem vétsi nez jejich klidova energie moc®. Podle relativistického vztahu mezi

energii a hybnosti
£ = /p*c? + mict (5.25)
h
8%pc:c%w/n§+n§+n§.

Podobné jako v pfedchozim pripadé vychazi pocet stavi s energii mensi nez E roven

pak zfejmé bude

1 4 4 5 ) _LE
N=g- g 3l kde oviem nyni Mimax = .
Kombinaci obou vztaht ziskame
_gVE?
6 m3R3
Derivaci podle E pak ziskame
dN gV E?

v souladu s degeneracnim faktorem odvozenym pro fotony (b.4). Piblizeni ultrarelativistickych
castic plati pro ¢éstice s nulovou klidovou hmotnosti mg ~ 0, resp. pro ¢astice, jejichz relativisticka
hmotnost ¢/c? je mnohem vétsi nez klidova hmotnost my.

5.3.2 Energie a tlak idealniho fermionového a bosonového plynu

Vypoctéme nyni stfedni energii a tlak idealniho bosonového a fermionového plynu. Pro nerelati-
visticky plyn integraci pres energetické stavy s vyuzitim () dostavame

~_ T (R s
EO/Eg(E)f(E)dE 1 (2m) T‘WO/E f(B)AE, (5.27)

pro relativisticky pak s vyuzitim (5.26)

o

E:/EﬂﬂﬂEME:§£%;/EUWME (5.28)

0

K odvozeni tlaku vyuzijeme obvyklou pfedstavu nadoby tvaru kvadru se sténami o plose S kolmo
na osu x ve vzdalenosti | od sebe. Pii narazu na stény nadoby se z-ova slozka hybnosti ¢astice
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zméni o 2p, a narazi opakované na jednu sténu vzdy po ¢ase 2l/v,. Tlak vyvolany na sténu touto
Castici pak bude
p, AP I PR VR
AtS S 2 1% mV
Celkovy tlak P ziskdme integraci pres fazovy prostor. Obecné plati, Zze pro stfedni pocet ¢astic
v elementu fazového prostoru d® = d3rd3p lze psat

n(®) =

L p(E@)de,

kde g je opét spinova multiplicita stavi. Pomoci tohoto vztahu lze také ziskat vyse odvozené

vztahy pro energii idealniho fermionového nebo bosonového plynu (postupem podobnym jako pii
odvozeni (b.9)). Zde analogicky ziskame celkovy tlak P takového systému

Ty

2T 9 oo

- th3 ///p cos ﬁf( )p sin ¥dpdiddy =
2ng . i 4
= s cos> ¥sinddy [ ptf dp =

0

0
2 2 1
_ TCg Z ( m)5/2§/E3/2f(E)dE:

mh3 3
29 @m)*? [,
=2 E*?f(E)dE
o [ BrrEE,
0
kde jsme vyuzili substituce p = v2mE, dp = QVj@dE Srovnanim s (5.27) pak odvodime vztah
2F
P=——. 5.29
3V (5.29)

Analogicky postupujeme v ultrarelativistickém pripadé, kdy plati vztah mezi energii a hybnosti ve
tvaru E = pc, dE = cdp a prispévek ke tlaku od jedné ¢astice ma tvar

Ap, _ 2pcost _ pe cos?
AtS 9] |72
S

ccos v

b =

Tlak ode v8ech ¢astic pak vychazi

2
p_ / Mn@)d@ _

2T ¥ o
///pcos If < )p sin Ydpdddy =
00 0

o0

2
= %6}132 /p S (pe)dp = %/ng (E)dE.

0 0
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Srovnanim s (5.28) zjistime, Ze

P=—-——. 5.30

3V (5-30)
Vztah (5.30) plati i pro fotony a vyjadiuje tak dileZitou souvislost mezi tlakem zafeni a hustotou
energie.

Pfi uréovani po¢tu stava pripadajicich na interval energii (£, E + dF), tedy g(E)dE jsme uvazovali
zv1ast nerelativisticky pripad (), kdy je kinetickd energie imérna p? a zvlast ultrarelativisticky
piipad (5.26), kdy je energie imérna p. V nerelativistickém piiblizeni je g(E) oc E'/2, pro ¢astice
s rychlosti svétla je zase g(E) o< E% V obecném pifpadé mé funkéni zavislost g(F) tvar jako na
obr. @, jez odpovida vyjadieni

Vv

9(F) = W(E — m002)1/2(E + mOCQ)l/QE.

Lze ukazat, Ze pro Ey, < moc?, resp. pro E > mgc® piechazi k uvedenym piibliZznym tvartm.
Inflexn{ bod ziskdme z podminky ¢”(E) = 0 pro E' = 1/3/2mc* =~ 1,22myc>.

9(E)

Obr. 5.8: Obecnéa zavislost degenera¢niho faktoru na celkové energii ¢éastice

5.4 Fermionovy plyn

U této casti ukdzeme nékteré aplikace modelu idealniho fermionového plynu, jez maji praktické
disledku a mohou byt konfrontovany s experimentem.

5.4.1 Tlak elektronit v kovech

Odhadnéme tlak elektronti v kovech pii 7' = 0 K. Z klidové hmotnosti elektronu m, = 9,1-1073' kg
vyplyva i jejich klidova energie me.c® ~ 0,51 MeV. Protoze Fermiho energie up pro kovy dosa-
huje hodnot v jednotkich a desitkich elektronvoltii, lze elektrony v tomto piipadé povazovat za

nerelativistické Gastice, pro n&z podle (5.24) a (5.29) plati

2FE 2 3 2
= . = Cposur = = ) 5.31
3V 3n05NF 5n0,up ( )

Pro piiblizné hodnoty ng ~ 103 m=3, ur ~ 1071? J vychazi odhad tlaku P ~ 10'! Pa, coZ je pomérné
vysoka hodnota. K vyraznému stlaceni kovii bychom proto museli vyvinout obrovsky tlak.
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5.4.2 Velikost bilych trpasliki

Bily trpaslik je hvézda, kterd spotifebovala své jaderné palivo a tlak zafeni a atomového plynu
nedokazal zabranit gravitaénimu hrouceni. Dalsimu hrouceni nyni brani tlak degenerovaného elek-
tronového plynu. Cisté na zéaklads vztahi (5.23) a (5.31)) i odhadu gravitacniho tlaku mizeme najit
souvislost mezi hmotnosti a velikosti bilého trpaslika a také fadové odhadnout velikost takovéhoto
objektu, pokud by mél hmotnost Slunce (préavé nase Slunce by se v daleké budoucnosti mélo bilym
trpaslikem stat). Pro tlak elektronového plynu tedy mame

2 2 (6n0n2)2/3 A

P= gnoup = gng ST ~ Eno

Protoze nam jde pouze o rfadovy odhad, neuvazujeme ciselné faktory, jejichz vyslednéd hodnota
je fadu 1. Tlak, ktery vyvolava gravitace hvézdy lze fadové odhadnout z velikosti gravita¢ni sily
~ »xM?/R?, kde » je gravita¢ni konstanta, M hmotnost hvézdy a R jeji polomér. Sila piisobi na
plochu ~ R?, takZze vyvolava tlak

wM?

R*

Pocet elektroni na jednotku objemu dostaneme z tivahy, Ze elektronii je ve hvézdé zhruba stejné
jako protonti a neutroni, které tvori hlavni ¢ast hmotnosti télesa, tedy pocet elektronti je zhruba
~ M /m,, kde m, je hmotnost protonu; hustotu elektront pak odhadneme na ng ~ M/(m,R?).
Porovnanim vztahi pro tlak dostaneme

M? B sy WM
R* Me memg/3R5’

P~

odkud ziskame odhad pro polomér bilého trpaslika
h2

R = .
sememy)® M1/3

Presnéjsi vypocet by byl pochopitelné komplikované€jsi, ale i z této jednoduché uvahy plyne tvar
zavislosti R oc 1/ M3, tedy s rostouci hmotnosti se velikost bilého trpaslika zmenguje. Pro slune¢ni
hmotnost My = 2-10%° kg vychézi &selna hodnota R ~ 107 m, tedy 10 000 km, coZ je fadové velikost
Zeme. To je vcelku slusny odhad: napft. bily trpaslik Sirius B, ktery mé zhruba stejnou hmotnost
jako Slunce, ma polomér zhruba 5900 km. Poznamenejme jesté, ze uvedeny vztah nemiize platit pro
libovolné hmotnosti; nad tzv. Chandrasekharovou mezi (zhruba 1,4M) jiz ani tlak elektronového
plynu nedokéze zabranit hrouceni hvézdy, elektrony s protony splynou v neutrony a vznikne jesté
kompaktnéjsi objekt — neutronové hvézda (pfipadné ¢erna dira).

5.4.3 Zavislost Fermiho energie, vnitini energie, tepelné kapacity
a tlaku idealniho fermionového plynu na teploté

Budeme uvazovat teploty dostateéné nizké, tj. T' < Tg, coz pro elektrony v kovech znamené teploty

nizsi nez radoveé desetitisice kelvinti. PTi nenulovych teplotach jiz nebude integrace tak snadné, jako
pii odvozeni vztahu (5.23). Fermiho energii vSak opét dostaneme z poZadavku na pocet fermioni

N:/ (E)f(E)dE — 07 B (5.32)

ekT —|—1

kde podle (b.21))
(2m)**v

¢= 2m2h3
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5.4 FERMIONOVY PLYN

Podobné muzeme ziskat vztah pro celkovou energii elektronového plynu

B o] o] E3/2
E = /Eg(E)f(E)dE = C’/E—ldE. (5.33)
e kT +
0 0

Pokud se nam podaii vypodist integral (), ziskdme vztah pro p(ng,T'), tedy zavislost che-
mického potencidlu na hustoté poctu ¢astic a na teploté. S vyuzitim této zavislosti a vypoctem
integralu () ziskame zavislost celkové energie fermionového plynu na teploté a derivaci podle
teploty tepelnou kapacitu. To ndm umozni napt. zjistit, jak prispiva elektronovy plyn k tepelné
kapacité kovi. Vime také, ze u idealnich plynii spolu jednoduse souvisi energie a tlak, takze budeme
moci ziskat stavovou rovnici pro takovyto plyn.

Oba zminované integraly jsou pfili§ komplikované na exaktni vypocet, proto vyuzijeme pfiblizny
postup, ktery dobte vyhovuje pro p > kT Upravme nejprve obecny integral ve tvaru

/ __ME) g (5.34)

eB(E*N) + 1
0

Pokusime se jej vyjadrit jako snadny integral platny pro nulovou teplotu, tedy

m

/ h(E)dE

0

plus néjakéa malé korekce. Toho dosdhneme zapisem

h(E) B WE) — h(E) ["F1 +1] h(E)ePE-n
i 5 10F = hE) + FE 1 =hE) = GEw T =
h(E)

Hledany integral (5.34) tedy miizeme psat ve tvaru

00 % e )

h(E) _ h(E) h(E)
/ ef(E—p) 4 1dE - / {h(E) e BE-m) 41 dE + / ef(E—p) 4 1dE
0 0

I

Zavedme ve druhém integralu na pravé strané substituci x = —f(E — p) = (i — E) a ve tfetim
integralu substituci x = S(F — u), ¢imz dostaneme

[ hE) r 1 Buh( —3)

0 0 0

Dva posledni integraly maji riznou horni mez, nicméné piispévek integrandu bude nezanedbatelny
jen pro velmi malé hodnoty z, tim padem lze v obou pripadech integrovat ve stejnych mezich, aniz
by se prilis ovlivnil vysledek. Miizeme tedy psat

7ﬂdEzjh(E)dE——/ (¥ 5) —h=5)

eBE—p) 4+ 1 et +1
0
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Protoze nezanedbatelny prispévek k integralu pochéazi pouze od malych hodnot z, pro néz x/f < p,
miuzeme funkci h(p + x/F) rozvinout do Taylorova rozvoje a omezit se na nékolik malo prvnich

T () R (2 0 ()

a vysledny integral je

0o m oo 0o
h(E) 2h’ ) e
———dF = E)dFE
/eﬁ(E—“) + 1d /h( b+ /e 334 / er + 1
0 0 0 0

Posledni dva integrily mohou byt nalezeny v tabulkach integrali, pfipadné vycisleny numericky

s vysledkem
i 2 T3 4
/ v dx = n—, v dex = i.
et + 1 12 et +1 120
0

0

Nyn{ jiz mame vechny vysledky potiebné pro ziskani teplotni zavislosti parametrt p, F a tepelné
kapacity Cy. Pro ziskani Fermiho energie z integralu (5.33) za h(E) dosadime h(E) = E'2, tedy

B(n) = E=Y2/2 a b () = 3E7°/2 /8. Budeme-li uvazovat nejvyse kvadratické ¢leny v T, ziskdme
2 n? (kT)? 2 2 (kT\?
N ~ C’ _ 3/2 - — _C 3/2 1 - v
(3“ METITE CRA R

Srovnanim s (5.29) odkud plyne

2 [T\
— 1—— (=
HEE T 1 (TF>

kde g je Fermiho energie pii nulové teploté dana vztahem (5.23) a Ty = pp/k Fermiho teplota.

Podobnym zplisobem miizeme ziskat dalsi veli¢iny, napf.
L (T ?
5 12 \TF
T
o= (5r), = T
I
2F m 572 (T \°
12 \Tp

_2FE 2N

BEYVAA i
7 téchto vysledki je predevsim zajimavy vztah pro tepelnou kapacitu, ktery je pro nizké teploty
(coz se tyka i pokojové teploty, ktera je typicky mnohem nizsi nez Fermiho teplota) pfimo tmér-
ny teploté. Je-li napt. Ty = 3-10* K, pak za pokojové teploty tepelné kapacita elektront je zhruba
0,01(n?/2) Nk, zatimco tepelna kapacita krystalové mrizky (p¥i platnosti Dulongova-Petitova zako-
na) je 3Nk, takze volné elektrony pfispivaji jen zhruba jednim procentem k celkové tepelné kapacité
kovu. Pokud by se elektronovy plyn choval stejné jako klasicky idealni plyn, ptispival by fadové
stejnou hodnotou jako mfizka. Dulezity je téz pribéh tepelné kapacity pii nizkych teplotach, kdy

&=
Q
w

N pg

P
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5.5 BOSEHO-EINSTEINOVA KONDENZACE

tepelna kapacity miizky klesa k nule jako T2, tedy mnohem rychleji nez linearné, bude za velmi
nizkych teplot prispévek elektronového plynu k tepelné kapacité kovu dominantni.

Tlak fermionu je nenulovy i pii nulové teploté, toho jsme vyuzili také pii odhadu velikosti bilého
trpaslika. Lze tomu intuitivné rozumén na zakladé Pauliho principu a relace neurc¢itosti — fermiony
musi obsazovat rtizné kvantové stavy. Mizeme si predstavit fazovy prostor rozdéleny na bunky
o rozmérech Az a Ap, na kazdy stupen volnosti, pficemz v kazdé bunce sedi jedna ¢astice. Pokud
bychom chtéli u takového systému zmensit objem, musime snizit Az, coz pfi zachovani relaci ne-
urcitosti vede ke zvySeni Ap, a tedy i ke zvySeni kinetické energie. Aby ¢astice v systému zvysily
kinetickou energii, musime konat préci, tedy pfi zmensovani objemu pisobit proti vzdorujici sile.
Zde je tedy pivod tlaku fermionového plynu. Naproti tomu bosony mohou pii nulové teploté vSech-
ny ,sedét” ve stejném zakladnim jednocasticovém stavu. Jsou li drzeny v nadobé bézné velikosti,
je jejich tlak plynouci z relaci neurcitosti zcela zanedbatelny.

5.5 Boseho-Einsteinova kondenzace
5.5.1 Od teorie k experimentu

Ackoliv teoretické zaklady Boseho-Einsteinovy kondenzace byly polozeny pied vice nez 80 lety,
experimentalni realizace tohoto pozoruhodného kvantového jevu je teprve nedavné a cela oblast
bosonové kondenzace fidkych plynt nyni prochazi velice bouflivym vyvojem.

Teoretické pocatky stoji v préaci indického fyzika S. Boseho, ktery roku 1924 prisel s napadem,
jak odvodit Planckuv vyzatrovaci zakon zcela jinym zpisobem, nez jak to udélal ve svém ptvod-
nim piispévku Planck. Namisto pfedstavy, Ze zafeni je soubor harmonickych oscilatort v tepelné
rovnovaze, uvazoval zafeni jako plyn nerozlisitelnych nehmotnych ¢astic. Bose své odvozeni poslal
Einsteinovi s prosbou o komentar. Tomu se jeho pristup velmi libil, Boseho text ptrelozil z anglic¢ti-
ny do tehdejsiho jazyka védy némciny a nechal publikovat v Zeitschrift der Physik. Poté Einstein
myslenku rozpracoval a rozsitil na systémy hmotnych nerozlisitelnych ¢astic, jejichz pocet se zacho-
vava (v nésledujicim formalismu to odpovida zobecnéni systému z piipadu s nulovym chemickym
potenciadlem na nenulovy). Na rozdil od systému rozligitelnych ¢astic vykazuje systém bosont za
nizkych teplot zvlastni vlastnosti — ¢astice maji tendenci se v mnohem vétsi mite shlukovat (kon-
(napf. v zavislosti tepelné kapacity na teploté) i v chovani, kdy makroskopicky systém vykazuje
vlastnosti odpovidajici normélné jednocasticové vinové funkci.

Neékteré bosonové systémy vykazuji vlastnosti, jez lze chapat jako podobné Boseho-Einsteinové
kondenzaci. Piikladem je ptrechod kapalného helia do supratekutého stavu kdy vymizi veskera
viskozita a tepelné kapacita projde takzvanym lambda bodem. Jinym prikladem muze byt systém
Cooperovych para (para elektront s opa¢né orientovanym spinem interagujicich prostfednictvim
miizkovych vibraci) v supravodi¢i. Nicméné tyto systémy lze popsat jako bosonové kondenzaty
jen kvalitativné a velmi pfiblizné. Na rozdil od piivodniho Einsteinova modelu idealniho plynu je
totiz v téchto systémech naprosto podstatna vzajemna interakce ¢éstic. Jakym zptisobem vsak co
nejblize realizovat idealni bosonovy kondenzat?

Problém je v tom, ze pokud chceme, aby ¢astice interagovaly jen minimélné, museji byt v dosta-
tecné vzdalenosti od sebe, ¢ili musime pracovat se zfedénymi plyny. To vSak pfinasi dalsi problém
— kritick4 teplota kondenzace klesa s klesajici hustotou ¢astic. Cim Fidsi plyn mame, na tim niz-
1 teplotu musime systém chladit. Praveé technologie chlazeni atomii nakonec prinesly rozhodujici
prulom v této oblasti. Pro ziskavani zvlasté nizkych teplot je zapotiebi plisobit na atomy vhodnou
kombinaci optickych a magnetickych poli. Za hlavni prispévky v této oblasti byla udélena Nobelova
cena za fyziku v roce 1997 (Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji a William D. Phillips). Samotna
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Boseho-Einsteinova kondenzace atoméarniho plynu byla poprvé uskuteénéna v roce 1995 a odména
v podobé Nobelovy ceny za ni ptisla roku 2001 (Eric A. Cornell, Wolfgang Ketterle a Carl E. Wie-
man). Dnesni experimenty testuji nejriznéjsi moznosti manipulaci s témito kondenzaty: koherentni
sklddani kondenzovanych atomt do molekul a rozebiréni zpét, vytvareni vira, interference nékolika
kondenzati podobné jako interference optickych poli a mnoho dalsich. Nékteré vlastnosti konden-
zatl jsou analogické koherentnimu laserovému svétlu. V dobé, kdy byl sestrojen prvni laser, neméli
lidé tuseni, kde vS§ude najde praktické uplatnéni. Jaké aplikace nakonec nalezne Boseho-Einsteinova
kondenzace se dnes také miizeme jen dohadovat.

5.5.2 Zavislost chemického potencialu na teploté

Stfedni pocet bosonii nachézejicich se v n-tém stavu zavisi na energii tohoto stavu E, a je dan

rozdélovaci funkei )

f(En) = "En-n .

e kT — 1

V tomto vztahu je p chemicky potencidl, jenz obecné zavisi na teploté a na poctu castic v daném
prostoru. Nez se pokusime ur¢it konkrétni prubéh této zéavislosti, najdéme jeho nékteré dilezité
obecné vlastnosti.

Polozme pro jednoduchost hodnotu energie zédkladniho stavu rovnu nule. V tom piipadé p nemuze
nabyvat kladnych hodnot. Pokud by p bylo kladné, nabyvala by funkce f(FE, = 0) pro pocet
¢astic v zadkladnim stavu zapornou hodnotu, coz je pocet castic v zakladnim nepripustné. Pri

vysokych teplotach lze ocekavat, ze Boseho-Einsteinovo rozdéleni bude piechézet v Maxwellovo-
Boltzmannovo rozdéleni (b.19)

En—p M E

f(E,) ~e "+ =eiTe &

S

S

To nastane tehdy, kdyz et > 1a jednicku ve jmenovateli 1ze zanedbat. Takové situace se na-
stane, pokud bude mit u vyrazné zapornou hodnotu. Pokud teploty snizujeme, bude chemicky
potencial p rist, coz vede ke zvySovani stfedniho pocétu ¢astic v nejnizsich stavech. Rist che-
mického potencidlu v8ak neni neomezeny — nemuze piekrocit nulovou hodnotu. Obvykle dochazi
k tomu, ze pfi jisté kritické teploté 7. chemicky potencial dosdéhne nulové hodnoty a na té zistava
pri vSech teplotach nizsich nez T' < T.. V takové situaci je populace excitovanych stavii limitovana
hodnotou 1/(e®»/*T) — 1), kdezto pocet ¢astic v zdkladnim stavu miZe byt neomezeny. Hroma-
déni velkého mnozstvi ¢astic v zakladnim stavu nazyvame Boseho-Finsteinovou kondenzaci. Jak
k ni dochézi a jaké jsou nejdulezitéjsi vliastnosti Boseho-Einsteinova kondenzatu mizeme uréit na
zékladé znalosti dvou faktoru: rozdélovaci funkce f(F,) a hustoty stavi.

5.5.3 Hustota stavua

Modelovy ptipad klasické ¢astice s hmotnosti m pohybujici se volné v objemu V (¢ili ¢astice
v potencialové jamé) jsme jiz popisovali v ¢asti . Celkovy pocet stavi takové ¢éastice s energiemi
v intervalu mezi E a E + dE pak udava degeneracéni faktor podle (p.21))

g 3/2 Voo /2
E)y==02m)"" —=E"%
g(B) =2 om)"? BV
kde faktor g predstavuje spinovou polarizaci ¢astice souvisejici s moznymi orientacemi jejiho spinu
(a vlastné degeneraci jednotlivych energetickych hladin).

Pokud je ¢éstice drzena v pasti s harmonickym pribéhem potencidlu, mé hustota stavi jiny pribéh.
Uvazujme anizotropni potencial s frekvencemi podél hlavnich os w,, w, a w., tedy

1
Ur) = 5m (wia? + wiy? + w?z?) .
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Energie takovéto Céstice zavisi na trech kvantovych ¢islech,
Erpnym. = h(weng +wyny +w.n.) ,

kde n,,. = 0,1,2,... a energii méfime od hladiny zakladniho stavu (viz poznamka na s. bg).
Pocet stavii s energif mensi nez £/ muzeme odhadnut v limité £ > hw,, . pomoci objemu jehlanu
v prostoru soufadnic n,, n, a n,. Tento jehlan mé vrchol v po¢atku a jeho hrany leZici v osach n,,
n, a n, jsou ohrani¢eny hodnotami £/(hw,), E/(hw,) a E/(hw,). Objem takového jehlanu je
E3
N(E)= ———,

(E) 6h3wwyw,
coz ndm opét umoziuje ur¢it pocet stavi g(E)dE v intervalu (£, E 4+ dE)

1 2
2w wyw,

AN = g(E)dE = (5.35)

Podobné jako v pripadé ¢éastice v potencidlové jameé jde o mocninnou zavislost. Nékteré dalsi vztahy
lze odvodit podobnym zptisobem pro model ¢astice v potencidlové jameé i pro model oscilatoru,
proto bude vhodné zavést obecny vztah

g(E) = Co B>, (5.36)

kde o = 3/2 pro ¢astici v pravothlé potencidlové jamé a a = 3 pro tiirozmérny oscilator. Pfislugné
konstanty pak v tomto oznaceni jsou (pro g = 1)

(5.37)

5.5.4 Kriticka teplota

Kritickéa teplota T, je nejvyssi teplota, do které je jesté zékladni stav obsazen makroskopickym
mnozstvim ¢astic. Mzeme ji ur¢it z rovnosti, ve které pokladame p = 0, a pocet ¢astic v excito-
vanych stavech je roven celkovému poctu Castic, tedy

[
el — 1
0
Dosadime-li sem za g(F) ze vztahu (b.36), obdrzime

7 Ea—l
N =0, / — dE.
0

erflc — 1

Posledni integral lze upravit substituci u = E/(kT.) na tvar

o

—1
—du. (5.38)

u

oo
N = ¢, (KT)° / -

0
coz umoziuje dostat veli¢inu 7, mimo integral a vyjadrit tak N jako vyraz umérny 7. Konstan-
ta amérnosti pak zavisi na konkrétni hodnoté integralu; tu muzeme ziskat bud numericky nebo
v analytickém tvaru jako

[ S—jdu=r(@)s(a),
0
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kde I'(«) je gama funkce a ((«) je Riemannova zeta funkce. Zde se spokojime s tabulkovymi nu-
merickymi hodnotami pro uvazované hodnoty «; pro a = 3/2 je I'(3/2) = //2 a ((3/2) ~ 2,6122,
pro a = 3 je I'(3) = 2 a ((3) ~ 1,202. Z rovnice (.3§) tak dostavame vyjadfeni pro kritickou
teplotu

N 1/
KT, = | =———— , .
() (5:39)
coz pro Castici v pravothlé jamé dava
h2 N 2/3

a pro tfirozmérny harmonicky oscilator pak
kT, ~ 0,94h (wxwysz)l/?’. (5.41)

Jak je vidét, v obou piipadech zavisi kriticka teplota jednak na charakteristickych vlastnostech
systému (frekvence oscilatoru, rozmér jamy) a také na poc¢tu ¢astic — s rostoucim mnozstvim ¢astic
roste i kriticka teplota.

5.5.5 Kondenzovana c¢ast

Predpokladejme nyni nizsi nez kritickou teplotu, 7' < T.. Integrujeme-li stfedni pocet Céstic ve
stavu s energii £ hustotou stavii, vyjde integral mensi nez je celkovy pocet Céastic v systému

erfe — 1

o1
l/ﬁr—@me<N
0

Kam se podély zbyvajici ¢astice? Nemohou se nachézet jinde, nez v zédkladnim stavu systému.
Pripomenme, ze urc¢ovani poctu ¢astic pomoci integralu pres hustotu stavii mé smysl jen v limité

Cvv s

ze kvantové stavy maji diskrétni povahu. Integral tak méa vyznam poctu cdstic nachdzejicich se
v excitovanijch stavech

.%:@/églw:@mm@@m%

erTe — 1

S vyuzitim vztahu (5.39) pro kritickou teplotu pak dostavame

T «
N=N|(=]) .
(=)

Ostatni ¢astice v zakladnim stavu pak tvoii kondenzovanou éast, jejich pocet musi byt

No(T)=N = Ny = N {1 - (%)a} .

Pro c¢astice v pravothlé potencidlové jamé tak mame

No(T)=N — Ny =N [1 - (T)

kdezto pro Castice v harmonické pasti dostavame
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5.5.6 Tepelna kapacita

Tepelna kapacita bosonového systému ma odlisny priibéh nad a pod kritickou teplotou. Uvazujme
nejprve teploty nizsi nez T.. Chemicky potencial u je v tom pfipadé nulovy a pro celkovou energii
systému plati

E)dE =C, / —11dE Col(a+ 1)¢(a + 1) (KT)* T,
ekTc —

0\8

Namisto konstanty C, muzeme pracovat s vyrazem obsahujicim celkovy pocet ¢astic N; ziskavame

E = N « Q atl — Q
E= F(a)g(a)(k;Tc)aHF( + 1)¢(a + 1)(ET) Nk

nebot I'(a + 1) = al'(«). Derivaci podle teploty pak dostavame tepelnou kapacitu

Cv :Nka(aﬂ)% (Tz)a

S klesajici teplotou se tedy tepelna kapacita ptiblizuje k nule (jak ocekavame v souladu s t¥etim
termodynamickym zakonem).

C(Oé + 1) Ta+1
((a) T. ’

Pro teploty nad T jiz chemicky potencial neni nulovy a integrace pres energie vede ke kompliko-
vanéjsim vyrazum. Pro celkovy pocet Céastic plati

7 a—1
N = C/E—dE

®
erle — 1

0

Jo c/
ech —1

Protoze pii vyssich teplotach je chemicky potencidl zaporny a vyraz v exponentu nabyvé vyssich
hodnot, 1ze zlomek s exponencidlou nahradit ptibliznym vyrazem podle vztahu

a celkova energie je

1 _ —x 1 N—x+ —2x
=1 T1—ew T8

takze pro pocet Castic a energii dostavame pftiblizné

T H— = u 1 u
N =~ C, / Bt (eTTE + eQTTE) dE = C,I'(a)(kT)" (ekT + 2—ae2kT) : (5.42)
0
— 7 1
E~ Ca/ (e T 4 2T )dE Col (v + 1) (KT)H (ek“T + 2a+1e%> . (5.43)
0
KdyZ oba vyrazy podélime a uvazime, Ze eit < 1, postupné odvodime
E ert + Lre?ir 1+ streir 1
— =akT 2 = kTLN kT T
N @ ekT —+ Ler‘% @ 1+ —eki @ 20‘+1 7
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Vyraz e/*T) mizeme piiblizné vyjadiit z rovnice (5.49) jako
i N

erT =2

~ Cul(a)(kT)°

a pokud nahradime N vyrazem s kritickou teplotou z (), muzeme psat

Tim padem pro stfedni hodnotu energie plati

E ~ aNkT {1 — % (%)T

a pokud tento vyraz derivujeme podle teploty, obdrzime vztah pro tepelnou kapacitu

Cy ~ aNk {1 +(a—1) gfﬁf (?)j .

Konkrétné pro bosonovy plyn v pravotuhlé jamé (a = 3/2) dostavame

T\ 32
140,231 (=
woan ()]

7\ 3
140,150 [ = .
o (3]

Jak je vidét, v obou pfipadech dostavame v limité vysokych teplot vyraz odpovidajici Dulongovu-
Petitovu zakonu. Pobliz kritické teploty je vSak prubéh tepelné kapacity dosti neobvykly; az do
T. tepelnd kapacita s teplotou roste, pak se vSak jeji prubéh lomi a tepelna kapacita klesa ke
své asymptotické hodnoté. Podobny zlom v pribéhu tepelné kapacity je charakteristicky i pro
jiné bosonové systémy — objevuje se napiiklad v kapalném heliu v bodu pfechodu z normélni do
supratekuté faze (takzvany lambda bod).

3

a pro bosony v poli harmonického potencidlu

CVQSN/{Z

5.5.7 Profil hustoty

O tom, Ze se skute¢né podarilo doséhnout Boseho Einsteinovy kondenzace, svédéi napiiklad pri-
béh hustoty ¢astic v zavislosti na poloze. Pokud atomovy oblak ozarime laserovym svazkem, jehoz
frekvence je v rezonanci s nékterym atomovym prechodem, bude svétlo v atomech absorbovéno.
Absorpce bude zéaviset na poloze — kde bude hustota atomu vétsi, bude se vice svétla pohlcovat.
Podobnym zplisobem miizeme promérit i pribéh hustoty rychlosti. Pokud vypneme vSechna pole,
kterd vytvareji past a drzi atomy lokalizované, bude se atomovy oblak volné rozpinat a padat
volnym padem. Predpokladame-li pro jednoduchost klasicky popis pohybu ¢éastic, bude mit po
urc¢ité dobé t dany atom polohu r(t) = ro + vot + %gtz, kde g je vektor gravita¢niho zrychleni
a ro a vg byla poloha a rychlost atomu v okamzik vypnuti pole. Po dostate¢né dlouhé dobé jiz
bude vliv poc¢atecni podminky polohy 7y zanedbatelny vuci vlivu pocateéni hodnoty rychlosti vy
a rozlozeni ¢astic pak odpovida pocate¢nimu rozlozeni rychlosti. Konkrétné atomova past v pu-
vodnim experimentu z roku 1995, za ktery byla udélena Nobelova cena [Anderson et al. (1995),
Science 269, 198] omezovala atomy rubidia do oblasti nékolika mikrometri. P¥i dosazené teplo-
té fadové 100nK je termalni rychlost atomi p¥iblizné 3 mm-s—!. Poloha atomt byla sledovana cca

129



5.5 BOSEHO-EINSTEINOVA KONDENZACE

60 ms po vypnuti pasti, coz znamené, Ze diky ptuvodni rychlosti se oblak atomii rozepne do velikosti
zhruba 200 pm. To znamené, ze ptivodni rozdéleni polohy se zcela ztraci v rozdéleni odpovidajicim

rozdéleni rychlosti.

promeéfime-

U rozdéleni rychlosti (nebo hybnosti) ¢astice v harmonické pasti je dilezité, ze v termalnim stavu
pri vysSich teplotach jeho polositka nezavisi na frekvenci oscilatoru a pro hybnost je rovna Ap =
= mkT. Naproti tomu polositka rozdéleni hybnosti v zdkladnim stavu oscilatoru je na frekvenci
zavisla a rovna Ap = y/mhw/2. Pokud bychom tedy méli ¢astice v anizotropni harmonické pasti,
miizeme snadno poznat, zda se nachazeji v termélnim stavu nebo v zakladnim stavu oscilatoru:
li jeji rozdéleni vektoru hybnosti, dostaneme pro termalni stav symetrické rozdéleni —
polositka bude ve vSech smérech stejné. Pokud se vSak ¢éastice nachazeji v zékladnim stavu, nebude
rozdéleni symetrické — ve smérech s vyssi frekvenci bude Sirsi oproti smérim s nizsi frekvenci. Prave
tato vlastnost pomohla dosvédéit, Ze se kone¢né podafilo ziskat Boseho Einsteintiv kondenzat (viz
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Obr. 5.9: Experimentalné zméreny dvourozmérny profil rychlosti ¢astic pii Boseho Einsteinové
kondenzaci, data jsou z NIST v Boulderu v americkém staté Colorado. Odpovidajici teploty pfti
méfeni byly v poradi zleva 400 nK, 200 nK a 50 nK (zdroj: Wikipedie, upraveno)

5.5.8 Vlastnosti kapalného helia

Atomy helia *He maji nulovy spin a jsou to tedy bosony. Za nizkych teplot by se tedy mél projevit
jejich kvantovy charakter na termodynamickych vlastnostech helia. OvSsem pokud s heliem pra-
cujeme za béznych tlaki, stanou se interakce mezi sousednimi atomy velmi vyznamné pro jejich
dynamiku za mnohem vysSich teplot, nez je kritick& teplota pro Boseho-Einsteinovu kondenzaci.
Helium zkondenzuje do bézné kapalné faze diive, nez muze zkondenzovat do nejnizsiho kvantového
stavu. PTesto se vSak u néj pozoruji vlastnosti analogické bosonovému kondenzétu — supratekutost
a pruchod tepelné kapacity lambda bodem (viz obr. ) k nim patii. Zminme se zde strucné

o nejzajimavéjsich vlastnostech této podivuhodné latky.

O zkapalnéni helia usiloval fadu let nizozemsky fyzik Heike Kamerlingh Onnes. Nakonec se mu to
podaftilo v roce 1908, kdy po zkapalnéni vzduchu zkapalnil vodik a pouzil jej ke chlazeni zkapalno-
vactho pristroje s heliem. Zjistil pti tom, Ze bod varu helia odpovidé teploté 4,2 K. Za své tispéchy

byl odménén Nobelovou cenou v roce 1913.
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Helium *He mé na rozdil od béznych kapalin dva trojné body (viz obr. b.11)) a za nizkych teplot
se muze nachézet ve ¢tyfech fazich. Ke zkapalnéni plynného helia dojde za béznych tlakt pii
teploté kolem 52K. Pevna faze se vyskytuje pouze pii tlaku nad 2,5-10° Pa, pf¥i nizsich tlacich
dojde k fazovému pfechodu prvniho druhu a helium zkapalni. Ovsem kapalné faze jsou celkem dve;
pri ochlazovani z kapalné faze He I, odpovidajici bé&Znym kapalindm, projde helium pii teplotach
kolem 2 K tzv. A-bodem a dostane se do kapalné faze He II. V této fazi ztraci viskozitu a protéka
napiiklad tak tzkymi trhlinami, jakymi zadna bézna kapalina neproteée (o rozmérech 10nm),
takovému heliu fikdme supratekuté. Poprvé si této vlastnosti v§iml ve 30. letech rusky fyzik Pjotr
L. Kapica, ktery pak za sviij objev ziskal Nobelovu cenu roku 1978. Supratekuté helium vzlina po
povrchu jakéhokoliv materialu v asi 30 nm tenkém tzv. Rollinové filmu (obr. 5.13). Pokud by bylo
drzeno v oteviené nadobé, vytece z ni po jejim povrchu; je proto velmi obtizné supratekuté helium
drzet, stény nadob museji byt dokonale tésné a po celém povrchu musi byt dostatecné chladné.
Jinak by se helium z teplejsiho mista odpafovalo a na jeho misto by po povrchu neustéle proudilo
dalsi supratekuté helium.

Diky vysoké tepelné vodivosti (nékolik-

l setkrat vyssi nez u médi) nelze He II

— privést k varu; pii ohfivani se bude

20 (L tato latka vzdy vyparovat povrchoveé.

_ Pii fazovém ptrechodu druhého druhu

§ 16 |- u helia dochéazi k nespojitosti v pribé-

= _ 8 hu derivace tepelné kapacity, v prubé-

8 12 hu koeficientu teplotni roztaznosti a ta-

i _ ké elektrické permitivity v zavislosti na
3 8 L teploté.

— Supratekutost vSak ma ponékud kom-

4L plikovanéjsi charakter. Je tu jista ana-

0 — logie s Boseho-Einsteinovou konden-

zaci, kdy se zna¢né (makroskopické)
mnozstvi ¢astic nachazi ve stejném, za-
kladnim kvantovém stavu, ale pri ne-
Obr. 5.10: Pritbéh tepelné kapacity v lambda prechodu  nulové teploté bude vzdy jista cast ve

u kapalného helia (pfevzato z [38], originalni zdroj: vyssich kvantovych stavech. Helium II
Buckingham, M.J., Fairbank, W.M., , The Nature of the 5S¢V radé pripadi chova jako smés dvou

Lambda Transition®, in Progress in Low Temperature kapalin, z nichz jedna je supratekuta

Physics III. North Holland Publishing: 1961) a druha normalni, pfi poklesu teploty
roste podil supratekuté slozky na tkor

1,5 -10 05 0 05 10 15
AN

norméalni a naopak.

Timto tzv. dvoukapalinovym modelem lze vysvétlit nékolik zajimavych efekti. Jednim z nich je
hodnota viskozity zavisla na zptisobu méteni. Pti prichodu tenkou kapildrou vykazuje helium II
nulovou viskozitu, zatimco pokud provadime méreni pomoci souosych diski, z nichz jeden rotuje,
druhy je v klidu a mezi nimi je helium, namérime nenulovou viskozitu. Proudéni kapilarou se
zlcastni totiz pouze supratekuté slozka, zatimco rotujici disky s sebou strhavaji i normélni slozku.

Termomechanicky efekt nastava tehdy, pokud poérovita prepazka rozdéluje dvé ¢asti néddoby se
supratekutym heliem a v jedné ¢asti nadoby zvysime teplotu. Dojde tim ke vzristu tlaku v ohiivané
¢asti nadoby, nebot pfepazkou mize proudit pouze supratekuta slozka. V teplejsim prostoru se bude
cast supratekuté slozky preménovat na normélni, ta vSak jiz nemiize pronikat prepazkou zpét.
Snizeni koncentrace supratekuté slozky vsak povede k jejimu pfilivu z chladnéjsi ¢asti. Funguje
to i opacné: pokud v jedné ¢asti nadoby zvysime tlak, dojde tu i ke zvySeni teploty. Na stejném
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Obr. 5.11: Graf koexistence fazi pro helium *He; hrani¢n{ kiivka oddélujici faze I a IT (A-hranice)
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konéi ve dvou trojnych bodech (pievzato z [3§)])

principu pracuje tzv. fontanovy jev (obr. ) Nadobku na obou koncich otevienou napéchujeme
u dna praskem a ¢asteéné ponofime do kapalného helia II. Praskovou vrstvou miize proudit pouze
supratekutéd slozka. Pokud nadobku nad vrstvou prasku zahfivame (napft. svételnym svazkem),
povede preména supratekuté slozky v normalni k pretlaku a tim k neptetrzitému tryskani kapalného

helia z horniho otvoru banky.

V supratekutém heliu se muze $ifit nékolik druht zvuku. Tzv. prvni zvuk je obdobou bézného
doprovazenych oscilaci hustoty latky. Druhy zvuk je tvofen teplotni
vlnou, pfi které osciluje pomér mezi supratekutou a normalni slozkou helia. Tento typ vInéni je

zvuku, tedy tlakovych vin

hlavni pri¢inou mimoiadné vysoké tepelné vodivosti helia II.

Obr. 5.12: Vzlinani supratekutého helia po sténach nadob v Rollinové filmu a fontdnovy jev
(prevzato z Wikipedie (fotografie) a z [38] (kresba))
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5. STATISTICKA ROZDELENI, BOSONY A FERMIONY

Kromé izotopu “He se helium vyskytuje jesté jako izotop *He, v pifrodé velmi vzacny s relativnim
zastoupenim asi 107%. M4 jaderny spin 1/2 a se dvéma elektrony je tedy fermionem. Vytvofit
supratekutou fazi helia 3He se podafilo v roce 1971 pii teploté 2,7mK a tlaku 34atm (David
M. Lee, Douglas D. Osheroff a Robert C. Richardson, Nobelova cena r. 1996). ProtoZe se jednéa
o fermiony, nelze v pripadé supratekutosti mluvit o bosonové kondenzaci heliovych atomt. Dvojice
atomu vSak mohou vytvaret slabé vazané pary obdobné Cooperovym partim v supravodicich,
které maji celoc¢iselny spin a jsou tedy bosony. Protoze vazba tvotici Cooperovy pary heliovych
atomu je velmi slaba, je tfeba pracovat s mimotfadné nizkymi teplotami. Na rozdil od elektronovych
Cooperovych part, které maji celkovy spin 0 se spiny *He skladaji na 1. To vede k dal§im zajimavym
efekttiim plynoucim z riznych pripustnych orientaci celkového spinu kazdého paru a tim k celkové
anizotropii. Jako diisledek pak existuje nékolik typti kondenzatt helia *He.

Pro ochlazovani na zvlasté nizké teploty ma velky vyznam smés obou izotopi. Ta muze prejit do
supratekuté faze, pri¢emz poloha A-bodu zavisi na koncentraci *He. Pokud ochlazujeme smés pii
dané koncentraci pod urcitou teplotu, oddéli se od sebe dvé kapalné faze, z nichz jedna bude mit
vy&si koncentraci *He nez druha. Teplota, pii které takové oddéleni nastane, zavisi na pivodni
koncentraci *He, obsah obou izotopti v obou oddélenych fazich zavisi na teploté: ve fazi bohaté
na *He bude i ur¢ité procento *He, bude vak klesat s teplotou a podobné to bude pro zastoupeni
3He ve fazi bohaté na “He. Dulezité vSak je, Ze ve fazi bohaté na *He koncentrace izotopu *He
nikdy neklesne pod 6 %, a to ani p¥i nulové teploté. Pokud ma atom helia *He projit rozhranim
oddélujicim obé faze, musi pii tom ziskat nebo odevzdat uréitou energii (podobné jako molekula
vody musi ziskat energii aby se mohla dostat z kapalné faze do plynné). Konkrétné pro prechod
z faze bohaté na 3He do faze bohaté na *He musi atom 3He ziskat energii z okolniho prost¥edi.
Kdyz budeme mit v nadobé ze dvou stran oteviené dvé takovéto faze helia a ze strany s fazi bohaté
na *He budeme odéerpavat pary helia 3He, budou z faze bohaté na *He proudit atomy *He tak,
aby jejich koncentrace byla alesponi 6 %. Pri tom vSak budou neustale odebirat energii okoli a tak
ho ochlazovat. Timto zptsobem lze dosdhnout nizkych teplot az 20 mK.
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