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» neN,n>2 GCD(a,n)=1

n est premier si et seulement si

(X +2)" = X"+ a (mod n) (2.1)
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»acl
» neN,n>2 GCD(a,n) =1

n est premier si et seulement si

(X+a)"=X"+a (mod n) (2.1)

Démonstration.
Le coefficient de X' (0 < i < n) de (X +a)" est c = (7)a"""

» Si n est premier: ¢ =0
> Si g¥|ln, ¥ 1 (1), or GCD(n,a) =1 donc () # 0
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Préliminaire

Plus petit entier k tel que a¥ = 1(modr)

nombre d’'entier < r premiers avec r I

Def : LCM(m) = ppcm des m premiers entier

Theorem

Lek(m) > 2™ (3.1)
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L’algorithme

if ( n=a® b> 1) output COMPOSITE
Trouver le plus petit r tel que o,(n) > 4log? n.
If 3a < r tel que 1 < gcd(a, n), output COMPOSITE
If n < r output PRIME
For a=1to [2,/é(r)logn| do
if ((X aF a)" # X"+ a(modX’ —1, n)), output COMPOSITE
Output PRIME




Analyse de algorithme

1. Si n est premier, I'algorithme retourne PRIME
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Analyse de algorithme

1. Si n est premier, I'algorithme retourne PRIME
2. PRIME = n premier

2.1 Existance d'un r < [16log® n]

2.2 Définition d’un groupe, étude de sa cardinalité : et
contradictions
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Analyse de algorithme

1. Si n est premier, I'algorithme retourne PRIME
2. PRIME = n premier
2.1 Existance d'un r < [16log® n]
2.2 Définition d’un groupe, étude de sa cardinalité : et
contradictions
3. Complexité
3.1 Basique

3.2 Améliorations
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if ( n=a®, b > 1) output COMPOSITE
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S1 n est premier, on retourne PRIME
Les lignes a étudier :

if ( n=a®, b > 1) output COMPOSITE

If 3a < r telque 1 < ged(a, n), output COMPOSITE l

For a=1to [2\/¢(r)logn] do

if (X+a)"# X"+ a(modX" — 1, n)), output COMPOSITE

[m]
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Lemma

Il existe un r < [16log® n] tel que o,(n) > 4log® n
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Ezistance d’un r < [16log” n]

Lemma
Il existe un r < [16log® n] tel que o,(n) > 4log? n

Démonstration.
soit ri,r — 2, r: les nombres tels que oy, < 4|og2 n. Chaque r; divise
le produit
[4log? n]
H (ni o 1) < n16log4n < 216Iog5n
i=1

Par le lemme 3.1 (LCM), on a donc un des r; < [16 log® n] O
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» Soit p un diviseur de n

» Soit | = {n".p/|i,j > 0}
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Définition de G

v

v

Soit p un diviseur de n
Soit | = {n'.p/|i,j > 0} J

v

G est I'ensemble des restes de | modulo r

v

G est un sous-groupe de ZF car gcd(n,r)=1

v

G est engendré par n et p
On pose t = |G|, t > o,(n) > 4log®n

v
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Soit h(X) un facteur irréductible de @,(X) dans F,, le r'®™ polynome
cyclotomique. Il a degré o,(p)
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Définition de 4

Soit h(X) un facteur irréductible de @,(X) dans F,, le r'®™ polynome
cyclotomique. Il a degré o,(p)

p est non nul.

& est I'ensemble des polynéme de P dont le reste modulo h(X) et

& est généré par X +1,X +2,...,X + [ dans F,[X]/(h(X))
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Etude de la taille de 4

Lemma

|g| > (t+l 2)

(4.7)
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Etude de la taille de 4

Lemma
91> (7 @)
Lemma
Si n n’est pas une puissance de p

|s¢|< n?Vt

(4.8)
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Etude de la taille de 4

v

D’aprés le lemme 4.7, en prenant t = [G] et

I = [2y/9(r)logn] :

t+1-2

9l = ()
> ...

> 1n2‘/?
- 2

» Or d’'aprés le lemme 4.8 : Si n n'est pas une puissance de p :
9| < %nz\/?
» donc n est une puissance de p

» donc n=p




Etude de la complexité

Lif(n=2a"b>1)...
2. Trouver r,
o,(n) > 4log®n ...

3. If 3a < r tq ged(a,n) ...

4. fn<r...
5. Fora=1to

[2y/¢(r)log n|
if (X4 a)"#
X"+ a(modX" — 1, n))

1. O(log®(n))

2. recherche “exhaustive” :
O(log" (n))

3. 0(log®)

4. O(log n)

5. |24/9(r)logn].log?n =
O(IogIO.S)n

D’otr : O(log'®® n)
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Conclusion

» Un algorithme polynomial pour la primalité

» Moins performant en pratique

» Utile pour les utilisations critiques
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Conclusion

Un algorithme polynomial pour la primalité
Moins performant en pratique

Utile pour les utilisations critiques

Améliorations :
> Lemme sur la taille de r : O(log”® n)
» Conjecture : si r est premier ne divisant pas n, alors
(X +1)" = X"(modX" — 1, n) ssi n est premier ou
n? = 1(modr)
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