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Uvod

Cilem ucebniho textu Diferencidlni geometrie ploch v tilohdch je poskytnout ¢tenarum bo-
haty sbornik 1loh, ktery jim umozni si dostateéné procvi¢it vybrané partie z diferencialni
geometrie ploch. Primarné je urcen posluchacum prvniho semestru magisterského studia
matematiky na Prirodovédecké fakulté Univerzity Palackého v Olomouci.

Je rozclenén na 7 zakladnich kapitol, které pokryvaji ucivo casti predmétu Dife-
rencidlni geometrie (KAG/MDIGT) vénované plocham. Zavéreéna kapitola pak obsahuje
vyobrazeni nejcastéji se vyskytujicich ploch v zadani piikladu a loh.

Shirka ma jednotnou stavbu. V uvodu je nastinéno, o ¢em se bude v dané kapitole
hovotit, jsou zde vymezeny cile a uvedeny klicové pojmy pro snazsi orientaci v textu.
Vyuzit ji tedy pomohou bez obtizi i studenti distan¢niho studia. Nasleduje teoreticka
¢ast, kde si lze zopakovat nejvyznamnéjsi poznatky. Véty jsou uvadéné bez dukazu (ty
1ze vyhledat v doporucené literatufe, jejiz seznam je pripojen na konci textu), je k nim
vsak ve vétsiné pifpadi piipojen komentdi vysvétlujici jejich tvrzeni ¢ pouziti. Regené
priklady jsou vyfeSeny velmi detailné, postup je doplnén fadou osvétlujicich poznamek.
V dalsich dvou ¢astech ma ¢tenéar k dispozici jednak nékolik kontrolnich otézek, jednak
nefesené ulohy ve Cviceni. Obé sekce proveruji, do jaké miry ucivo pochopil, zapamato-
val si podstatné informace a zda je umi aplikovat pii feSeni tloh. Najdete je na konci
kazdé kapitoly. Jejich prostfednictvim zjistite, jestli jste splnili formulované cile.V obou
pripadech je vSak pro kontrolu uvedeno spravné reseni.

Za kazdou kapitolou je pripojen volny list pro pfipadné poznamky. Jako pruvodci stu-
diem Vam poslouzi nésledujici ikony, které by Vam mély usnadnit samostatnou praci s
textem.

//////

@ Privodce studiem: V této casti pochopite propojenost uciva s predchozimi kapito-
zivota.

Motivace: Zde bude vysvétleno, pro¢ se danou problematikou budeme zabyvat, jaky
8:} je jeji vyznam ¢i uziti.

Clile: Na zacatku kazdé kapitoly naleznete konkrétné formulované cile. Jejich prostiednictvim
@ ziskate prehled o tom, co budete po nastudovani piislusného tématického celku
umeét, znat, co budete schopni délat.

Klicové pojmy: Hned na zacatku kazdé kapitoly najdete klicové pojmy, které byste
@_g meli po jejim prostudovani byt schopni vysvétlit. Vracejte se k nim i pii dalsim
¢teni a opakovani, dokud si je dostatecné nezafixujete v paméti.

5



Pasaz pro zajemce: Tato cast textu je urcena tém z vas, ktefi mate zdjem o hlubsi
P4 studium problematiky, nebo se chcete dozvédeét i néjaké zajimavé podrobnosti vzta-
hujici se k tématu.

Literatura: Odkazuje na konkrétni pasaz v literature, jejiz seznam lze najit na konci
ucebniho textu.
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Kapitola 1

Vektorové funkce vice proménnych

183

d

1.1

Uvodnf kapitola slouzi k zopakovani poznatku o vektorovych funkcich vice proménnych.
V podstaté zobecnuje poznatky o vektorovych funkcich jedné proménné, s nimiz jste
se seznamili pfi studiu teorie kiivek.

Vektorové funkce jedné realné proménné predstavuji v diferencialni geometrii stézejni
nastroj vyuzivany k popisu kiivek. Umoznuji snadno zavést napf. pojem tecného
vektoru. Analogicky pak vektorové funkce vice proménnych slouzi k charakteristice
ploch. Proto je dulezité s nimi umét pracovat.

Po prostudovani této kapitoly dokazete:

— definovat vektorové funkce vice proménnych,

— Tesit zakladni ulohy vektorové analyzy.

vektorova funkce vice proménnych; limita, spojitost, derivace a diferencial vektorové
funkce vice proménnych; Tayloruv rozvoj

Zakladni vlastnosti

Definice 1.1.1 Necht M C R2. Zobrazeni f : M — Es, resp. f : M — V3, nazyvame
bodovou, resp. vektorovou funkei dvou proménnych. Mnozina M se nazyva defini¢ni obor
funkce.

Ctenaf sém jisté snadno zdivodni, pro¢ se jednd o funkei dvou proménnych, analogicky
Ize definici zobecnit i pro n proménnych. Pro uplnost byla zavedena i funkce bodova, déle
vsak budeme hovotit vyhradné o funkcich vektorovych. O tzkém vztahu mezi témito
dvéma typy funkci je podrobnéji pojednano v nasledujici kapitole. Doplime jesté pro
uplnost zpusob zapisu obou funkei:

P(uy,ug) = [x(ul,uQ),y(ul,UQ),z(ul,u2)] ,

ﬁ(u17u2) = (I(ulauz)vy(ulv'lf)v z(ul,uQ)) s

kde v obou pifpadech (u!,u?) € M.



Definice 1.1.2 Rekneme, Ze vektorova funkce p(u', u?) mé limitu py v bodé (ud, u2), coz
budeme zapisovat ve tvaru

lim p(ut, u?) = po,
(ul,uQ)H(u(lj,u%)p( ) Po

jestlize
Ve > 035 > 0:V(u',u?) € M, (u',u?) # (up, ug) :
(', u®) = (ug, ug)| < 0 = [plu’, u?) — po| <e.
Stejné jako v piipadé vektorovych funkei jedné proménné vysetiujeme existenci limity

vektorové funkce vice proménnych pomoci limit jednotlivych soutadnicovych funkei z,y
a z. Plati totiz néasledujici vztah

lim plut,u?) = <( lim w(u', u?), lim y(ut, u?), lim z(ul,UZ)) :

Y
(ut u?)— (ug,ug) ul u?)— (uf,ug) (ulu?) = (ug,ug) (utu?) = (ug,ug)

pomoci néhoz je v literatute limita vektorové funkce mnohdy definovéana.

Nyni muzeme pomoci limity zavést pojem spojitosti a nasledné pak derivaci vekto-
rové funkece.

Definice 1.1.3 Rekneme, Ze vektorova funkce je spojitd v bodé (u}, u?), jestlize v tomto
bodé existuje jeji limita a je rovna funkcéni hodnoté v tomto bodé.

Definice 1.1.4 Necht (u},u3) € M. Pak vektory

‘ &)
l

ﬁ(u(l) + hv ug) — ﬁ(“(l)v u(2)>

oul h—0 h ’
. op o plup,ud 4+ h) — plup, u?
Pl ) = 22 (uduf) = Jimg 0101 Z L 10),

pokud existuji, se nazyvaji parcidlni derivace dle proménné u' a u?.

Podobné jako u limity lze derivaci zavést pomoci derivaci souradnicovych funkei vzta-
hem

0 1,2 1 2 1 9
aui(xWa“)»y(U,U),z(u,u)):(

Oz (u',u?) Oy(u,u?) 0z(u',u?)
ou 7 ouw T o '

Podrobné pojedname o tomto piistupu (prechodu k souradnicovym funkcim) v feSeném
prikladu.



1.2 Resené priklady
Priklad 1.2.1 Vypoctéte diferencial funkce
Plu,v) = (u—v)ey + (u+v)és + (u* + v*)és.
Resent:
Nez se dostaneme k feSeni vlastni tlohy, ukazme si na zminované funkci pojmy za-
vedené v teoretické c¢asti. Predné si vS§imnéme, Ze se jedna o funkci dvou proménnych,
kde u! = u,u? = v a Ze zkoumand vektorovd funkce je zaddna jako linedrni kombinace

vektorti standartni baze v R®. Definiénim oborem této funkce je zfejmé celd rovina R2.
Zapisme funkci p' v obvyklejsim tvaru:
plu,v) = (u—v,u+ v, u? +v?),
—— = ——
T Yy z

kde jsme naznacili, Cemu jsou rovny jednotlivé soutadnicové funkce. Pomoci nich, jak bylo
uvedeno v teoretické ¢asti, v praxi provadime vlastni vypocty.

Chceme-li napf. spocitat limitu dané vektorové funkce v bodé (2, 1), vypocteme danou
limitu pro jednotlivé soutadnicové funkce v daném bodé, tim vsak prakticky opoustime

problematiku vektorovych funkei, kterou jsme prevedli na tlohu o redlnych funkcich vice
proménnych. V nasem piipadé tedy dostaneme

lim  plu,v) = lim (u—w), lim (u+wv), lim u2+v2>:

(u,v)—(2,1) p( ) ((u,v)—>(2,1)( ) (u,v)—>(2,1)< ) (u,v)—>(2,1)( )
=(2-1,2+1,224+1%) = (1,3,5).

Podobné ,,po slozkach® vypocteme i derivace

op op

— =(1,1,2u); — = (—1,1,20).

5y~ )i 5, = )

Nyni muzeme piikrocit k feseni tlohy. Pripomenme, ze diferencial vektorové funkce je
definovan analogicky jako pro funkce realné, tj.

2 oF

dp(ut, u®) = du’.
plu, u”) Zl i L

Odtud plyne pro uvazovanou funkci
dp(u,v) = (1,1,2u)du + (—1,1,2v)dv =
= (du — dv)é; + (du + dv)és + 2(u du + v dv)eés.

1.3 Kontrolni otazky

1. Jaky je rozdil mezi bodovou a vektorovou funkci?
2. Vyslovte vétu o spojitosti vektorové funkce pomoci souradnicovych funkei.
3. Co znamena, ze vektorova funkce je tridy C™?7

4. Pokuste se definovat Tayloruv rozvoj pro vektorové funkce dvou proménnych. Kde
jste se s Taylorovym rozvojem setkali pti studiu kiivek?

9



1.4 Cviceni

1. Urcete defini¢ni obor, rozhodnéte o spojitosi a vypoctéte parcidlni derivace prvniho
fddu funkce plu,v) = (ue’, u? + v, uv).

2. Je dana slozena vektorova funkce dvou proménnych

—

P(E) = (2] + 23)&1 + 112965,
kde
T = (ug cosug)e) + (uq sinug)és.

Vyjadrete funkci p' pomoci proménnych uy, us a vypoctéte %,z’ =1,2.

2. Vyjddrete Tayloruv rozvoj funkce plu,v) = (u* + v3)é; + udvey v bodé (1, —1).

1.5 Odpovédi na kontrolni otazky

1. Bodova funkce zobrazuje do eukleidovského prostoru - prifazuje tedy body, zatimco
vektorova funkce zobrazuje do zaméteni piislusného prostoru - pritazuje vektory.

2. Vektorovd funkce pluy,us) je spojitd v daném bodé (na daném intervalu) prave
tehdy, jsou-li v daném bodé (na daném intervalu) spojité vsechny jeji souradnicové
funkce.

3. Tato vlastnost znamend, ze dand vektorova funkce je spojitda i se vSemi svymi
parcidlnimi derivacemi do fadu n véetneé.

4. Tayloriv rozvoj vektorové funkce p(u), kde u = (u', u?), v bodé
ug = (up, u?) je dén vzorcem
dp(u d*p(u d™p(u
Pl 0)+ Pl 0)+”'+ Pluo)
1! 2! m!

plu) = pluo) + + Ron(u = o),

kde
lim —Rm(u — o)

u—ug |u — u0|m

= 0.

V teorii krivek se Tayloruv rozvoj vyuziva pii studiu styku kfivek.

1.6 Vysledky

1. D = R? funkce je spojitd na celém definiénim oboru (ovéifme pomoci soufadnicovych
funkef), 2—5 = (e, 2u,v), % = (ue”, 2v,u)
> (02 2 - o :
2. plug,ug) = (uf, ui cosug sin ug, 0), e = (2uq, uy sin 2ug, 0),
op 2
35 = (0,uj cos2uy, 0)

3. po vypocteni prislusnych diferencialu a po dosazeni do vzorce pro Tayloruv rozvoj
dostaneme:

+(51 - 352>(U1 — 1)2 + 3€Q(U1 - 1)(U2 + 1) - 351(162 + 1)2 + RQ(U — Uo)

10



Poznamky:
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Kapitola 2

Definice plochy a jeji zakladni
vlastnosti

1S3
0

d

Pro definici plochy vyuzijeme pfistup, ktery byl pouzit i pti definici kfivek, tj. po-
moci homeomorfismu. Déale pripomeneme zpusoby zadani plochy a v neposledni radé
zakladni poznatky o zméné parametru plochy.

Nebot celd sbirka je vénovéana studiu ploch, je zapotiebi se dikladné sezndmit se
stézejnim pojmem plochy a zakladnimi principy, jez vyuzivame pii jejich charakte-
rizaci.
Hlavnim cilem této kapitoly je seznamit se s pojmem plochy. Po jejim prostudovani
dokazete:

— definovat plochu,

— klasifikovat typy rovnic, jimiz muze byt plocha zadana,

— aplikovat Einsteinovu sumacni konvenci pii zapisu vzorcu a rovnic.

plocha; parametrické urceni; implicitni a explitni urceni; transformace parametru;
Einsteinova sumacni konvence

2.1 Definice plochy

V této casti se zaméiime na definici plochy. Pro nésledujici ivahy predpoklddejme, ze E,,
znaci eukleidovsky prostor dimenze n a U je konvexni oblast v E,. Pro vétsi nazornost
uvedeme tradi¢ni definici, kterou lze nalézt ve vétsiné publikaci vénujicich se této proble-
matice.

Definice 2.1.1 Necht p: U — E3 je bodové funkce s vlastnostmi:

a) funkce p mé spojité parcidlni derivace ve vSech bodech oblasti U,

b) v kazdém bodé u = (u',u?) € U jsou parcidlni derivace

. dp dp
P1(U) = %7 pz(u) = W

linedrné nezavislé vektory (tzv. requldrnost).

13



Pak ifkdme, ze bodové funkce p je parametrickym vyjddrenim plochy. Cisla u' a u? se
nazyvaji parametry na plose S, jimiz je urcen jeji bod X = p(u', u?).

V nékterych piipadech se pripousti, aby u nékterych (obvykle izolovanych) bodu
mnoziny U nebyl druhy pozadavek z definice plohy splnén. Mluvime pak o singuldarnich
bodech plochy. Analogicky jako u kiivek lze singularity ¢lenit na odstranitelné a neod-
stranitelné. Rovnéz poznamenejme, ze nékteii autori navic pozaduji, aby funkce p byla
prosta.

p Uvedme jesté korektnéjsi definici plochy pomoci pojmu parametrizace.
Definice 2.1.2 Necht p je zobrazeni z konvexni oblasti U do E3. Pak se toto zobrazeni
nazyva (requldrni) parametrizact tridy C", jestlize:

a) je hladké tiidy C", r > 1,

b) je reguldrni, tj. py }f pa,

c) je prosté,

d) kazda posloupnost bodu p(u;y) konverguje k p(u()), pak uu — u(), kde

U(s) elU,:=0,1,2,...

K této definici dopliime, ze z bodu a), ¢), d) plyne, ze zobrazeni p : U — S = p(U) je

homeomorfismem, tj. p je bijektivni, p a p~! jsou spojitd zobrazeni.

Definice 2.1.3 Elementdrni diferencovatelnou plochou tridy C™ pak rozumime takovou
mnozinu S C Es, pro kterou existuje parametrizace p tiidy C” takova, ze S = p(U).
Diferencovatelnd plocha tridy C” je mnozina S C Eg, kterd je lokalné elementérni tiidy
C", tj. okoli kazdého bodu X € S je elementarni diferencovatelna plocha tiidy C.

Zavérem této pozndmky uvedme, ze déle budeme pojmem plocha obyé¢ejné rozumét
elementarni diferencovatelnou plochu tiidy C”, r > 1.

Nyni si popiSeme vztah mezi vektorovou a bodovou funkei.

Y4

p(u)

p(u)

obr. 1: Vztah mezi bodovou a vektorovou funkei

Ptredné si uvédomme, ze bodovd funkce p(u),u € U, je ekvivalentni vektorové funkci
p(u). Bodova funkce p(u) totiz indukuje vektorovou funkei p(u) rozdilem plu) = p(u) — O,

14



kde O je pocatek zvolené soustavy souradné. Naopak lze bodovou funkci z vektorové ziskat
pomoci vztahu p(u) = O + p(u), tj. posunutim pocétku o patiiény vektor p(u), jez byva
zvykem oznacovat pojmem privodi¢ bodu p(u). Situace je zndzornéna na obr. 1.

Necht u = (u',u?) € U. Z uvedeného vyplyva, ze parametrizaci plochy lze popsat
nésledujicimi formulemi (souhrnné oznac¢ovanymi jako parametrické rovnice plochy):

e p = p(ul,u?), tzv. bodovd rovnice,
o 7= p(ul,u?), tzv. vektorova rovnice,

o v = z(u',u?),y = y(u,u?), 2z = z(ul,u?), tzv. soufadnicovy tvar (ziskdme ho ro-

zepsanim predchozich dvou typu rovnic po soutadnicich).

Kromé parametrizace jesté rozeznavame dalsi typy zadani ploch. Jejich rovnice tak
muzeme vyjadrit tfemi zdkladnimi zpusoby:

e parametricky: z = z(u', u?),y = y(u',u?), z = z(u', u?);

e explicitné: z = f(x,y);

e implicitné (jde o obecnou rovnici plochy): F(z,y,z) = 0.

V prvnim piipadé jsou souradnice bodu dané plochy vyjadfeny pomoci parametru

ul, u?; ve zbyvajicich ptipadech pracujeme pifmo se soufadnicemi bodt. Pfipometime, Ze

plochu, kterou lze vyjadrit explicitneé, nazyvame plochou prostou.

Ze zakladnich pojmu dale uvedme transformaci parametru. Piedpoklddejme, 7ze v

@ E; jsou déany dvé oblasti U a U* splnujici predpoklady vyslovené v ivodu kapitoly,
S necht je plocha v Es a p, p* pislusné bodové funkce zobrazujici oblasti U a U*
na plochu S.

Definice 2.1.4 Regularnim zobrazenim F tridy C",r > 1, oblasti U na oblast U* nazveme
zobrazeni F' : U — U*, kde

F= (el u?), paul u?) ).
takové, ze

a) ¢1, e jsou funkcemi tiidy C",

b) v kazdém bodé (u',u?) € U je Jacobidn zobrazeni F nenulovy, tj.
21 ¢
oul Ou?

Prejdeme-li od bodové funkce p, kterd je vyjadrenim plochy S, k bodové funkci

pr=poF,

kde F' spliuje vlastnosti z definice 2.1.4, je tato funkce opét parametrickym vyjadienim
plochy S, coz dokdzeme pomoci ovéreni podminek z definice 2.1.1. Rikdme, Ze jsme na
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plose provedli regularni transformaci parametru. Naopak lze rovnéz dokazat, ze pro kazdé
dvé parametrizace p, p*, jez parametrizuji stejnou plochu, existuje zobrazeni F™* : U* — U
takové, ze

F*=F,

které je prosté, regularni a tiidy C”.

Na zaveér této casti jesté zminme konvenci, jez umoznuje efektivnéjsi a prehlednéjsi
@ matematické vyjadrovani v diferencidlni geometrii ploch.

Finsteinovo sumacni pravidlo: Jestlize se vyskytuje ve formuli jeden symbol v roli
dolniho a poté horniho indexu, pak pro tento symbol predpokladédme sumaci od 1 do n.
Diky této konvenci se znacné zjednodusuji zapisy mnoha formuli, umoznuje nam totiz
vynechavat sumacni znak.

Pro ilustraci uvedme vyraz w;i'z;, ktery je zapsan s vyuzitim zminéného pravidla.
Nebot index i spliiuje pozadavky pro sumacéni konvenci, pfedpokldddme u néj sumaci
pro hodnoty od 1 do n. Naopak index k predpoklady nesplnuje, v tomto zapise je proto
ypevnym* indexem. Lze tedy psat:

Ty 2 = sz?fzk =2 Z ' = 2 - (Tt + 2oy 4 - F Yy,
i=1 i=1

2.2 Resené piiklady

Piiklad 2.2.1 Ovéite, ze funkce plu,v) = (rcosu,rsinu,v), kde r € Rt u € (0; 27),
v € R, je parametrickym vyjadienim plochy.

Resend:

Podle definice plochy je tfeba ovérit, ze dana vektorova funkce mé ve vSech bodech
svého definiéniho oboru, tj. ve vsech bodech oblasti U, spojité parcialni derivace, které
jsou linearné nezavislé. Diferencovatelnost je s ohledem na predpis funkce p’splnéna, nyni
derivace vypoctéme:

p1 = (—rsinu,rcosu,0), py = (0,0,1).

Odtud vidime, ze derivace jsou nejen spojité, ale rovnéz linearné nezavislé. Shrneme-li
vSechny zavéry, pfedstavuje uvazovana bodova funkce parametrické uréenf plochy.! Jedna
se o rotacni valcovou plochu.

Toto parametrické uréeni muzeme ziskat, uvédomime-li si, Ze rotacni valcova plocha
patii mezi plochy primkové. To znamena, ze kazdym jejim bodem prochazi alespon jedna
primka, jejiz vSechny body lezi na dané plose. Ptimkova plocha vznika tak, ze do kazdého
bodu p(t) fidici kiivky popsané rovnici p' = p(t) umistime piimku o smérovém vektoru
q(t). Celkove tedy dostavame, ze piimkovou plochu lze popsat rovnici

m(t,v) = p(t) + vq(t).

INastifime rovnéz postup pro provéieni ve smyslu korektnéjsi definice 2.1.2. V tomto piipadé navic
musime kromé diferencovatelnosti a regularity provérit, ze dand funkce je prostd. Prvni dva kroky jsou
analogické predchozimu postupu, treti krok je splnén s ohledem na omezeni defini¢niho oboru proménné
U.
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Uvédomime-li si, ze fidici kiivkou je v nasem piipadé kruznice (o poloméru r umisténa
tak, ze jeji stfed je totozny s pocatkem soustavy soutadné), snadno odvodime pomoci
jejtho parametrického vyjadieni rovnici rotaéni valcové plochy, smérovy vektor primek
volime (0,0, 1) vzhledem k umisténi kruznice.

Priklad 2.2.2 Ukazte, ze danou valcovou plochu z ptedchoziho prikladu lze urcit pomoci

obecné rovnice x? + 3% = r2.

Resend:
Z parametrického uréeni plynou pro souradnice libovolného bodu dané plochy rovnice

r = rcosu,y = rsinu,z = v. Pro vyraz na levé strané uvazované rovnice postupné
dostavame:

2 2

22 +y? = (r-cosu)® + (r-sinu)? = r*- (cos® u + sin*u) = r2.
Ziskavame tedy platnou rovnost. Kazdy bod plochy popsané uvazovanymi souradnicovymi
funkcemi rovnici tedy spliuje. Na druhou stranu ke kazdému bodu (z, y, z) prostoru, ktery
vyhovuje dané rovnici, 1ze pritadit ¢isla v, v € R tak, aby platily vyse uvedené rovnice pro
x,1, z, pricemz hodnota v je ur¢ena jednoznacné, hodnota u je uréena az na celociselny
nasobek 27. Dana obecnd rovnice popisuje stejnou plochu.

Na zaveér jen doplnme, ze obecnou rovnici ziskame ze souradnicovych funkei eliminaci
parametru u, v, napi. umocnénim a seCtenim prvnich dvou rovnic.

obr. 2: Zemépisna délka a sitka

Priklad 2.2.3 Odvodte parametrické vyjddfeni kulové plochy (sféry).

Resend:

Kazdy bod X kulové plochy o poloméru r je urcen dvéma parametry u, v, které jsou
v geografii znamé jako zemépisnd délka a zemépisnd $irka (viz obr. 2). Necht X; znaci
prumét bodu X do roviny xy. Parametr u potom vyjadiuje odchylku pruvodice bodu X,
a osy x, parametr v odchylku pruvodi¢e bodu X a roviny zy. Ozna¢me z,y, z soutradnice
bodu X. Prvni dvé z nich ziskdme pomoci bodu X;. Nacrtneme-li si situaci v roviné zy,
snadno pomoci goniometrickych funkci odvodime, ze
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r = |0X|cosu,
y = |OX;]|sinwu.

Zbyva odvodit soufadnici z a ur¢it rozmeér |OX;|. K tomu lze vyuzit rovinu uréenou
body O, X, X;. Zakreslime-li patiicny thel v, dostavame

|OX1| = rcosw,

zZ = rsinwv.

Dosadime-li prvni vyjadieni do vztahu pro z,y ziskdme nésledujici vyjadieni kulové
plochy:

X = T COSVCOS U,
Yy = rcosvsinu,

z = rsinw.

Z odvozeni téchto rovnic vyplyva, ze v € (—m;m) a v € (—F; 7). Tato parametrizace
je ale regularni pouze pro u € (—m;7) av € (=5; 7).
Piiklad 2.2.4 Odvod'te parametrické vyjadieni rotacni plochy.

Resend:

Rotacéni plochou rozumime plochu, ktera vznika rotaci kiivky kolem urcité piimky, tu
poté nazyvame osou rotace. Lezi-li dand kiivka v roviné prochazejici osou rotace, nazyva

se merididnem. Predpoklddejme, Ze merididn leZi v roviné zz, a necht je osou rotace osa
z. Kfivka ma proto rovnice

kde v € (a,b). Kazdy bod X|[x;y;z] uvazované rotaéni plochy je urceny jednak pa-
rametrem v, jednak parametrem wu, jenz vyjadiuje uhel, o ktery se musi otoc¢it bod
Y[e(v);0;9(v)] puvodni kiivky pii rotaci do bodu X. Je patrné, ze posledni soufadnice
bodu Y se béhem rotace neméni, je tedy shodna se souradnici z. Zbyva vysetftit souradnice
x,y. K tomu vyuzijeme prumeét bodu X, Y do roviny zy. Zde snadno pomoci goniomet-
rickych funkci muzeme odvodit vztahy

r = ¢(v) cosu,
y = (o) sin,

kde (v) je polomér kruznice, po niz rotace probiha. Celkové tedy dostavame rovnici
rotacni plochy ve tvaru

kde u € (—m;m),v € (a;b).
18



Piiklad 2.2.5 Odvodte parametrické vyjddieni rota¢niho jednodilného hyperboloidu.
Resend:
Pro reseni vyuzijeme vysledku predchozi tlohy. Staci si uvédomit, ze jednodilny rotacni
hyperboloid vznikne rotaci hyperboly kolem vedlejsi osy. Pokud ji ztotoznime s osou z,

dostaneme po dosazeni parametrickych rovnic hyperboly hledané vyjadieni plochy ve

tvaru’

x = acoshwvcosu,
y = acoshvsin u,

2z = bsinhwv.

Vysetrete intervaly pro u,v.

2.3 Kontrolni otazky
1. Zduvodnéte, pro¢ pozadujeme v definici plochy regularnost.
2. Charakterizujte vztah mezi bodovou a vektrovou rovnici plochy!
3. Uvedte ptiklad implicitné dané plochy.
4. Definujte pifimkovou plochu. Uved'te jeji piiklad.

5. V ¢em spociva vyznam Einsteinovy sumacni konvence?

2.4 Cviceni

1. Oveérte, ze dané funkce jsou parametrickym vyjadienim plochy:
a) plu,v) = A+ wuaj +vay, kde A € & a aj, a; jsou linedrné nezavislé vektory ze
zameéreni &3,

b) p(t,u) = (acostcosu,bsintcosu,csinu); a,b,c € RT,
t2 2

c) plt,u) = <2t,2u,2<¥ — Z—2>>, a,be RT.

2. Ukazte, ze parametrizace z ilohy:

2 2 2
z
a) 1b) popisuje rotacn{ elipsoid o implicitnf rovnici — + LA 1,
a b? 2
22
b) 1c) popisuje hyperbolicky paraboloid o rovnici el 2z.
a
2Piipomeiime, ze
coshx = %,sinhx ¢ ;e , T €R,

jsou hyperbolicky kosinus a sinus. Pro tyto funkce plati podobné vztahy jako pro funkce goniometrické,
napr.
cosh? z — sinh? z = 1.
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Odvod'te parametrickou rovnici rota¢niho elipsoidu a rota¢niho dvojdilného hyper-
boloidu.

V jaké kiivce protind plocha tecen Sroubovice p(t) = (acost,asint, bt),
a,b € R*, rovinu z = 0?7

Parametrizujte kuzelovou plochu s vrcholem, jehoz pruvodic je 7.

Rozhodnéte, zda plocha
plu,v) = (cosu + vsinu,sinu — v cos u, v)

je plochou piimkovou.

2.5 Odpovédi na kontrolni otazky

1.

2.

tento pozadavek zarucuje, ze mnozina p(U) se neredukuje pouze na kiivku

obé rovnice jsou ekvivalentni; bodova funce indukuje funkci vektorovou a naopak

napt. sféra 22 + y* + 2% = r?

. kazdym bodem piimkové plochy prochazi alespon jedna piimka lezici na jejim po-

vrchu; ptikladem je plocha kuzelova nebo valcova

. umoznuje jednodussi a prehlednéjsi zapisy rovnic

2.6 Vysledky

1.

2.

postupujeme analogicky ptikladu 2.2.1
postupujeme analogicky piikladu 2.2.2

(@ cos v cosu,acosvsinu,bsinov); (asinhv cosu, asinhvsinu, bcoshv); vyuzijte po-
znatky o rovnici rotacnich ploch

. jde o kiivku o rovnicich z = a(cost — tsint),y = a(sint + tcost), tato kiivka

se nazyva Archimédova spirdla; postup: ze zadani plyne, ze uvazovana plocha je
plocha piimkova (fidici kfivkou je sroubovice, smérovym vektorem piimek je jeji
tecny vektor)

. napt. p(s,t) = 7+ tq(s),t € R, pro odvozeni si uvédomte, ze jde o piimkovou

plochu - tidici kiivkou je konstantni vektor r, oznac¢ime-li smérovy vektor ptimek
q(s), dostaneme dané vyjadreni

ano, plochu lze prepsat ve tvaru p(u,v) = (cosu,sinu,0) + v(sinu, — cosu, 1)
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Poznamky:
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Kapitola 3

Tecné vlastnosti ploch

V této kapitole nastinime, jak lze k plose sestrojit v jejim bodé tecnou rovinu,
ukazeme jeji vztah k norméle plochy. Zkonstruujeme repér analogicky Frenetove
trojhranu.

Podobné jako nalezeni rovnice tecny u kiivky, je nalezeni tecné roviny plochy jednou

-ﬁj_ ze zakladnich tloh, s niz se muzeme setkat nejenom v diferencialni geometrii. Pojem
normalového vektoru a Gaussova repéru nam v nésledujicich kapitolach pak umozni
zavést dalsi pojmy.

@ Po prostudovani této kapitoly dokazete:

— definovat kiivku na plose,
— odvodit rovnici te¢né roviny a normaly plochy v jejim daném bodé,

— popsat konstrukci Gaussova repéru.

@ kiivka na plose; soufadnicova sit; teény vektor plochy; normalovy vektor plochy:;
tecna rovina; normala; Gaussuv repér

3.1 Krivky na plose

Nasledujici pojmy ndm usnadni vysloveni definice te¢ného vektoru.

Definice 3.1.1 Piedpoklddejme, ze bodovou rovnici p = p(ul,v?), (u',u?) € U, je
popséna plocha S. Necht u! = u!(t),u* = u?(t) jsou parametrické rovnice kiivky I,
jejiz body lezi v U. Rikéme, 7e kiivka [ le37 na plose S. Zminéné parametrické rovnice se
nazyvaji vnitini rovnice krivky [.

Specidlnim typem kiivek na ploSe jsou souradnicové krivky. Jedna se o takové kiivky,
pro néz je jedna z jejich vnitinich rovnic rovna konstantni funkci. Ktivka [, pro kterou je

u? = konst., se nazyvé u'-souradnicovd krivka, analogicky pro u?-souradnicovou krivku.

'Uvédomme si, Ze parametrické vyjddient kiivky na plose je tedy slozené zobrazeni
f3ICR—>]E3,f:pOCPa
kde ¢ : I — U;Vt € T : ¢(t) = (u'(t),u?(t)). Z tohoto vyjadieni je patrné, ze ¢ je vnitin{ slozkou

slozeného zobrazeni, odtud nazev vnitini rovnice. PFipomente, jaké musi byt splnény podminky pro to,
aby zobrazeni ¢ bylo kiivkou v Ul
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Jako pifklad uved me kulovou plochu - zde jsou u-kiivkami jsou rovnobézkové kruznice
(nebot se mén{ pouze parametr u, tj. zemépisnd délka), v-kfivkami pak jsou poledniky
(méni se pouze parametr v, tj. zemépisnd sitka).

Definice 3.1.2 Soustava souiadnicovych kiivek tvoii souradnicovou sit.

/@) Siti krivek na plose rozumime obecné zadani dvou systému krivek s vlastnostmi:

— kazdym bodem plochy prochazi pravé jedna kiivka kazdého z obou systému,

— dvé krivky z ruznych systému maji nejvyse jeden spoleény bod,

— ve spolecném pruseciku dvou kiivek z ruznych systému maji tyto kiivky riuzné
tecny.

K soutadnicovym sitim se jesté vratime v souvislosti s hlavnimi kfivkami plochy a
prvni kvadratickou formou plochy.

3.2 Tec¢na rovina a normala plochy

Definice 3.2.1 Tecnou plochy rozumime tecnu reguldrni kiivky lezici na dané plose.

Otazkou je, jak uréime piislusny tecny vektor. Vime, ze vektorova rovnice piislusné
kiivky na plose je vlastné slozend funkce, proto pro derivaci je tieba aplikovat prislusny
vzorec. Derivovanim obdrzime

dp  dp du' N dp du?

dt — dul dt = du? dt’
Vidime, ze tecny vektor je vyjadien jako linedrni kombinace vektoru p; a ps zavedenych
v ptredchozi kapitole. Odtud plyne geometricky vyznam vektoru p; a ps. Tyto vektory
se nazyvaji tecné a jednad se o tecné vektory piislusnych souradnicovych kiivek. Jako
dusledek dostavame nasledujici vétu:

Véta 3.2.1 Vsechny tecny k plose v jejim daném bodé lezi v roviné o zaméreni {p1; pa}.
Definice 3.2.2 Rovina z predchozi véty se nazyva tecnad.

Definice 3.2.3 Normalou plochy v jejim daném bodé nazyvame kolmici k teéné roviné
sestrojenou v daném bodé.

Jelikoz je normaéla k teéné roviné kolma, je ziejmé, ze jeji smérovy vektor (oznacme ho
m) ziskdme vektorovym soucinem vektoru ze zaméreni tecné roviny. V piipadé implicitné
dané plochy F(z,y, z) = 0 je nalezeni vektoru normdly snazsi. Je to gradientni vektor

. (OF OF OF
VF = (%7@75) = (Fx,fy,fz).

V budoucich vypoctech se casto setkame s jednotkovym vektorem normdly. Ten ziskame
normalizaci vektoru normaély, tj. plati

P1 X P2
|P1 X Pa
Vyznam tohoto vektoru nespociva pouze v nalezeni obecné rovnice tecné roviny, pripadné

parametrické rovnice normaly. Lze ho vyuzit i pro zavedeni pojmu orientace plochy, kterou
lze definovat v souvislosti se zménou parametru na plose.

m =
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Oznac¢me d determinant Jacobiho matice pfislusné zméné parametru na plose v jejim
daném bodé. Je-li d > 0, pak fikdme, Ze obé parametrizace urcuji tutéz orientaci
plochy, pro d < 0 opacnou orientaci. Souhlasné parametrizace urcuji v kazdém bodé
tyz vektor normaly. Pro nesouhlasné parametrizace lezi pole vektori normély ,na
ruznych stranach plochy*. Z téchto uvah je patrné, ze mnozinu vsech parametrizaci
téze plochy lze rozdélit podle znaménka d na dvé skupiny (tfidy). Ovérte, ze relace
yurcovat tutéz orientaci® je skuteéné relace ekvivalence, a dokazte, ze zminéné dvé
skupiny tvori rozklad mnoziny parametrizaci téze plochy.

Véta 3.2.2 Vektory {p1, P2, m} tvori pravotocivy repér.

Je to analogie Frenetova trojhranu, kterou oznac¢ime jako Gaussuv repér. Jeho uziti
@ pozname v kapitole vénované Gaussovym rovnicim.

3.3 Resené piiklady

Priklad 3.3.1 Charakterizujte parametrické kiivky roviny p(u,v) = A+ ud; + vds, kde
ai, do € &3 jsou linearné nezavislé vektory a A € &s.

Resend:

Prozkoumejme nejprve u-kiivky. Vime, ze se jednd o takové kiivky, pro néz je v kon-
stantni, odtud pak vyplyva, ze hodnota vdy je rovnéz pro kazdé u konstatni. Rovnice
(kterd je jiz funkei jedné proménné) pak prechdzi na tvar

p(u,v) = (A + vds) + uds.

Pokud tedy ziskanou rovnici budeme interpretovat geometricky za vyuziti poznatku z
analytické geometrie, dostavame, ze zavorka vyjadiuje (pevny) bod, jde proto o rovnici
piimky rovnobéznou s vektorem wu. Analogicky postupujeme v pripadé v-krivek.

Piiklad 3.3.2 Napiste rovnici teéné roviny plochy p(u,v) = (ucosv,usinv, cv),c # 0, v
obecném bodé p(ug, vp).

Resend:

Nejprve musime vypocitat souradnice vektoru py, ps. Ziskdame je provedenim patiicnych
parcidlnich derivaci vektorové funkce uvazované plochy. Plati tedy p; = (cos v, sinv,0) a
P = (—usinv,ucosv,c). Nyni je tfeba urcit souradnice normélového vektoru. Z teore-
tické casti vime, ze ho dostaneme vektorovym souc¢inem vektoru pp, pa:

1 7k
mM=7py XPa=| cosv sinv 0| = (csinv, —ccosv,u)
—usinv wcosv ¢

Celou situaci uvazujeme v obecném bodé p(uyg, vg). Po dosazeni ziskdme soufadnice normélového
vektoru v daném bodé ve tvaru m = (csinvg, —ccosvp, up). Odtud tedy plyne rovnice
hledané roviny:

cxsinvy — cy cosvg + upz +d = 0.
Zbyva vypocitat koeficient d, ktery uréime obvyklym zpusobem, tj. dosazenim soutadnic
bodu, ktery v hledané roviné lezi. V nasem ptipadé jde o obecny bod uvazované plochy, ne-
boli (ug cos vy, ug sin vy, cvy). Resenim linedrni rovnice s nezndmou d obdrzime d = —cugvy.
Odtud tedy dostavame rovnice hledané roviny ve tvaru

cx Sinvg — ¢y cos vg + ugz — ugvoc = 0.
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Priklad 3.3.3 Napiste rovnici tetné roviny k plose 2% —2y% —32%+2 = 0 v bodé (3;2; 1).
Resend:
K urceni rovnice teéné roviny plochy dané implicitné pouzijeme postup nastinény
v teoretické ¢asti. Normalovy vektor odpovida vektoru, ktery ziskdme parcialnim deri-
vovanim dané funkce dle vSech proménnych, tj. vektoru (F,, F,, F.). V tomto piipadé ma
normalovy vektor soutadnice m = (z, —2y, —3z), v uvazovaném bodé tedy (3;—4; —3).
Proto rovnice tec¢né roviny ma tvar:

3r —4y —3z+d = 0.

Dosazenim soutadnic uvazovaného bodu ziskdme hodnotu zbyvajictho parametru d. Cel-
kem tak dostavame rovnici

3r—4y —3z+2=0.
Priklad 3.3.4 Napiste rovnici normaly plochy 2 = 322 + y? v bodé (1;1; 3).

Resent:

Vime, Ze normélou rozumime kolmici na te¢nou rovinu, proto jejim smérovym vek-
torem je normdlovy vektor dané plochy. Nebot jde o plochu danou explicitné, muzeme
pii vypoctu normalového vektoru postupovat analogicky predchozimu piikladu. Nejprve
vSak rovnici upravime na implicitni tvar 322 4+ y? — 2 = 0, odtud derivovanim dostaneme
VF = (6x,2y,—1), v uvazovaném bodé pak n = (6,2, —1). Tim jsme ziskali smérovy
vektor hledané normaly, kterou proto lze vyjadrit pomoci parametrickych rovnic:

r =146t
y=1+2t
z=3—-1t, teR.

Priklad 3.3.5 K plose o rovnici xyz = 1 urcete te¢nou rovinu rovnobéznou s rovinou
r+y+z=>5.

Resen:

Oproti predchozim tlohdm nezname soutadnice bodu dotyku. Ty vsak lze ziskat
prostiednictvim poznatku o rovnobéznosti tecné roviny. Vime-li, ze hledana tec¢né rovina
je rovnobézna s rovinou z + y + z = 5, pak musi jeji normélovy vektor byt rovnobézny
s normélovym vektorem dané roviny, tj. s vektorem (1,1,1). Soucasné ovSem vime, Ze
normalovy vektor hledané roviny lze ziskat derivovanim rovnice uvazované plochy, kte-
rou upravime na tvar xyz — 1 = 0, timto zpusobem odvodime, ze VF = (yz,zz,xy) =

111
(—, -, —) . Celkové tedy mame vektorovou rovnici

'y z
111
(_a_7_) :a'(1a171)7
xy 2

kde o € R. Dva vektory jsou si rovny, pokud jsou si rovny jejich soutadnice. Jejich
porovnanim dostavame soustavu rovnic ve tvaru

1
— =
T
1
— =
Y
1
_:a’
z



ze které snadno ziskame rovnice bodu dotyku. Je patrné, ze x =y = 2 (: é) Dosazenim
do rovnice plochy dostaneme z® = 1. Tato rovnice m4 jediné redlné feseni x = 1. Proto

bod

dotyku mé soufadnice (1;1;1). Hledand rovnice tetné roviny ma tvar

r+y+z2—3=0.

3.4 Kontrolni otazky

1

2

3

4

5

. Cim je tvofena soufadnicovd sit?

. jakou vlastnost maji poledniky a rovnobézky?

. Pomoci jakych vektoru je vyjadien teény vektor plochy v jejim daném bodé?
. Popiste vztah mezi normélou a te¢nou rovinou plochy.

. Definujte Gaussuv repér.

3.5 Cviceni

1

. Charakterizujte parametrické kiivky nasledujicich ploch:
a) p(u,v) = (rcosu,rsinu,v),
b) p(u,v) = (ucosv,usinv, cv),c # 0.
Napiste rovnici tecné roviny dané plochy v daném bodé, je-li dano:
a) Z =2y, (2a _1; _2)7
b) z=a%+y? (1 -1;2),
¢) p(u,v) = (u+v,u* + 0% ud + %), (—1;-1).
Napiste rovnici normaly plochy v daném bodé:
a) 22 —y? =42,(2;0;1),
b) zyz =6, (—2;1;-3).
Dokazte, ze vektor V.F je norméalovy vektor plochy F(zx,y, z) = 0.

Urcete rovnici tecné roviny plochy k plose z = 222 + 333, kterd je rovnobéznd s
rovinou 4z — 6y + z = 0.

Uréete rovnici tecné roviny elipsoidu 2% + 2y? + 22 = 1 rovnobéZné s rovinou z —
y+22=0.

Dokazte, ze teéné roviny plochy \/z+,/y++/2 = a,a > 0, vytinaji na soufadnicovych
osach tseky, jejichz soucet je a.
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3.6 Odpovédi na kontrolni otazky

1.

2.

soustavou souradnicovych kiivek
jsou to v— a u-kiivky na sfére
pomoci tec¢nych vektoru prislusnych souradnicovych kiivek v daném bodeé

norméla je kolmé na te¢nou rovinu

. jedna se o ortonormalizovany repér {py, pa, m}

3.7 Vysledky

1.

a) wu-kiivky: kruznice, v-kiivky: piimky (tzv. povrsky); b) wu-kiivky: piimky, v-
kfivky: Sroubovice nebo osa z pro u = 0

a) —x+2y—z+2=0,b)2r+2y+2+2=0,¢c)3x+2=0
uvedeny jsou piislusné normélové vektory: a) (6, 2, -1), b) (-3, 6, -2)

(
necht je ddna plocha F(z(u,v),y(u,v), z(u,v)); derlvovamm této rovnice postupné
podle proménnych u, v odvodlme soustavu (Fy, Fy, F.) - p; = 0, odkud jiz plyne
tvrzeni

. bod dotyku (-1; 1; 5), tetnd rovina: 4z — 6y + 2z +5 =10

20 — 2y + 4z = /22

navod: uréete rovnici teéné roviny v obecném bodé dané plochy a poté ji pievedte
na tusekovy tvar
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Kapitola 4

Prvni kvadraticka forma plochy

¥t

d

V nésledujici kapitole prohloubime poznatky o tecnych vektorech na plose a za-
vedeme aparat, ktery nam umozni na plose resit fadu metrickych tloh (odchylky,
délky kiivek, plosné obsahy).

Vyznamnou charakteristikou ploch je jejich prvni kvadraticka forma. V této kapitole
ukazeme, jak ji lze vyuzit pro feSeni fady praktickych tloh. Dale se podivame na
to, jak lze diferencialni geometrii vyuzit v dalsich oborech, konkrétné v kartografii.
Hned v ivodu poznamenejme, ze bude velmi hojné vyuzivana Einsteinova sumacni
konvence.

Po prostudovani této kapitoly dokazete:

— vypocitat skaldrni soucin vektoru na plose
— definovat a urcit prvni kvadratickou formu plochy,
— popsat vlastnosti prvni kvadratické formy plochy,

— aplikovat prvni kvadratickou formu plochy pfi feSeni tloh.

kontravariantni soutradnice; prvni kvadraticka forma plochy; diskriminant kvadra-
tické plochy; aplikace prvni kvadratické formy plochy (ihel dvou kiivek, délka kiivky
na plose, plosny obsah)

4.1 Prvni kvadraticka forma plochy

Piedpoklddejme, 7ze vektorovou rovnici § = p(ul, u?), kde (u',u?) € U, je popsdna plocha
S. V jejim libovolném bodé X sestrojme tecnou rovinu. Kazdy vektor lze v této roviné
vyjadrit pomoci linearni kombinace vektoru pi, ps. Uvazujme tedy libovolné dva vektory
U, U ze zaméfeni teéné roviny. Plati pro né vztahy

1=
=Uupi,

<y

U = v'pj.

Znacen{ indext (i, ) je voleno pro prehlednost. Cisla u’, v’ se nazyvaji kontravariantni
souradnice vektoru u, v. Pro skalarni soucin vektoru na plose tak dostavame

N i i =
Ut = u'v! pp;.
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Skalarni soucin vektoru p;p; je zvykem oznacovat symbolem g;;. Vyse uvedeny vztah tak
ziskava jednodussi zapis
Uv = g;ju'r’.
Nyni Ize ptistoupit k definici prvni kvadratické formy plochy.

Definice 4.1.1 Pruni kvadratickou formou plochy rozumime vyraz
I = gijduiduj.

Funkce g;; se nazyvaji koeficienty proni kvadratické formy plochy.

smallskip

Jak bylo zminéno v tivodu, pfi zapisu je pouzita sumacni konvence, proto pro vyssi
nazornost vztah pro prvni kvadratickou plochu rozepiseme. Uvédomme si, ze se ve vzorci
objevuji celkem dva indexy splinujici podminky pro zjednoduseny zapis sumacni konvenci,
proto postupné dostavame:

2 2 2

i=1 j=1 i=1
= gndu'du’ + grodu' du® + g dudu' + gaodu’du® = g1y (du')? + 2g1adu’ du® + gao(du®)?.
Nékteti autori zavadi pojem diskriminantu prvni kvadratické formy. Rozumime jim

hodnotu D = g11g20 — 9%2-

V nésledujicich vétach shrneme vlastnosti prvni kvadratické formy plochy, dikazy
1ze nalézt napt. v [4].

Véta 4.1.1 Pro prond kvadratickou plochu plati vatah I = (dp)?.
Veéta 4.1.2 Proni kvadratickd forma plochy nezdvisi na volbé soutadnic.

Veéta 4.1.3 Pruni kvadratickd forma plochy je pozitivné definitni kvadratickou formou.

Posledn{ véta plyne z vyznamného vztahu [py X pa| = 1/ 911922 — 5.

4.2 Uziti prvni kvadratické formy plochy

Vyuziti prvni kvadratické formy pfi feseni tloh je velmi Siroké. Zahrnuje jednak vypocty
délky krivky na plose, uhli mezi kiivkami a plosného obsahu plochy.

A) délka kiivky na plose

Navod na vypocet délky kiivky na plose dava nasledujici véta:

Véta 4.2.1 Necht je na plose S popsané vektorovou rovnici p = p(ut,u?) ddna krivka
[:u' =u'(t). Pro délku této krivky mezi body Y (to),Y (t),to < t, plati

dul 49 dul du? N du? dt
911 g12—— i dt g22 dt .
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Uvedeny vzorec muzeme interpretovat i fyzikalné. Vyjadruje drahu pohybujiciho se
bodu na plose S za cCas t. Z této vlastnosti prvni kvadratické formy plochy vyplyva, ze se
jedna o metrickou formu plochy, umozinuje nam na plose méfit.

Metrika dané pozitivné definitni kvadratickou formou se nazyva Riemannova me-
trika. Plocha opatfena Riemannovou metrikou g pak tvoil Riemannuv prostor a
geometrie na této ploSe se nazyva Riemannova geometrie.

B) thel dvou kiivek

Nejprve je tteba pojem thlu dvou kfivek na plose zavést.

Definice 4.2.1 Uhlem kivek plochy S, které prochéazi spoleécnym bodem X plochy,
nazyvame uhel tecen sestrojenych k témto kiivkam v bodé X.

Véta 4.2.2 Necht a', b jsou kontravariantni souradnice tecnijch vektori dvou krivek plo-
chy S, které prochdzi spolecnym bodem X plochy. Pro uhel ¢ téchto krivek plati vztah

gija"bj
V gklakal Y, gmnbmbn '

Pro souradnicové kiivky se vztah da zjednodusit.

cos p =

Véta 4.2.3 Pro uhel ¢ souradnicovych krivek ve spolecném bodé X plochy plati
912

VAR 922'

Se znalosti ihlu kiivek muiZeme také zavést ortogonalni souradnicovou sit zminovanou
v predchozi kapitole.

cos p =

Definice 4.2.2 Rekneme, ze soutadnicové kiivky tvoif ortogondlni sit, jestlize se v kazdém
bodé plochy protinaji kolmo.

Kritérium pro rozhodovani o ortogonalité souradnicové sité poskytuje nasledujici véta.

Véta 4.2.4 Souradnicové krivky tvori na plose ortogondini sit prdvé tehdy, kdyz je
g12 = 0.
C) plosny obsah

Posledni typ tloh, k nimz lze vyuzit prvni kvadratickou formu plochy, je vypocet
obsahu ploch.

Véta 4.2.5 Obsah S plochy je ddin vzorcem S = // \/ 911 - Go2 — Gy dutdu?.
Q

Véta 4.2.6 Obsah S plochy pri explicitnim vyjadient z = f(x,y) je dan vzorcem

5= [[ i+ e auay,

kde f; znamend parcidlni derivaci funkce f dle proménné 1.
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Na tomto misté stru¢né pohovoime o zobrazenich mezi plochami. Vychozim pojmem
bude difeomorfismus.

Definice 4.2.3 Necht ¢ je prosté zobrazeni mezi plochami v E3. Zobrazeni ¢ se nazyva
difeomorfismem, jestlize ¢ a =1 jsou diferencovatelnd zobrazeni.

Pro dalsi avahy predpokladejme, ze plochy jsou shodné parametrizované, tj. odpovidajici
si body maji shodné kiivocaré souradnice. Za této podminky dale zkoumejme vlastnosti
difeomorfismu.

Definice 4.2.4 Difeomorfismus ¢ je izometrii, jestlize zachovava délky vsech kiivek.

Lze dokézat, ze kritériem, podle néhoz rozhodneme, zda zobrazeni je ¢i neni izometrii,
je rovnost kvadratickych forem ploch, mezi nimiz izometrii uvazujeme, tj. plati ¢ = 3.
Specidlnim typem izometri{ je rozvinuti.

Definice 4.2.5 Plocha se nazyva rozvinutelnd, jestlize existuje izometrie dané plochy na
rovinu nebo jeji cast.

Na zakladé této definice 1ze snadno ukazat, ze sféra neni rozvinutelnou plochou. Proto
pro zobrazeni v kartografii pouzivame néasledujici postup - sféru zobrazime do rozvinutelné
plochy, kterou poté i s obrazem zobrazime do roviny. Dle typu pouzité rozvinutelné plochy
pak rozliSujeme zobrazeni azimutalni, valcové ¢i kuzelové.

Definice 4.2.6 Difeomorfismus ¢ se nazyva konformnim zobrazenim, zachovava-li veli-
kosti thlu vsech dvojic kiivek.

Praktickym kritériem je v tomto pripadé imérnost prvnich kvadratickych forem danych

ploch, tj. existuje realna funkce p na U takova, ze g = pg.

Zajimavym faktem je, ze libovolna plocha je lokdlnée konformneée Eukleidova, tj. na
kazdé plose lokalné existuje soustava soutadnic, ve které

I =p(u',u®) - ((du")?+ (du?)?).

7 toho napft. plyne, ze lokdlné muzeme na plose zavést ortonormalni soustavu
soutadnic.

Definice 4.2.7 Difeomorfismus ¢ se nazyva plochojevnym zobrazenim, jestlize zachovava
plosny obsah kazdé ¢asti plochy.

Kritériem je pro plochojevna zobrazeni rovnost diskriminantu prvnich kvadratickych
forem prislusnych ploch.

4.3 Resené piiklady

Piiklad 4.3.1 Zapiste prvni kvadratickou formu plochy p(u,v) = (ucosv,usinv,0). O
jakou plochu se jedna?

Resent:
Jedn4 se o rovinu. Nésledujici priklad vyfesime podrobné. Nejprve vypocteme vektory
1, Po. Parcidlnim derivovanim dostavame postupné:

p1 = (cosw,sinwv,0); pp = (—usinv,ucosv,0).
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Nyni muzeme prejit k vypoctu koeficientum prvni kvadratické formy:
g11 = Py - p1 = (cosv,sinwv,0) - (cosv,sinwv, 0) = cos® v + sin®v = 1,

g12 = P1 - P = (cosv,sinw,0) - (—usinwv, ucosv,0) = —ucosvsinv + usinv cosv = 0,

g2o = P Po = (—usinv,ucosv,0) - (—usinv,ucosv,0) = u?sin® v + u? cos* v = u>.

Celkové pak pro prvni kvadratickou formu uvazované roviny plyne
I = (du')* 4+ u*(du?)?.
Priklad 4.3.2 Zapiste prvni kvadratickou formu plochy hlavnich normal kiivky #(s).

Resent:

Ze zadani vyplyva, ze se jedna o plochu piimkovou - ridici kfivkou je uvazovana kiivka
y(s) a vektorem pak 7i(s). S ohledem na vysledky uvedené v prvni kapitole muzeme rovnici
plochy psat ve tvaru p(s,u) = ¢(s) + wii(s). Déle by si mél ¢tendf povsimnout, ze Fidici
krivka ma za parametr oblouk, proto pro dalsi upravy vyuzijeme Frenetovych vzorcu
znamych z teorie kiivek. Nasledujici postup je pak v souladu s predchozim prikladem.

Nejprve vypocteme parcidlni derivace:

P =7 (s) +uid'(s) = t(s) + u(—&t(s) + 70(s)) = (1 — ur)t(s) + urb(s);
ﬁg == ﬁ(S)
Déle uréime koeficienty prvn{ kvadratické formy (uvédomme si, ze t(s)L7i(s), analogicky
pro zbyvajici dvojice vektoru Frenetova repéru):

— —,

g = (1= uwr)ils) + urb(s)) - (L= w)ils) +urb(s) ) =

= (1 — ur)?H()E(s) + 27(1 — ur)t(s)b(s) + u>T2b(s)b(s) = (1 — uk)® + u?7?,
12 = ((1 — uk)ils) + mé(s)) i(s) = (1 — ur)i(s)fi(s) + urb(s)ii(s) = 0,
goo = 1(s) - 1i(s) = L.

Zaveérem lze prvni kvadratickou formu dané plochy psat ve tvaru
I = ((1—uk)®+u?7%)(ds)* + (du)®.

Piiklad 4.3.3 Urcete délku kiivky u(t) = t,v(t) = 2t,t € (0;27), na plose S, jejiz prvni

kvadratickd forma ma tvar I = (du)? + 1 cosv(dv)?.

Resend:

Postupovat budeme podle véty 4.2.1. Aplikaci daného vzorce (za g;; dosadime koefici-
enty z dané kvadratické formy, za diferencialy pak derivace souradnicovych funkei kiivky
dle proménné t) postupné dostavame:

s 1 s ™
s(t):/Q\/l-P—kZ-cosZt-QQ dt:/2\/1+c052tdt:/2\/20082tdt:
0 0 0

:\/5/2|cost|dt:\/§/zcostdt:\/§.
0 0

Béhem vypoctu byl pouzit goniometricky vzorec pro dvojnasobny thel a absolutni hod-
notu jsme odstranili s ohledem na integracni obor.
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Priklad 4.3.4 Jaky uhel sviraji kiivky C} : u+v = 0,C5 : w — v = 0 na plose s prvni
kvadratickou formou I = (du)? + (4 + u?)(dv)*?

Resend:

Uhlem kiivek z definice rozumime uhel, ktery sviraji tecné vektory kiivek ve spole¢ném
bodé. Odtud plyne postup - uréime spoleéné body a tecné vektory kiivek, dédle prvni
kvadratickou formu plochy a k urc¢eni thlu pak pouzijeme vzorec z véty 4.2.2. Pro spole¢né
body krivek podle zadani dostavame soustavu

které vyhovuje bod A[0; 0]. Z rovnic kiivek snadno odvodime jejich parametrické vyjadreni
Cy:g(t) = (t;—t),Cy = h(t) = (t,t), pro tecné vektory pak derivaci dostaneme ¢'(t) =
(1;—1), ' (t) = (1;1). Nyni zbyva tedy uréit jednotlivé komponenty do vzorce z véty 4.2.2.
Pro vyraz v ¢itateli vypocet rozepiSeme podrobné, jmenovatel ziskame analogicky.

2 2
gijaibj o Z Zgz’jaibj = g11a'b' + g21a*b" + gi2a'b? + gaoa®b? =

i=1 j=1
=1-1-140-(=1)-140-1-1+(4+0%)-(-1)-1=1—-4= -3,
gratal =5, gunb™b" = 5.
= COS —_—3——§<:> —arccos<—§)
VBB 5 Y 5

Priklad 4.3.5 Vypoctéte obsah kiivocarého ¢tyiihelnika na plose dané bodovou funkeci
p(u,v) = (vcosu,vsinu, au) omezeného kiivkami u = 0,u = 1,v = 0,
v = a.

Resend:

Pro vypocet pouzijeme vzorec z véty 4.2.5. Jesté si ujasnéme, ze hrani¢ni kiivky nam
urcuji obor integrace, v tomto piipadé jde o mnozinu (0; 1) x (0; a). Vypocitejme potiebné
komponenty:

P1 = (—vsinu, cosu,a), Py = (cosu,sinu, 0),
g1 = v?sin®u + v? cos® u + a* = v? + a2,
g12 = —vcosusinu +vcosusinu + 0 = 0,

Goo = cos®u +sin®u = 1.

Dosazenim do zminovaného vzorce tak dostdvame

1 a a
S://\/l-(v2+a2)—0dvdu:1-/ V2 +a? dv =
o Jo 0

— LoV @ 4 e Info+ VEF ) = 2VE 4 In(1 4 V2))

an P1i vypoctu integralu je vyuzita specidlni substituce v = |a| sinh ¢ (podrobny vypocet
B tohoto integralu lze nalézt napt. v [6; str. 122]).
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4.4 Kontrolni otazky

oo W

Jakym zpusobem ziskame kontravariantni souradnice vektoru?
Definujte prvni kvadratickou formu plochy.

Uved'te vlastnosti prvni kvadratické formy plochy.

Za jakych podminek tvoif parametrické kiivky ortogondlni sit?

Jaké typy difeomorfismu rozlisujeme?

4.5 Cviceni

Dokazte véty 4.1.1, 4.2.3 a 4.2.4.

. Vypoctéte koeficienty prvni kvadratické formy sféry dané bodovou funkei

p(u,v) = (rsinucosv, rsinusinv, r cosu).
Urcete prvni kvadratickou formu plochy tecen kiivky #(s).

Tvoii soustava soufadnicovych kiivek na sféfe ortogonalni sit?

. Vypoctéte thel kiivek C) : u +v = 0,Cy : u?> — v = 0 lezicich na ploSe o rovnici

p(u,v) = (coshucosv;coshusinv;u),u € (—2;2),v € (0;27).

Na ploge s prvni kvadratickou formou I = a? cosh? u[(du)?+ (dv)?] lezf kiivka u = v.
Urcete jeji délku pro u € (0;In(1 4 v/2)).

Vypoctéte obsah plochy, kterd je ¢asti rotaéniho paraboloidu daného rovnici p(u, v) =
(v cosu, vsinu, v?), a je urcena nerovnostmi 0 < u < 27,0 < v < V2.

Je déna plocha s prvni kvadratickou plochou I = (du)? + (u? + a?)(dv)?. Na této

plose uvazujeme kiivky o rovnicich v = 1,u = %avz,u = —%av? Urcete obvod

krivocarého trojuhelnika, jenz je témito kiivkami urcen.

Loxodromou rozumime kiivku, ktera protind poledniky rotacni plochy pod kon-
stantnim thlem ¢ (viz obr. 3). Najdéte loxodromy na sféfe o rovnici

p(u,v) = (rsinucosv, rsinusinv, rcosv).




10.

11.

12.

13.

obr. 3: Loxodroma na sfére

Pomoci prvni kvadratické formy plochy odvodte vzorec pro obsah plasté rotacniho
valce.

Dokazte, ze valcova plocha je rozvinutelna.

Ja déna plocha S s prvni kvadratickou formou je ve tvaru I = (du)? + sinh® u(dv)?.
Urcetu délku kiivky u = v mezi jejimi body (uq,?) a (ug,?).

Urcete obsah plochy anuloidu daného rovnici
p(u,v) = ((b + asinu) cosv, (b+ asinu) sinwv, a cos u) :

kde U = (0;27) x (0;27);a,b € R,a > b.

4.6 Odpovédi na kontrolni otazky

1.

vyjadrenim ve tvaru linearni kombinace te¢nych vektoru paramerickych ktivek v
daném bodé plochy

. prvaf kvadratickou formou rozumime vyraz I = g;;du’du’

nezavisi na volbé soustavy soutadnic a jde o pozitivné definitni kvadratickou formu

pokud se v kazdém bodé plochy protinaji kolmo

. izometrie, konformni a plochojevné zobrazeni

4.7 Vysledky

1.

prvni tvrzeni se odvodi pfimym vypoctem a porovnanim s definici prvni kvadratické
formy; pro dukaz druhého vyjdeme z tvrzeni véty 4.2.2 a zohlednime skute¢nost, ze
se jednd o soutadnicové kiivky; ve tfetim piipadé pak jde o primy dusledek definice
4.2.2 a vety 4.2.3

.2 _ 22
g =717,912=0,g00 = r"sin" u

I = (1+u*k?)(ds)? + 2 dsdu + (du)?; postupujeme jako v pitkladu 4.3.2

ano, nebot g1 = 0 (viz tloha 2)

s arccos %0170
V2a
137
3
o=
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10.

11.
12.

13.

v =tgyln|tg §|4C; feste dle véty 4.2.3 - uvédomte si, ze jednou kiivkou je hledana
loxodroma, druhou polednik, éfmZ se uvazovany vzorec znacné zjednodusi; odvod'te
z néj diferencidlni rovnici hledané kiivky, jejiz integraci dostanete vysledek

27rv; vyjdéte z rovnice p(u,v) = (rcosu, rsinu, v) a pouzijte vétu 4.2.5, uvédomte
si geometricky vyznam jednotlivych parametri pro odvozeni integracniho oboru

staci dokazat, ze ma stejnou kvadratickou formu jako rovina
sinh u9 — sinh 1,

4Am%ab
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Kapitola 5

Druha kvadraticka forma plochy

Nyni se sezndmime s pojmy, které nam umozni zkoumat vztahy mezi kiivostmi
krivek, jez na plose prochazi spolecnym bodem, a dale pak charakterizovat kiivosti
ploch, coz bude napln nésledujici kapitoly.

Druhé kvadraticka forma plochy nam umozni ziskat predstavu o ,tvaru“ zkoumané
{:} plochy. Diky ni muzeme totiz klasifikovat body plochy na nékolik typu, z nichz kazdy
ma svuj geometricky vyznam.

@ Po prostudovani této kapitoly dokazete:

— definovat druhou kvadratickou formu plochy a vypocitat jeji koeficienty,
— nalézt planarni a sférické body na plose,
— klasifikovat body na plose.

druhd kvadratickd forma; planarni bod; sféricky bod; elipticky bod; parabolicky
@_g bod; hyperbolicky bod

5.1 Druha kvadraticka forma plochy

Definice 5.1.1 Necht je ddna plocha S tifdy C? o rovnici p = p(u', u?). Druhou kvadra-
tickou formou plochy S pak rozumime vyraz

11 = bijduiduj,
kde b;; = pi; - m jsou koeficienty druhé kvadratické formy plochy S.

st v v

Pro upiesnéni jesté dopliime, 7e tiida C? znamend, ze dand bodovd funkce, jiz je
plocha urcena, je spojita i se svymi derivacemi az do fadu 2 véetné. Vektor p;; je definovan
vztahem

%
P = Duious
a m je jednotkovy vektor normdly plochy (viz kapitola 3).
Po rozepsani lze druhou kvadratickou formu psat ve tvaru

1T = byy(dut)? + 2b1odutdu® + byo(du?)?.

Dosadime-li si za koeficienty pattficné vyrazy, zjistime, ze druha kvadraticka forma je
hodnotou skalarniho souc¢inu druhého diferencialu funkce p a vektoru m. Snadno se lze
presvédcit o pravdivosti nasledujici véty:
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Véta 5.1.1 Pro koeficienty druhé kvadratické formy plati ndsledugjici vztahy:

1) bij = bji
2) bz‘j _ (p17p27pij)2
V 911922 — 972
3) bij = —]5; . T?Lj, kd@ ﬁij = gTﬁ;

Definice 5.1.2 Bod P na plose S, pro néjz jsou vsechny tii koeficienty druhé kvadratické
formy plochy rovny soucasné nule, se nazyva plandrni bod.

Lze ukézat, ze planarnost bodu je cisté vlastnost tohoto bodu, kterd nezavisi na
pouzité parametrizaci (viz napf. [8]). Vyznam plandrnich bodu spociva ve skutecnosti,
ze plochy se v okoli téchto bodu chovaji jako roviny. V podstaté muzeme fict, ze
hraji stejnou tlohu jako inflexni body u kiivek (viz [3]).

L]

Definice 5.1.3 Bod P na plose S, pro néjz je druha kvadratickd forma imérna prvni kva-
dratické formé (s koeficientem imeérnosti ruznym od nuly), nazyvame sféricky (kruhovy)
bod.

Podobné jako v pripadé planarnich bodu plati, ze tato vlastnost bodu nezavisi na
parametrizaci plochy a ze oblast kruhovych bodu je ¢asti sféry.

Zavérem poznamenejme, ze zname-li u plochy jeji prvni a druhou kvadratickou
@ formu, pak je jimi tato plocha jednozna¢né urcena. Podrobnéji pojedname o této
skutecnosti v sedmé kapitole.

5.2 Klasifikace bodu na plose

Podobné jako v pripadé prvni kvadratické formy muzeme zavést pojem diskriminantu
druhé kvadratické formy plochy. Oznacme ho W. Pro jeho vypocet pak plati vztah

W - bllbgg - b%z

V porovnani s diskriminantem prvni kvadratické formy plochy, ktery je vzdy kladny,
nabyva diskriminant druhé kvadratické formy plochy i hodnot nulovych a zapornych.

Definice 5.2.1 Regularni bod P plochy S, v némz je
o W >0, se nazyva elipticky,
e W =0, se nazyva parabolicky,
e W < 0, se nazyva hyperbolicky".

Kruhové body povazujeme za specialni pripad bodu eliptickych. Nékteii autori povazuji
planarni body za body parabolické, jini za limitni ptipad bodu kruhovych. V tomto textu,
nebude-li feceno jinak, planarni body z nasich tvah vyloucime.

1Jak zjistime pozdéji, mizeme ke klasifikaci bod vyuzit i hlavni kiivosti.
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Véta 5.2.1 Je-li P bod elipticky (hyperbolicky), pak existuje okoli bodu P, jehoz vsechny
body jsou eliptické (hyperbolické).

Veéta 5.2.2 LezZi-li na plose bod elipticky a bod hyperbolicky, lezi na této plose nutné i bod
parabolicky).

Obecné muzeme tici, ze kiivky parabolickych bodu od sebe oddéluji oblasti bodu
eliptickych a hyperbolickych. Zavérem uvedme vétu, kterd charakterizuje geometricky
vyznam jednotlivych typu bodu.

Véta 5.2.3 Necht P je requldrni bod plochy S, ktery meni bodem plandrnim, m tecnd
rovina a O okoli bodu P. JestliZe bod P je:

o clipticky, pak lezi vsechny body z O v témze poloprostoru uréeného rovinou m (ta md
s plochou S z mnoziny O spolecny jen jeding bod - a to P),

e hyperbolicky, pak existuji v mnoziné O body, které leZi v jednom poloprostoru uréeném

vvvvv

dals? body z O kromé P)

e parabolicky, pak mohou nastat obé moznosti popsané v a) i b).

5.3 Resené priklady
V teSenych piikladech pouzijeme kromé obvyklého i nésledujici znaceni

B AU )
P11 = B(ul)?’ P12 = EGR D22 = B(ut )’

Priklad 5.3.1 Urcete druhou kvadratickou formu plochy p(u,v) = (u, v, u* — v?).

Resend:

Pro uréeni druhé kvadratické formy plochy staci vypocitat jeji koeficienty, k tomu
nejprve musime ziskat piislusné vektory p;; a vektor normaly 7. Postupnym derivovanim
ziskavame:

p1 = (1,0,2u), pp = (0,1, —20),

ﬁll = <0a072)7 ﬁl2 = (07070)7 ﬁ22 = (0707 _2)

Vektor m norméaly plochy dostaneme pomoci vektorového soucinu, ktery nasledné norma-
lizujeme. Plati tedy:

ij )
X pPp= (10 2u | =(—2u,2v,1) = m = —2u,2v,1).
b= b 01 ( ) 4u2—|—41)2—|—1( )

Odtud pro koeficienty druhé kvadratické plochy plyne

1 2
bi1 =p1-m= 0-(—2u)+0-(20)+2-1) = ,
11 = Pu (0-( ) (2v) ) Au2 + 402 + 1

4u?2 + 402 + 1

1
bio = Pl - m = 0-(—2u)+0-(2v)+0-1)=0,
12 =Pi2-M 4u2+4112—|—1< ( u) ( U) )
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1 2
bog = Pog - M = O-(—2u)+0-(2v)+(—-2)-1)=— .
2= b Vg gy (PR 0 @) (=) ) = m o
2
Celkové tak dostavame I = [(du)? — (dv)?].
4u? 4+ 402 + 1

Piiklad 5.3.2 Proved'te pomoci druhé kvadratické formy klasifikaci bodi plochy dané
rovnici p(u,v) = (ucosv,usinv,cosu),u € (0;2m),v € (0;2m).

Resent:

Postup pro klasifikaci bodu plyne z definice 5.2.1. Nejprve uréime druhou kvadratickou
formu uvazované plochy, vypocteme jeji diskriminant a poté provedeme diskuzi. Potfebné
vektory maji souradnice:

p1 = (cosv,sinv, —sinu), pp = (—usinv,ucosv,0),

P11 = (0,0, — cosu), pr2 = (—sinwv,cosv,0), pa = (—ucosv, —usinv,0),

i j i
PL X pPa=| cosv sinv —sinu | = (usinucosv,usinusinv, u) =
—usinv ucosv 0

(usinucosv,usinusinv, u) 1
|u|v/sin? u + 1 Vsin®u + 1

Pro odstranéni absolutni hodnoty jsme si uvédomili obor proménné u. Nyni vypocitejme
koeficienty druhé kvadratické formy:

=m = (sinucosv,sinusinv, 1).

1 CoS U

byy = p11-m = ———=(0-sinucosv+0-sinusinv+1-(—cosu)) = ———,
H H Vsin? u + 1( ( ) Vsinu + 1

L 1 ) ) ) )
big = Pro - M = T(— sinwvsinu cosv + sinusinv cosv + 0 = 0,
vVsin©u + 1
1 sinu

(usinucos® v — usin® vsinu + 0) = —

bggzﬁgg'm:— ——
Vsin?u + 1 Vsin?u + 1

Pro diskriminant druhé kvadratické formy plati

COsS U - sinu
Vsinu + 1

Vidime, ze jmenovatel je vzdy nezaporny, proto znaménko diskriminantu zavisi pouze na
citateli. Dle definice 4.4 tak dostavame:

W - b11b22 - b%Q —

e prou € (0;5)U(m3) je W > 0= jde o body eliptické,
e prou € (3;7) U (2;2m) je W < 0 = jde o body hyperbolické,

e prou € {0; 3;m; 37“} je W =0 = jde o body parabolické.
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Priklad 5.3.3 Dokazte, ze v kruhovém bodé plochy je diskriminant druhé kvadratické
formy plochy kladny.

Resend:

Necht P je kruhovy bod plochy S. V tomto bodé plati pro formy plochy podle definice
5.1.3. vztah I = k- I, kde k € R\ {0}, proto pro diskriminant druhé kvadratické formy
dostavame

W = by1b22 — b?g =kgu1 - kgaa — (k- 9%2) =k (911922 — 932) =k D,
kde D je diskriminant prvni kvadratické formy, o némz vime, ze je vzdy kladny. Odtud
pak plyne tvrzeni dokazované véty.

Priklad 5.3.4 Ukazte, Ze na ploSe z = —zy neexistuji kruhové body.

Resent:

Pro uvazovanou plochu zvolme parametrizaci p(u,v) = (u, v, —uv). Vypocitejme vek-
tory potiebné pro druhou kvadratickou formu:

ﬁl = (1707U)) ﬁQ = (07 17 —U),

ﬁll - (07070)7 512 - (0)07 _1)7 522 - (07070)7

—

ijk )
I Xpp=110—-v|=wul) =m=———_(u,v,1).
pr=p 01 —u (0,0, 1) u2+v2+1( )

Odtud snadno ur¢ime hledané koeficienty:

by = ———(0,0,0)(u,v,1) = 0 = by,
v e LR .
b ! (0,0, —1)(u, v, 1) !
= 7Y, YU, = U, v, = T
P R+ + 1 Vi F 2+ 1

Tudiz diskriminant druhé kvadratické formy mé& tvar
1 1
W=0- S ,
u? + 0?41 vur+v?+1

neboli W < 0, proto s ohledem na ptedchozi piiklad jsme s feSenim hotovi.

Piiklad 5.3.5 Naleznéte planarni body na plose z = 23 + /3.

Resend:

Pro danou plochu zvolme parametrizaci p(u, v) = (u, v, u>+v?*). Pfipomeiime, 7e podle
definice 5.1.2 je planarnim bodem takovy bod plochy, pro ktery jsou vSechny tti koeficienty
druhé kvadratické formy nulové. Pojd me tedy zmifiované koeficienty vypoéitat - potiebné
vektory maji souradnice:

ﬁl = (1,0,3U2), ﬁ2 = (07 173U2)7

ﬁll = (0,0,6U), ﬁl? = (0,0, 0)7 522 = (0,0,GU),

ijk .
PLXpy=|103u?| = (=3u? -3 1) = nm =

0
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Pro koeficienty pak plati:

1 ou
by = 0-(=3u®>)+0-(=3v>)+1-6u)=0=
H \/9u4—|—9v4—|—1( (=3u") (=3v) ) Voul + 9ut + 1
1
by = 0,0,0)(—3u? —30v%,1) =0,
12 9u4+9v4+1< )( )
1 6
bpg = ——— (0 (—3u) + 0 (—30%) +1-60) = -

u?+ 0+ 1 VOoul + vt +1°
Polozime-li podle definice 5.1.2 koeficienty druhé kvadratické formy rovny nule, dostavame
soustavu

6u =20
6v = 0,

které vyhovuje jediny bod A[0; 0], jenz je hledanym fesenim piikladu.

5.4 Kontrolni otazky

—_

. Definujte druhou kvadratickou formu plochy.

[\]

. Jaky je vztah mezi plandrnimi a sférickymi body?
3. Uvedte ptiklad plochy, na které neexistuje zadny plandrni bod.
4

. K ¢emu vyuzivame diskriminant druhé kvadratické formy plochy?

ot

. Popiste geometricky vyznam eliptickych bodu vzhledem k tecné roviné.

5.5 Cviceni

1. Vypoctéte druhou kvadratickou formu sroubového konoidu daného vektorovou rov-
nici p(u,v) = (ucosv,usinv,v).

2. Urcete explicitni vyjadreni a klasifikujte body hyperbolického paraboloidu daného

rovnici p(u,v) = (u,v,u? — v?).

3. Zapiste prvni a druhou kvadratickou formu plochy p(u,v) = (cos u, sinu,v). Plochu
pojmenujte a klasifikujte jeji body.

4. Urcete rovnici tec¢né roviny v libovolném parabolickém bodu plochy dané rovnici
p(u,v) = (u,v,u? +v3),

5. Ukazte, Ze rovina obsahuje pouze planarni body.

6. Dokazte, ze kulova plocha obsahuje pouze sférické body. Vypoctéte koeficient imérnosti
forem.

7. Ovéfte, 7Ze na plose z = a*z? — b?y? neexistuji kruhové body.
8. Naleznéte planarni body plochy z = ¢(z,y).
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5.6 Odpovédi na kontrolni otazky

1.

2.

druhou kvadratickou formou plochy rozumime vyraz IT = b;;du’du’
planarni body jsou limitni podobou bodu sférickych

obecné jde o plochy druhého stupné - sféra, elipsoid, jednodilny a dvojdilny hy-
perboloid, véalcova a kuzelova plocha, elipticky a hyperbolicky paraboloid, anuloid,
katenoid a dalsi

pro klasifikaci bodu plochy

. je-li P elipticky bod plochy S, pak lezi vSechny body z okoli bodu P v témze

poloprostoru uréeného tecnou rovinou sestrojenou v bodu P k plose S

5.7 Vysledky

B 2dudv
Y

17

. 2% — y? = 2, kazdy bod plochy je bodem hyperbolickym

I = (du)* + (dv)*, I = —(du)?, jednd se o plochu vélcovou, vsechny body plochy
jsou body parabolické

. parabolické body lezi na kiivee y(u) = p(u,0), 2ur + 2z + u*> =0

. postupujeme ovérenim podminky z definice 5.1.2 pro vhodnou parametrizaci roviny

postupujeme ovérenim podminky z definice 5.1.3 pro vhodnou parametrizaci kulové
plochy, k = %

postupujeme analogicky jako v prikladu 5.3.4

jedna se o takové body, v nichZ pro parcidlni derivace plati @, = @y = @yy
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Kapitola 6
Krivosti a vyzna¢né sméry na plose

Hovorit budeme o dalsich aplikacich prvni a druhé kvadratické formy, volné tedy
navazujeme na predchozi dvé kapitoly. Uvedeme jednotlivé typy kiivosti na plochach
a vztahy pro jejich vypocet.

Budeme pokracovat ve vysetiovani chovani plochy na okoli svého bodu. Problema-
tiku prevedeme na zkoumani kfivek na ploSe prochazejicich timto bodem a jejich
krivosti. Zavrsenim této casti pak bude Gaussova Theorem Egregium - ,slavna véta“.

@ Po prostudovani této kapitoly dokazete:

— charakterizovat a vypocitat normélovou kfivost,

— urcovat asymptotické sméry a kiivky na plochéch,

— urcovat hlavni sméry a krivky na plochéch,

— definovat, charakterizovat geodetické kiivky a hledat je na plochéach,

— definovat a vypocitat hlavni, Gaussovu a stredni kiivost plochy.

normalova kiivost; normalovy fez; asymtoticky smér; asymptoticka kiivka; hlavni
@ smeér; hlavni kiivka; hlavni kfivost; geodeticka kiivka; geodeticka kiivost; Gaussova
krivost; stredni kiivost; Euleruv vzorec; rozvinutelna plocha; minimalni plocha

6.1 Normalova krivost, asymptotické a hlavni smeéry

Definice 6.1.1 Na plose S o rovnici p = p(u?,u?) uvazujeme kiivku I, kterd prochézi
bodem X dané plochy a je popsdna rovnici y(s) = p(u'(s), u*(s)). Potom ¢islo

!

k,=19"-m

nazyvame normdlovou krivosti krivky [ v bodé X.

Normélova kiivost (az na znaménko) vyjadiuje délku ¢’ kolmo promitnutého do
normaly m plochy S (viz obr. 4).
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obr. 4: Definice normélové kiivosti

Véta 6.1.1 Normdlova krivost vsech krivek, které lezi na plose a dotykaji se v bode X
spolecné tecny, je v tomto bodé stejna.

Nyni zavedeme pojem normalového fezu, ktery ndm umozni pocitat normalovou kfivost
Vv praxi.

Definice 6.1.2 Kfivka [, jez je fezem plochy S s rovinou, ktera prochazi bodem X a jejiz
zameéreni obsahuje vektor teény ¢ kiivky [ a normaly m plochy S, nazyvame normdlovym
rezem sestrojenym na plose S v bodé X a ve sméru uréeném tecnou t.!

Véta 6.1.2 Pro normdlovou krivost k, ve sméru vektoru (du',du®) v daném bodé X
plochy S plati

Tento vzorec je disledkem Meusnierova vzorce. Necht je na plose déna kiivka I.
7/ Oznacme k jeji kiivost a ¢ odchylku mezi vektorem hlavni normély kiivky a vekto-
rem normdly plochy (vSe v daném bodé). Pak pro teény vektor kiivky [ plati

11
kcosp = i
Ktivka zavedena v predchozi definici ma tedy zajimavou vlastnost, absolutni hod-
nota jeji normalové kiivosti odpovida jeji flexi v daném bodé X. Tento vysledek
muzeme snadno zduvodnit. Vektor hlavni normaly 7 kiivky musi lezet v roviné fezu
a mus{ byt kolmy na zvoleny teény vektor, je proto bud # = —m nebo 7 = i, tj.
@ = 0 nebo ¢ = 7. Odtud s ohledem na Meusnieruv vzorec plyne uvazované tvrzeni.

Pomoci pojmu normalové kiivosti muzeme zavést asymptoticky smeér.

'Uvédomme si, ze pii konstrukeci normélového fezu tedy nejprve stanovime zaméfeni roviny fezu, to
je urc¢eno vektorem normdly plochy a libovolnym nenulovym teénym vektorem plochy. Kfivka, kterou
ziskdme pii fezu plochy danou rovinou, ma pak proto za svuj te¢ny vektor zvoleny teény vektor plochy.
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Definice 6.1.3 Tec¢ny smér, v némz je normélova kiivost nulova, se nazyva smér asympto-
ticky.

Z této definice s ohledem na vétu 6.1.2 plyne postup pro hledédni asymptotickych
smeéru - druha kvadratickd forma musi byt nulovd. Rozborem této rovnice dostaneme,
ze v planarnich bodech je kazdy smér smérem asymptotickym, v hyperbolickych bodech
existuji dva takové sméry, v parabolickych jeden a v eliptickych bodech neexistuje zadny
asymptoticky smeér.

Definice 6.1.4 Ktivku [ lezici na plose S nazyvame asymptotickou krivkou plochy S,
jestlize tecna sestrojena v libovolném bodé kiivky [ lezi v asymptotickém smeéru.

Definice 6.1.5 Necht k, je normalova kiivost v neasymptotickém sméru v bodé X.

Potom ¢islo ‘k—1| nazyvame polomeérem normdlové krivosti a bod S,, = X + ki -m stredem
n n

normdlové krivosti v daném smeéru.

Véta 6.1.3 (Meusnierova véta): Sestrojme v bodé X plochy S oskulacéni kruznice ke vsem
krivkdm, které lezi na dané plose S a dotykaji se v bodé X spolecné teény t, jejiz smér
neni asymptotickym smeérem plochy S. Potom stredy téchto oskulacnich kruznic leZi na
kruznici nad prumérem X S,, v roviné kolmé k dané spolecné tecné.

Nyni muzeme definovat dalsi vyznaény smér na plose, a to smér hlavni.

Definice 6.1.6 Tec¢ny smér plochy S v bodé X se nazyva hlavni smér, jestlize normalova
kiivost plochy uréena v bodé X timto smérem je extrémni. Normalova kiivost v hlavnim
sméru bodu X se nazyva hlavni krivosti plochy.

Plati, ze v kruhovych a planarnich bodech je kazdy smér plochy smérem hlavnim. V
ostatnich bodech jsou hlavni pouze dva navzdjem kolmé sméry (proto i hlavni kiivosti
jsou dvé, oznacme je ki, k»).

Véta 6.1.4 Nenulovyj teény vektor plochy S v bodé X o souradnicich du® lezi
v hlavnim sméru, prdavé kdyz plati rovnost

(du?)? —dutdu?® (du')?
gu 912 g2 | =0.
bui b2 bao

Pii vypoctu hlavnich kiivosti miZeme postupovat bud tak, Ze uréime hlavni smeéry,
hledané kiivosti pak ptislusi témto smérum, pripadné je muzeme ziskat vypoctem korentu
kvadratické rovnice s neznamou k, kterou si muzeme odvodit z definice hlavni kfivosti.
Tato rovnice ma tvar

(911922 — 9%2)]%2 — (g11b22 — 2912012 + Go2b11)k + (b11b92 — b?g) =0. (%)

Definice 6.1.7 Kiivku [ na plose nazveme hlavni (krivoznacnou) kiivkou, jestlize tecna
sestrojend v jejim libovolném bodé lezi v hlavnim sméru plochy.

Kazdym bodem, ktery neni planarnim nebo sférickym bodem, prochézi prave dve
hlavn{ kiivky. Ortogonalni soustava takovych kiivek pak tvoii hlavni souradnicovou sit,
jejim kritériem jsou pak rovnosti g1 = 0 a bjp = 0. Tyto podminky ¢étendi jisté sam
snadno odvodi.
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kg v obrazku 4 znaci tzv. geodetickou krivost a geometricky vyjadiuje velikost vek-
toru 4’ kolmo promitnutého na vektor b. Definovat ji muzeme pomoci vztahu

kg = [T?L, y_)/a g»//]
Geodetickd kfivost ndm umoznuje na plochach urcit vyznaénou skupinu kfivek
oznacovanych jako geodetiky.

Definice 6.1.8 Geodetickou krivkou (geodetikou) y = y(s) na plose S rozumime
takovou krivku, v jejimz kazdém bobé je geodeticka kfivost rovna nule.

Rozmyslime-li si tuto definici podrobné, zjistime, ze dané kfivka je kfivkou geode-
tickou, je-li jeji kazdy bod bodem inflexnim (tj. vektory ¢/, 4" jsou linedrné zavislé)
nebo je v ném oskulacni rovina kiivky kolma k te¢né roviné plochy (tj. vektory
i, y", m jsou linedrné zavislé). Z uvedené definice ddle vyplyva, ze vyjadieni geode-
tickych kiivek je dano rovnici

(M, 9, 9" = 0.
Jejich vyznam charakterizuje nésledujici véta.

Veéta 6.1.5 Jestlize mezi v§emi krivkami, které na regquldrni plose spojugi dva body,
lezi krivka negmensi délky, potom je tato krivka geodetickou krivkou.

Déle lze dokazat nésledujici vétu, ktera uvadi vztah mezi geodetickymi a hlavnimi
kiivkami.
Véta 6.1.6 Je-li geodetickd krivka rovinnd, je hlavni krivkou.

Jako priklad geodetickych kfivek muzeme zminit hlavni kruznice na sfére. Jsou to
takové kruznice, jejichz normala je soucasné normalou plochy. Lze prokazat, ze jiné
geodetické kiivky se na sféfe najit nedaji (viz [2]). V kartografii se oznacuji jako
ortodromy, v ndmotnictvi se pak nahrazuji pomoci oblouku loxodromy. Plavba lodi
po loxodromé umoznila udrzovat staly kurz.

6.2 (Gaussova a stredni krivost

Rovnici (*) zapiseme ve tvaru

kde

k*—2Hk+ K =0,

~ biibas — b3y

a 911922 — 9ia’

1911522 — 2g12012 + ga2bia
2 911922 — 91 .

K

H =

Oznacime-li kq, ko kotfeny této rovnice (vime jiz, ze jde o hlavni kiivosti plochy S
v daném bodé X)), snadno zjistime pomoci Vietovych vzorct, ze pro doposud nezndmé
koeficienty K a H v dané rovnici plati vztahy

K = kiko,
g kith
2
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Definice 6.2.1 Hodnota K se nazyva Gaussovou krivosti a hodnota H stredni krivosti
plochy S v bodé X.

Nyni uvedme vztah, ktery ddva do souvislosti hlavni kiivosti s kfivosti normalovou.
Je znam pod nazvem Fulerova formule.

Véta 6.2.1 Oznacme k,, normdlovou krivost v bodé X ve sméru, jehoZ odchylka od hlavniho
sméru, v néemz mda plocha krivost ki, je ¢. Potom plati Fulerova formule

k,, = k1 cos?® o + ko sin? .

Pomoci Eulerovy formule 1ze snadno odvodit néasledujici vétu.

Véta 6.2.2 Polovicni soucet normalovych krivosti vypoctengch v bodé X plochy S ve dvou
navzdajem kolmych tecnych smeérech plochy S je roven stredni krivosti plochy S v bodé X.

Nyni prikroé¢me ke Gaussové Theorem Egregium, tzv. ,slavné véte“. Jeji dukaz povazoval
za jeden ze svych nejvétsich matematickych tspéchu.

Véta 6.2.3 (Theorem Egregium): Gaussovu krivost plochy lze vyjddrit pouze pomoci koe-
ficientu pruni kvadratické formy plochy a jejich prunich a druhiyjch parcidlnich derivaci.

Jeden z moznych dukazu naleznete v nasledujici kapitole. Vyznam véty spociva v

@ tom, ze pokud rozvineme plochu na plochu (viz kapitola 4), pak v odpovidajicich
si bodech jsou si rovny Gaussovy kiivosti. Z véty lze dale odvodit nasledujici dva
dusledky.

Véta 6.2.4 Gaussova krivost K je ve vsech bodech rozvinutelné plochy rovna nule.

Tvrzeni véty lze dokonce obratit, dostavame tak kritérium pro rozvinutelnost plochy.
Jak jsme doposud vysettovali rozvinutelnost plochy? Lze ukazat, ze kromé roviny existuji
pouze tTi typy rozvinutelnych ploch - obecné plochy valcové, obecé plochy kuzelové, plochy
tecen prostorovych ktivek a plochy, které vniknou ,slepenim* predchéazejicich typu ploch.

Veéta 6.2.5 Gaussova krivost K je v eliptickém bodu plochy kladnd, v parabolickém a
plandrnim rovna nule a v hyperbolickém zaporna.

Tento dusledek lze vyuzit jako dalsi metodu pro klasifikaci bodu plochy. V zaveéru
zavedme pojem minimalni plochy.

Definice 6.2.2 Plocha se nazyva minimalni, pravé kdyz ma stiedni kiivost nulovou v
kazdém bodé.

Minimalni plochy obsahuji s vyjimkou roviny pouze hyperbolické body. Nazev vychazi
ze skutecnosti, ze se tyto plochy vyznac¢uji minimalnim povrchem. Jako piiklad muzeme
uvést rovinu, katenoid nebo helikoid.

6.3 Resené priklady
Priklad 6.3.1 Vypoctéte norméalovou kiivost paraboloidu daného bodovou funkei
p(u,v) = (2u, 2v, au® + bv?)

v pocatku ur¢enou vektorem (du, dv).
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Resent:
K vypoctu pouzijeme vétu 6.1.2. Proto nejprve vypocitejme potiebné vektory pro
urceni koeficientu kvadratickych forem dané plochy:

P = (2,0,2au), py = (0,2,2bv),

ﬁll = (Oa 0,2&), 512 = (Oa 070)7 522 = (0707 Qb)a

ijk ]
p1 X P = | 20 2au | = (—4au, —4bv,4) = m = —au, —bv, 1).
b 02 % ( ) Vatu? + b2v? + 1( )

Znadmym postupem vypocteme koeficienty kvadratickych forem:

g1 =4+ 4a*u?, g1o = dabuv, goe =4+ 4b*0?,
2a 2b
- 2,2 ; b1z =0, bay = :
Vatu? + 202 + 1 Vatu? + b2 + 1

Nyn{ dosadme do zminovaného vzorce pro vypocet normalové kiivosti (nezapomerime, ze
vypocet uvazujeme pro pocétek):

bll

. E B m[a(duy + b(dv)z] B
"I (44+4a%-0)(du)? + (2-4-ab-0-0)dudv + (4 + 462 - 02)(dv)?

1 a(du)? + b(dv)?

© 2 (du)?+ (dv)?

Piiklad 6.3.2 Vypoctéte podle definice normalovou kiivost valcové plochy dané rovnici
p(u,v) = (cosu,sinu,v) v bodé A[1;0; 0] ve sméru teény u—krivky. Urcete rovnici kiivky,
ktera je normalovym fezem v uvazovaném bodé.

Resent:

Nejprve stanovime rovnici uvazované souradnicové kiivky. Ze zadéani je patrné, ze se
jednd o kruznici, zohlednime-li bod, v némz situaci uvazujeme, je dana rovnici

q(u) = (cosu,sinu,0).
K vypoctu méme pouzit vzorec v definici 6.1.1, proto si vypocitejme vektor ¢”(u).
¢ (u) = (—sinw, cosu,0) = ¢"(u) = (— cosu, —sinu, 0)
Pottebujeme jesté vektor normaly m valcové plochy

p1 = (—sinu,cosu,0), py = (0;0;1),

— — -

i j Ok
P1 X Pa = | —sinu cosu 0 | = (cosu,sinu,0) = m.
0 0 1

Nyni muzeme dosadit do vzorce (opét nezapomeneme, ze mame zadany konkrétni bod):
kn = q_H S = (_17070) ’ (LO?O) = -1
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Normalovym fezem je s ohledem na uvazovanou situaci kruznice. Stied vypocteme dle
vzorce v definici 6.1.5, tj.

1
Sp=A+ 4 (1,0,0) = [1,0,0] + (—=1) - (1,0,0) = [0,0,0].
Podle stejné definice dostaneme, ze polomér této kruznice je roven 1, celkové tak dostavame,
ze hledanym normélovym fezem je kruznice
P +y?=1,2=0.

Piiklad 6.3.3 Pro helikoid p(u,v) = (v cosu, v sin u, au) naleznéte asypmtotické a hlavni
krivky, vypoctéte jeho hlavni kiivosti.

Resent:

Postup pro nalezeni asymptotickych kfivek je popsén za definici 6.1.3, dle néj sestavime

diferencidlni rovnici asymptotickych kiivek, jejimz feSenim hledané kiivky ziskame. Potfebujeme
nejprve vypocitat druhou kvadratickou formu helikoidu.

p1 = (—vsinu,vcosu,a), py = (cosu;sinu;0),

P11 = (—vcosu, —vsinu,0), pia = (—sinu, cosu,0), pae = (0,0,0),

i ik
PiL X Py = | —vsinu veosu a | = (—asinu,acosu, —v) =
cosu sinu 0
. 1 )
= m = ——=(—asinu, acosu, —v),

= b1 =0, bip = ¢

)
Va2 + v?
Polozime-li druhou kvadratickou formu rovnu nule, dostaneme diferencidlni rovnici asympto-
tickych krivek, zde méame

b22 - 0

2a

odtud pak plyne bud du = 0 < u = C} nebo dv = 0 & v = (5. Existuji tedy dva typy
asymptotickych kfivek - jsou to dokonce kiivky soutadnicové, tj. primky a Sroubovice.

dudv = 0 < dudv = 0,

Ziskany zavér muzeme zobecnit do nasledujici véty.
Veéta 6.3.1 Souradnicové krivky plochy jsou asymptotickymi, prdave kdyz pro vsechny
body plochy plati by; = byy = 0.

Hlavni kiivky budeme hledat s pomoci vzorce vysloveného ve vété 6.1.4. Pro jeho apli-
kaci musime jesté vypocitat koeficienty prvni kvadratické formy. S vyuzitim jiz ziskanych
vysledku znamym zpusobem obdrzime

g =0a’+v% ga=0, g = 1.

Odtud pak pouzitim zminéného vzorce a upravou determinantu dostavame kvadratickou

rovnici
a(a® + v?) a

2 M du)? - ——
Ve T Var e
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kterou upravime na tvar

1
du = +——=dv,
Va2 +v?
coz je separovana diferencialni rovnice prvniho fadu, kterou vytesime prostou integraci,
rovnice hlavnich kiivek jsou ve tvaru

uw==xInlv+ Va2 +v? 4+ C.

Konecné pak hlavni kiivosti nalezneme fesenim kvadratické rovnice uvedené za vétou
6.1.4. V naSem pripadé ma tvar

a

2 2 2\ 1.2
F02) 1= 0k +(0-0-2-0 ———
((a®+v%) )k* 4 ( 0

+0-(@®+v*)k+(0-0— ——

neboli po uprave
2

2_ @
(a? 4+ v2)?’
kterou jiz snadno vyresime. Dostaneme tak, ze k1 = — 515, k2 = 21,7, ¢imz je priklad

kompletné vytesen.
Piiklad 6.3.4 Naleznéte geodetické kiivky v roviné p(u,v) = (u, v, 0).

Reseni:

Znamym zpusobem vypocteme vektor normaly plochy, ziskame m = (0,0, 1). Hleddme
tedy kiivku y(t) = (u(t), v(t)) tak, ze plati

dt dt*  dt dt?

Této rovnici vyhovuji vsechny v—kfivky, pro které je u = konst., coz jsou s ohledem na
zvolenou parametrizaci piimky rovnobéznd s osou y. Déle této rovnici vyhovuji kiivky,

pro néz je
d ﬁj—t> dv du
— | L)=0—=k —
du ’
dt (E d dt
kde k je konstanta. Odtud pak v = ku + ¢, kde ¢ je konstanta.

Piiklad 6.3.5 Urcete pro sroubovy konoid p(u,v) = (ucosv,usinv, cv) jeho Gaussovu
a sttedni krivost. Podél kterych krivek je Gaussova kiivost konstantni?

Resent:
K vypoctu pouzijeme vzorce uvedené za definici 6.2.1, k tomu musime nejprve spocitat
koeficienty obou zakladnich forem. Potfebné vektory maji souradnice

p1 = (cosw,sinv,0), ph = (—usinv,ucosv,c),

P11 = (0,0,0), pia = (—sinwv, cosv,0), pr = (—ucosv, —usinv, 0),
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5 7k
PLXpPe=| cosv sinv 0| = (csinv,—ccosv,u) =
—usinv ucosv ¢
- 1 .
= M = ———=(csinv, —ccosv, u).

Proto pro koeficienty dostavame

g11 = 17 gi12 = 07 922 = 'LL2 + C2a

—c
by =0, by = by = 0.

)
c + u?

Proto pro Gaussovu kfivost s vyuzitim zminovanych vzorcu dostavame

C 2
K uZ+c2 . C
u? + 2 (u? 4 ¢2)?

Podobné pro stredni kiivost pak plati
1 0

T 2u2 2

Pro odpovéd na druhou otdzku si blize vsimneme vztahu pro Gaussovu kiivost. Je patrné,
ze konstantni bude tam, kde je konstantni hodnota proménné u, tj. podél v—kiivek. V
pripadé uvazované plochy jde o sroubovice.

Priklad 6.3.6 Ovéite, ze valcova plocha je rozvinutelna.

Resend:

Néavodem pro tuto tulohu je nam komentai za vétou 6.2.4, podle kterého staci, aby
Gaussova ktivost dané plochy byla nulova. Zvolme parametrizaci

p(u,v) = (rcosv,rsinv, u)
. Pro vypocet zminované kiivosti potfebujeme znét koeficienty obou forem. Pocitejme

proto postupne:
p1=(0,0,1), ph = (—rsinwv,rcosv,0),
707

P11 = (0,0,0), p12 = (0,0,0), pag = (—rcosv, —rsinv,0),
i ik
D1 X Py = 0 0 1| =(-rcosv,—rsinv,0) = m = (—cosv, —sinv,0),
—rsinv rcosv 0

g =1, gi2=0, gos = ?"2>
b1 =0, b1z =0, by =7,

Proto pro Gaussovu kfivost dostavame

_0~7‘—02_

K=——0m =0

Dana plocha je tedy skutecné rozvinutelna.
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6.4 Kontrolni otazky

1.

Jakou mnozinu bodu charakterizuje Meusnierova véta?

Co lze tici o asymptotickych a hlavnich smérech v plandrnich bodech plochy?
Popiste, jaky vztah charakterizuje Euleruv vzorec.

Které skupiny ploch a jak muzeme definovat pomoci Gaussovy, resp. sttedni kiivosti?
Jaké body nalezneme na rozvinutelnych plochach?

Charakterizujte vztah mezi klasifikaci bodt na zakladé diskriminantu druhé kvad-
ratické formy a na zdkladé Gaussovy kiivosti.

6.5 Cviceni

1.

Uréete normalovou kfivost v libovolném bodé:

a) sféry a2 +y? + 22 = a?,

b) plochy p(u,v) = (ucosv,usinv, au).
Dokazte tvrzeni Meusnierovy véty.

Je dana vélcova plocha p(u,v) = (cosu,sinu,v). Urcete rovnici kiivky normalového
fezu v bodé A[1;0;0] ve sméru teény v—kiivky dané plochy.

Urcete asymptotické sméry na:

a) véalcové plose p(u,v) = (rcosu,rsinu,v),
b) sfére p(u,v) = (rcosucosv,rsinucosv, rsinv),

c¢) katenoidu p(u,v) = (acosh ¥ cosv,acosh ¥ sinv, u).

Je dén anuloid p(u,v) = ((b+asinu) cosv, (b+asinu) sinv, acosu). Vypoctéte jeho
hlavni kfivosti.

Urcete rovnice hlavnich kfivek na paraboloidu p(u,v) = (u,v,u* + v?).

Vypoctéte Gaussovu a stiedni kiivost pro rotacéni elipsoid dany rovnici p(u,v) =
(acosucosv,bsinucosv,csinw).

Oveéite, ze helikoid p(u,v) = (v cosu,vsinu, ku) je plochou minimalni.

Urcete funkci f(t) tak, aby plocha p(t,u) = (f(t) — 2u,t - f(t) — 2ut,u + ut?) byla
plochou rozvinutelnou.

o8



6.6 Odpovédi na kontrolni otazky

1.

mnozinu stfedu oskula¢nich kruznic ke kiivkam, které lezi na plose a dotykaji se v
jejim daném bodé spolecné tecny, jejiz smér neni asymptoticky

. v plandarnim bodé je kazdy smér asymptoticky a hlavni

Eulertuv vzorec uddva vztah mezi normalovou kfivosti a hlavnimi kfivostmi v daném
bodé plochy

pomoci Gaussovy kiivosti 1ze zavést plochy rozvinutelné, pomoci stfedni pak plochy
miniméaln{; v obou ptipadech jsou patiicné kiivosti nulové

. na takovych plochach nalezneme body jen planarni nebo parabolické

dévaji stejny vysledek, nebot W i K maji ve stejném typu bodu totéz znaménko

6.7 Vysledky

1 - (dv)?
) 2P (1 + a®)(du)? + u(dv)?

. nasim tkolem je ukazat, ze trojihelnik PSS, je pravouhly, tj. ukdazeme kolmost

vektoru S gn a PS

normalova kfivost je nulova, proto je dany smér asymptotickym smérem a fezem je
piimka (povrska valcové plochy)

a) u = C, tj. v—kfivky; b) plocha obsahuje pouze eliptické body, zZddny smér nen{
asymptoticky (pro tento zdver si uvédomte definiéni obor proménnych);
v=31u+Cv=—-Iu+C
1 sin u

ky=—, ko= ——

YT a7 btasinu
u? 4+ 02 = Ch,u = Cyo

1 B 1
a?bt’ T 2ab?

ukazeme, ze H =0

K =

c

mus{ byt splnéna podminka K =0, f(t) = e

29



Poznamky:
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Kapitola 7

Gaussovy a Weingartenovy rovnice

V teorii kiivek maji ustfedni postaveni vzorce Frenetovy. Jejich analogii v pripadé
ploch jsou praveé rovnice Weingartenovy a Gaussovy. Pomoci nich je pak mozné

odvodit podminky pro existenci plochy pouze z hodnot prvni a druhé kvadratické

formy plochy. Tim uzavieme problematiku klasické diferencidlni geometrie ploch.

V této kapitole se naucime pracovat a pocitat s Christofellovymi symboly. Uved me,
ﬁ ze jsou velmi vyhodnym nastrojem pro vyjadieni fady tvrzeni v moderni dife-
rencidlni geometrii, napf. jimi muzeme presné vyjadrit rovnice geodetik.

@ Po prostudovani nasledujici kapitoly dokazete:

— zapsat pro konkrétni plochu Weingartenovy rovnice,
— zapsat pro konkrétni plochu Gaussovy rovnice,

— vypocitat Christoffelovy symboly prvniho a druhého druhu.

Gaussuv repér; Weingartenovy rovnice; Gaussovy rovnice; Christoffeliv symbol prvniho
@ druhu; Christoffeluv symbol druhého druhu

7.1 Gaussovy a Weingartenovy rovnice

Jak bylo feceno v tvodnich odstavcich, je tato problematika analogickd Frenetovym
vzorcim. Ve tieti kapitole byl zkonstruovdn Gaussiv repér' tvofeny vektory pi, pa, 1.
Zminované rovnice nam fikaji, jakym zpusobem vyjadiime parcialni derivace vektoru
Gaussova repéru, tj. vektory p;;, m;* pomoci vektori zminovaného repéru. Nadéle predpoklddejme,
7e uvazovana plocha S je déna rovnici p = p(u,v) a Ze ¢g¥ jsou slozky matice inverzni

k matici slozené z koeficienti prvni kvadratické formy. Rovnou uvedme, Ze mezi témito
hodnotami plati nasledujici vztahy

11922 12 G122 99  Gu

D y g - D ) D )
kde D je diskriminant prvni kvadratické formy. Uvedené vzorce ndm vyrazné usnadni
pozdéjsi vypocty.

Inékterymi autory oznacovan také jako Frenetiiv repér pro plochy

m
2Uved'me pro jistotu vyznam tohoto vektoru. Plati m; = —,i = 1,2.

out’
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Véta 7.1.1 (Weingartenovy rovnice): Vektory p;, m;, 1 = 1,2, sestrojené v bodé X plochy
S jsou spolu vazdany rovnicemi
k —

kde bf = bijgjk.

Tyto rovnice nam tedy ftikaji, jakym zpusobem lze vyjadrit parcialni derivace vektoru
m pomoci vektoru Gaussova repéru. Analogické tvrzeni o parcialnich derivacich vektoru
Piyi = 1,2, nam piinasi Gaussovy rovnice. Nejprve viak zavedme Christoffelovy symboly.

Definice 7.1.1 Vyraz I';j; nazyvame Christoffelovym symbolem pruniho druhu, vyraz Ffj
pak Christoffelovym symbolem druhého druhu.

Navod na vypocet jednotlivych symboli nam dava nasledujici véta.

Veéta 7.1.2 Pro Christoffelovy symboly plati vztahy:
1 (agjk . 391’@ agij) |

T = = | 2 -
k= 9\ oui ouwl  Ouk

Je dobré si pov§imnout, ze zaroven s ohledem na komutativnost s¢itani plynou rovnosti
Liji = Djie, TF; = T%, které ndm opét usnadni vypocty. Soucasné si uvédomme, ze tyto
symboly vyjadfujeme pouze pomoci koeficientu prvni kvadratické formy plochy a jejich
derivaci, patii tedy k vnitrni geometrii plochy. Nyni ptikroéme k samotnym Gaussovym

rovnicim.

Véta 7.1.3 (Gaussovy rovnice): V kazdém bodé X plochy S plati rovnice
Pij = Ffjﬁk + bijmi.

Shrime, ze Gaussovych a Weingartenovych rovnic je celkem Sest, v praxi vSak dveé
z nich s ohledem na zdménnost parcidlnich derivaci splyvaji. Jejich odvozeni neni ni-
jak néarocné, postupuje se analogicky jako pti odvozeni Frenetovych vzorcu. Viele do-
porucujeme si odvozeni provést, zopakujete si a upevnite si tak poznatky o vztazich mezi
dulezitymi vektory plochy.

Pomoci Gaussovych a Weingartenovych rovnic muzeme dokazat tadu stézejnich
@ tvrzeni a vztaht. Uved'me jako piiklad nésledujici vysledky.

Oznacéme , l
0 P 1 . aFZ] . c%w

" Ouiuyduk’ ~UF T gyk Y ouk

Pomoci zminovanych rovnic lze odvodit (viz piiklad 7.2.3), ze
Dijk = (Pil]k + F%’ng — bi;b}) Ph + (T8 Dok + bijx) 1.
Diky tomuto vyjadieni lze snadno vypocitat, ze
Do Dt = D - g + D50k - gt — bigbia-
Analogicky dostaneme
Dikj - P = F?k,l g+ F?kFZj - g — birbji.
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Protoze smiSené derivace jsou zaménné, musi si byt oba skalarni souciny rovny a my tak
ziskdme rovnici

bijbkl — bikbﬂ =0n - (FZ»k — F;LkJ + F%F’;k — F;}CF’O’;J-) .

Specielné pro i = j = 1,k = [ = 2 dostavame Gaussovu rovnici
br1bas — b?z = 9gn2 - (F}fm - F?Q,Q + F(ﬂrgz - F?QFZA) :

Vyraz na levé strané odpovida diskriminantu druhé kvadratické formy, ktery jsme tedy
vyjadrili pomoci koeficientu prvni kvadratické formy a jejich derivaci. Tim jsme dokazali
Theorem egregium.

/() Odvozena rovnice ma velky vyznam a umoznuje nam zavést Riemannuv tenzor:
Rhiji, = bpjbir — bnibij,

pro ktery plati
Rhijk = gha Ry,
kde

h
- Fij,k

R =TN

ijk ik,j

+ LI — T

ij- ak*

Riemannuv tenzor je antisymetricky v prvnich dvou indexech, i v poslednich dvou a
je symatricky vuci zaméné prvni a druhé dvojice indexu. Ma velky vyznam v teorii
relativity.

Podobné lze odvodit Codazziho rovnice
bij i — birj + (Féjblk — Fi‘kblj) = 0.

Tim se dostavame k zdkladnim vétam teorie ploch:

Véta 7.1.4 Jsou-li S a S* dvé plochy urcené parametrizacemi p : U — E3, p* : U — Eg,
které magi steynou pruni a druhou kvadratickou formu, pak existuje shodnost p : E3 — Eg
tak, Ze p o p = p*.

Véta 7.1.5 Uvazujme dvé kvadratické formy ®1,®, na U C R2, kde ®; je pozitivné
definitni ve vsech bodech. Jestlize &1 a Py spliugi Gaussovu a Codazziho rovnice, pak
lokdlné existuje plocha s parametrizaci p : U — K3 tak, Ze &1 je jeji pruni a ®o druhd
kvadratickd forma.

7.2 Resené piiklady

Piiklad 7.2.1 Sestrojte Gaussuv repér pro helikoid p(u, v) = (v cosu, vsinu, u). Vypoctéte
pro néj Christoffelovy symboly.

Reseni:
Nejprve urceme souradnice potiebnych vektoru, které tvori Gaussuv repér:

p1 = (—vsinu,vcosu, 1), py = (cosu,sinu,0),
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i ik
P1L X Pp = | —vsinu vecosu 1 | = (—sinu, cosu, —v) =
—cosu sinu 0
- 1 .
= M = ————=(—sinu, cosu, —v).
v2 +1
Tim jsme ziskali vsechny vektory, které tvoii Gaussuv repér.

Dale prikrocme k vypoctu Christoffelovych symboli. Nejprve vypocitdme symboly
prvniho druhu, pomoci nich pak symboly druhého druhu - k obéma krokum vyuzijeme
vétu 7.1.2. Pro uvedené vzorce nejprve potiebujeme vypocitat koeficienty prvni kvad-
ratické formy - ty obdrzime pomoci vektoru p;,z = 1,2, obvyklym zptisobem. Vychézi
nam

g =v"+1, g2=0, g =1

Vypocet prvnich dvou Christoffelovych symbolu prvniho druhu rozepiseme podrobné,
zbylé ziskame analogicky. Plati

1/0 0] 0] 1
F111:§< 9114— g gn>:§(0—|—0—0):0,

ou ou ou

1 (0g12 | Og12  Ogui\ 1 B
F112_2(8u + M 5 —2(0+0 20) = —v,

o1 = v, T'gg = Tog1 =Ta22 = 0.

Pro vypocet Christoffelovych symbolu druhého druhu uréeme nejprve hodnoty vyrazu
g". Plat{ pro né:
11 922 1 12 22

= = =0 =1.
2l 21l g » 9

Nyni dosadme do druhé ze vzorci obsazenych ve vété 7.1.2, ziskdme tak Christoffe-
lovy symboly druhého druhu. Postup pro prvni dva rozepiseme analogicky, u zbyvajicich
uvedeme pouze vysledek:

9

+ (=v)-0=0,

2
I} =T -9 = Zrlla g =T g + T2 - g% =0- 2+ 1
a=1

2
M =Tia 9% =) Tua g =Tui g% + T2 g% =00+ (—v) - 1= —v,
a=1

v
%2 = vz——H’ F%z = 1%2 = ng = 0.
Tim jsme ptiklad vyftesili.
Priklad 7.2.2 Je dana plocha, jejiz parametrické kiivky jsou navzdjem kolmé. Dokazte

rovnost 9
1 ik .
rh o=~ Ik g
Zk: 29kk- aul 72 #
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Resend:
Rozepisme postupné dany Christoffeluv symbol:

2
[l = Dikag™ = Z Cikag™ = Ti19" + Tinag™ =
a=1

_ % <89k1 n 0gi1 09%:) g _|_% (8%2 . 992 agik) g2,

out ouk  Oul

out ouk  Ou?

Cislo k muze nabyvat dvou hodnot (1 a 2). Prodiskutujme jednotlivé pifpady. Necht je
k =1, dosazenim dostaneme:

1[0 0gi1  0g; 1[0 g2 0g;
Fi11:§( 911+ gi1 91). 11+§( 912+ 9i2 91>_g21:

out oul  ou!

out oul  Ou?

2 oui D 2\ ou oul  OuZ D

Pokud nyni aplikujeme predpoklad dokazované rovnosti, dostaneme, ze druhy s¢itanec je
roven 0, nebot sit kiivek na plose je ortogondlni, tj. gio = 0. Podobné po dosazeni do
diskriminantu prvni kvadratické formy plochy celkové vypocteme, ze

:1 g1 g22 1(8912 0gi2 591’1)‘<_&>

Fl . 1 8911 g22 o 1 8911 922 1 agn
i1— 5" P 2 o i - ' i
2 0u' gi1Ga — Gis 20U guge 2g9n Ou

—0

Analogicky v ptipadé k = 2 vypocteme

2 _ 1 O9g»

2 2G22 ou’
neboli

ko 1 Ogmk

T oge, Out’

coz jsme chtéli dokazat.

Priklad 7.2.3 Pomoci vektoru Gaussova repéru vyjadiete vektor pjjp.

Resend:

Postup neni potieba nijak podrobné komentovat, vyuzivame pouze zdkladni pravidla
pro derivovani a dosazujeme z Gaussovych a Weingartenovych rovnic. Poznamenejme
pouze, ze v zaveru vektor jen formdalné upravime na tvar linearni kombinace vektortu
repéru.

L 0y 0Ty Patbym) O (T Pa) L O (ym) _
Pk = gk = ouk B ouF ouk

= U5 4 Dot T Pak+bij emiA-bigimig = Ty - Dat- L5 (Thg « B + Do) +bij o —bij- (bipn) =

= (P + T3l — bib) - B+ (U5 - bak + big) - 170,
Piiklad 7.2.4 Pro plochu p(u,v) = (ucosv,usinv, f(u)) zapiste Weingartenovy rovnice.
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Resent:

Nasim tkolem je vyjadrit parcialni derivace vektoru m pomoci Gaussova repéru. K
tomu potiebujeme nejprve ziskat koeficienty obou kvadratickych forem uvazované plochy.
Patticné vektory maji souradnice

1 = (cosw,sinv, f'(u)), po = (—usinv, ucosv,0),

i1 = (0,0, f"(w)), P12 = (—sinw,cosv,0), pag = (—ucosv, —usinwv,0),

i ik
p1Xpa=| cosv sinv f'(u) | = (—f'(u)cosv,—f'(u)sinv, 1) =
—usinv wcosv 0
= (—f'(u)cosv, —f(u) sinv, 1)
m=———(—f"(u) cosv, — f(u) sinv, 1).
[f'(w)]? +1

Koeficienty pak nabyvaji hodnot

gi1 = [f/(u)]z +1, g12=0, goo = U2>

11:& bm:() b22:&_
[f(W+1 ’ VI + L

Jesté uréeme hodnoty ¢*, pro nasi plochu jsou rovny

1 1
11 12 22
g _W —|—1’g =09 w2

Nyni jiz muzeme dosadit do Weingartenovych rovnic

2
my = (=b1;9)Dk = (=b11g"™)pr + (—b12g”* )P} =
>

2
k=1 j=1

= —b1g"' P — b119" P — biag?' P — biagP P =
= (—bng11 - b12921)ﬁ1 + (—511912 - b12922)ﬁ2-

V nasem piipadé pak mame
S (u)

f"(u) 005 4 (— 0—0- Ly, =
/[f’(u)]Q—l—l[f,(u)]Q—l—l 0 0)p1+< [f’(u)]2—|-1 0 0 u2) 2

)
RO

Analogicky vyjadiime i vektor mo, zde

mlz(—

mo = — D2.



7.3 Kontrolni otazky

1.

2.

Jaké vektory jsou u kiivek analogické vektorum Gaussova repéru?
Co tikaji Weingartenovy rovnice?

Definujte vnitini geometrii plochy.

Jak lze dokazat Theorem egregium?

Jaké symboly se objevuji v Gaussovych rovnicich? Jakym zpusobem je spocitame?

7.4 Cviceni

7.

. Zkonstruujte Gaussuv repér pro sféru.

Zapiste Gaussovy rovnice pro anuloid.

Dokazte rovnost I'}; = T'%.

Vypoctéte Christoffelovy symboly druhého druhu pro plochu o parametrizaci
p(s,v) = (fi(s), fa(s), v),

kde s je oblouk ridici ktivky.

Je dana plocha, jejiz paramterické krivky jsou navzajem kolmé. Dokazte:

1 0gii
k .
= £ k.
29kzl~c (9u"f’l

Pomoci Weingartenovych vzorcu dokazte
T?Ll XmQZ \/D~K~7ﬁ,
kde D je diskriminant prvni kvadratické formy plochy a K Gaussova kfivost.

Pomoci vektoru Gaussova repéru vyjadiete soucin pj;i - Di.

7.5 Odpovédi na kontrolni otazky

1.

2.

tecny vektor, vektor hlavni normély a vektor binormaly

fikaji, jak vyjadiime parcidlni derivace vektoru normély plochy pomoci vektoru
Gaussova repéru

jde o soubor vlastnosti plochy plynoucich z prvni kvadratické formy plochy

pomoci Gaussovy rovnice, ty vyjadiuje diskriminant druhé kvadratické formy po-
moci koeficientu prvni kvadratické formy a jejich derivaci

Christoffelovy symboly druhého druhu, vypocet probiha prostiednictvim Christof-
felovych symbola prvniho druhu

67



7.6 Vysledky

1. p) = (=rsinucosv,rcosucosv,0), Py = (—rcosusinv, —rsinusin v, r cosv),
m = (cosu cos v, sin u cos v, sin v)
— _ — — o bsinv — — _ —

2. P11 = —(a+ beosv) cosv - m, pra = rheoss " P1s D22 = —b-m

3. dukaz provedeme rozepsanim dle definice
4. vSechny jsou nulové
5. postupujte analogicky ptikladu 7.2.2

6. navod: pomoci Weingartenovych rovnic vyjadiete vektory miy, msy a vypoctéte jejich
vektorovy soucin za vyuziti distributivity vektorového soucinu, pokud tento soucin
normalizujete dostanete dané tvrzeni

7. sz “Gm + F%ng “ gni — bijbi
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Poznamky:
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Kapitola 8

Specialni typy ploch

185
-9

d

V nésledujici kapitole jsou vyobrazeny plochy, které nejsou piilis zndmé a objevovaly
se v zadani tloh. Soucasné jsou plochy klasifikovany pro lepsi orientaci do nékolika
skupin, nutno ale podotknout, ze toto tiidéni neni dichotomické, tedy nékteré plo-
chy lze zaradit hned do nékolika skupin. Doplime, Ze obrazky byly vyhotoveny v
programu Maple.

Prostrednictvim této kapitoly si uvédomte, jak obsahlou charakteristiku muzete o
libovolné plose podat - naucili jste se vyznac¢né plochy parametrizovat, vypocitat
jejich prvni a druhou kvadratickou formu, charakterizovat kiivosti v libovolném
bodé, urcit vyznamné kiivky a klasifikovat body plochy.

Po prostudovani nasledujici kapitoly dokazete:

— klasifikovat plochu,

— charakterizovat plochu z ruznych hledisek.

primkové plochy, rozvinutelné plochy, zborcené plochy, rotacni plochy

8.1 Primkové plochy

Definice 8.1.1 Primkovou plochou rozumime plochu, jejimz kazdym bodem prochéazi
alespon jedna piimka lezici cela na dané plose.

Ve druhé kapitole jsme zminili, ze pfimkové plochy vznikaji pohybem piimky po néjaké
kiivce. Z piikladu 2.2.1 vime, jak postupovat pii odvozeni parametrické rovnice primkové
plochy, lze ho psat ve tvaru

7t v) = plt) + vqld),

kde p(t) je vektorova rovnice 7idici krivky a ¢(t) je smérovy vektor uvazované primky.
Souradnicové kiivky, pro néz je t = const. jsou primky, které oznacujeme jako torici nebo
povrchové piimky (povrsky) plochy. Uvedme nékteré jejich vlastnosti.

Véta 8.1.1 Pouvrchové primky na primkové ploSe jsou vidy jejimi asymptotickymsi krivkams.

Véta 8.1.2 Prochazi-li requldrnim bodem plochy primka leZici celd na plose, potom tecnd
rovina plochy v tomto bodé obsahuje tuto primku.

Mezi primkové plochy patii vSechny rozvinutelné plochy. Kazdou ptimkovou plochu,
ktera neni rozvinutelnd, oznac¢ujeme jako plochu zborcenou.
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8.1.1 Primkové plochy rozvinutelné
Vime jiz, ze jednim z kritérii rozvinutelnosti plochy, je rovnost
K =0.

Odtud vyplyva, ze kazdou takovou plochu lze bez metrickych deformaci rozvinout do
roviny. Jejich zajimavou vlastnost charakterizuji nasledujici véty:

Veéta 8.1.3 KazZda krivka rozvinutelné primkové plochy prejde po rozvinuti této plochy do
roviny do krivky se zachovanim délek vsech prislusnych oblouki.

Veéta 8.1.4 Dve libovolné krivky na primkové rozvinutelné plose protinajici se v daném
bodé pod danym uhlem, prejdou po rozvinuti do roviny do dvou kiivek, jeZ se protinaji v
odpovidagicim bodé pod tymz wuhlem.

Déle 1ze dokazat nasledujici tvrzeni.
Veéta 8.1.5 Na rozvinutelnyjch primkovych plochdch lezi pouze parabolické body.
Mezi rozvinutelné plochy patii:

a) obecné plochy vdlcové (viz obr. 5), které lze parametrizovat napf. rovnici

p(u,v) = (rcosu,rsinu,v),r = const. > 0,

obr. 5: Vélcova plocha

b) obecné plochy kuzelové, které lze ve smyslu piimkovych ploch parametrizovat rovnici
p(u,v) = ag + vg(u),
kde ag je pevny bod, wrchol kuzelové plochy,
¢) plochy tecen prostorovich krivek, které lze parametrizovat rovnici
p(u,v) = q(u) + vq'(u),
d) vsechny plochy, které lze vytvorit jako kombinaci predchozich typu ploch.
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8.1.2 Primkové plochy zborcené

Definice 8.1.2 Zborcenou plochou rozumime takovou piimkovou plochu, ktera neni roz-
vinutelna.

Tyto plochy nalézaji uplatnéni v technickych aplikacich, nebot kazdé dvé blizké povr-
chové primky zborcené plochy jsou mimobézné, v dusledku této skutecnosti maji dobré
vlastnosti z hlediska pevnosti apod.

Pro geometrické odvozeni zborcené plochy potiebujeme celkem tii fidici kiivky, pro
které plati tii vlastnosti - nemaji zadny spolecny bod, zadné dvé z téchto kiivek nelezi v
téze roviné a nelezi soucasné vsechny tii soucasné na téze rozvinutelné plose. Pak pohy-
bujici se primka, ktera pti svém pohybu stale protind vsechny tii dané ridici kiivky tvoii
zborcenou primkovou plochu.

Zvolime-li tidici kfivky tak, ze jedna z nich je fidici pfimkou, druhd ridici kfivkou
a treti nevlastni fidici ptimkou, dostavame zborcenou plochu, ktera se nazyva konoid.
Podle tidici kiivky se rozdéluji na konoidy kruhové, parabolické apod. Vyznamnym typem
konoidu je sroubovy konoid neboli helikoid (viz obr. 6) s parametrizaci

p(u,v) = (ucoswv,usinv, cv).

obr. 6: Helikoid
Zvolime-li za dveé tidici kiivky kuzelosecky a za tieti nevlastni fidici primku, dostaneme
dalsi typ zborcené primkové plochy, cylindroid.

8.2 Rotac¢ni plochy

Definice 8.2.1 Rotacni plochou rozumime plochu, jez vznikne rotaci kiivky kolem ptimky.

Dopliime, ze danou kiivku oznacujeme jako krivku tvorici a primku jako osu rotacni
plochy. Definujme jesté dalsi dulezité pojmy.

Definice 8.2.2 Rovnobézkovou kruznici (rovnobézkou) plochy rozumime kruznici, kterd
vznikne rotaci libovolného bodu tvortici primky kolem osy rotacni plochy.
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Definice 8.2.3 Merididnem (polednikem) plochy rozumime fez rotaéni plochy rovinou
prochézejici osou rotacni plochy.

Rovnobézkové kruznice je dale mozné klasifikovat nésledujicim zptusobem. Vytvoii-li
tecny podél ni valcovou plochu, jejiz polomér podstavy je vzhledem k ostatnim takovym
valcovym plochdm minimalni, nazyva se dana rovnobézka hrdlem. Je-1i naopak maximalni,
oznacujeme ji jako rovnikem. V pripade, ze tecny vytvori rovinu kolem rovnobézky vytvori
rovinu, hovotime o krdteru.

Odvozenim parametrikého vyjadieni obecné rotaéni plochy jsme se zabyvali v prikladu
2.2.4, kde jsme vypocitali, ze ho 1ze psat ve tvaru

r = ¢(v) cosu,
y = ¢(v)sinu,

Zajimavou vlastnost maji geodetické kiivky na rotac¢nich plochach.

Véta 8.2.1 (Clairautova véta): Podél geodetiky na rotacni ploSe je soucin poloméru rov-
nobezkové kruznice a sinu uhlu, ktery svird tec¢na geodetiky s polednikem, konstantni.

Mezi rotacni plochy patif celd fada vyznacénych ploch. Uvedme nékteré priklady.
a) sféra (viz obr. 7), kterou lze parametrizovat rovnici
p(u,v) = (rcoswvcosu,rcosvsinu, rsinv), r = const. > 0,
pripadné
p(u,v) = (rcosusinv, rsinusinv, rcosv),r = const. > 0,

je plocha vznikla rotaci kruznice se stfedem v pocdtku soustavy soufadné (odvozeni
rovnice viz priklad 2.2.3). Lze snadno dokazat, ze sféra obsahuje pouze kruhové
body a ze plati rovnosti

obr. 7: Sféra
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b) anuloid (viz obr. 8), ktery lze parametrizovat rovnici
p(u,v) = ((a + beosu) cosv, (a + beosu) sinv, bsinu),

kde a > b jsou redlné konstanty. Jedna se o plochu vzniklou rotaci kruznice, ktera
neprotind osu z. Opét se lze vypoctem presvédcit, ze plati rovnosti

sin u b+ 2absinu

K: _— —
a(b+asinu)’ 2a(b+ asinu)

obr. 8: Anuloid

¢) katenoid (viz obr. 9), ktery lze parametrizovat rovnici

p(u,v) = (acosh Y cos v, a cosh Y sin v, u),
a a

kde a = const. # 0. Plocha vznikla rotaci retézovky

o(u) = (a cosh g, 0, u>

kolem osy z. VSechny body katenoidu jsou hyperbolické. Vypoctem ziskdme rovnosti

(l2

K=—2 _ H-o0
cosh%’ ’

odkud vyplyva, ze katenoid je soucasné plochou minimalni.
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obr. 9: Katenoid

d) rotacni kuzelovd plocha (viz obr. 10), kterou lze ve smyslu rotacnich plochparamet-
rizovat rovnici

T
p(u,v) = (vcosucos o, vsinucos o, vsin a), o # kE’ k ez,

vznika rotaci piimky ruznobézné s osou z kolem osy z. VSechny body rotacéni
kuzelové plochy jsou parabolické. Jak vime, patii mezi plochy rozvinutelné.

obr. 10: Kuzelova plocha

e) rotacni vdlcova plocha (viz obr. 5), vznika rotaci piimky rovnobézné s osou z kolem
osy z. Jak vime, patii mezi plochy rozvinutelné.

f) rotacni jednodilngy hyperboloid, ktery lze parametrizovat rovnici
p(u,v) = (%\/ b2 + u? cos v, %\/ b2 + u?sinw, u) ,
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vznika rotaci vétve hyperboly (pro z > 0) , jez ma vedlejsi osu totoznou s osou z,
kolem osy z.

rotacni dvoudilnyg hyperboloid, ktery lze parametrizovat rovnici
a
p(u,v) = <u cos v, usinv, ig\/ b2 + u2> ,

vznika rotaci hyperboly, jez méa hlavni osu totoznou s osou z, kolem osy z.
rotacni paraboloid, ktery lze parametrizovat rovnici

p(u,v) = (u cos v, usinv, auQ) ,
kde a # 0, vznika rotaci paraboly s osou v ose z kolem osy z.

pseudosféra, kterou lze parametrizovat rovnici
p(u,v) = <a sinu cos v, asinu sin v, a[ln(tg 5) + cos u]) :
kde a # 0, vznika rotaci tratrix dané rovnici
u
o(u) = (a sinu, 0, asin usin v, a[ln(tg 5) + cos u>
kolem osy z. Obsahuje pouze hyperbolické body. Lze dokazat rovnosti
sinh?u — 1

K=-1H=
’ 2sinh u

8.3 Minimalni plochy

Definice 8.3.1 Plocha se nazyva minimalni, jestlize je jeji stredni kiivost nulova.

Mezi priklady minimalnich ploch patii

2)
b)

c)

rOVING,
katenoid,

helikoid.

O vlastnostech minimélnich ploch hovoii nasledujici véty.

Véta 8.3.1 Minimalni plochy neobsahuji eliptické body.

Véta 8.3.2 (Bernsteinova véta:) Parametrizuje-li funkce

b: ]RQ — E37p(u7v) - (u,v,g(u,v))

mainimalni plochu, pak je funkce g funkci linedarni.

Zavérem poznamenejme, ze problematika minimalnich ploch souvisi s tikolem nalézt

plochu s nejmensim obsahem, kterd ma za hranici predem danou kiivku.

Dalsi zajimavou skupinou ploch jsou plochy s konstantni Gaussovou krivosti. Patii
mezi né napt. sféra, kterda ma Gaussovu kiivost kladnou, a pseudosféra, jejiz Gaus-
sova kfivost je zaporna.

77



Poznamky:
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