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4.2 Užit́ı prvńı kvadratické formy plochy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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Úvod

Ćılem učebńıho textu Diferenciálńı geometrie ploch v úlohách je poskytnout čtenář̊um bo-
hatý sborńık úloh, který jim umožńı si dostatečně procvičit vybrané partie z diferenciálńı
geometrie ploch. Primárně je určen posluchač̊um prvńıho semestru magisterského studia
matematiky na Př́ırodovědecké fakultě Univerzity Palackého v Olomouci.

Je rozčleněn na 7 základńıch kapitol, které pokrývaj́ı učivo části předmětu Dife-
renciálńı geometrie (KAG/MDIG7) věnované plochám. Závěrečná kapitola pak obsahuje
vyobrazeńı nejčastěji se vyskytuj́ıćıch ploch v zadáńı př́ıklad̊u a úloh.

Sb́ırka má jednotnou stavbu. V úvodu je nast́ıněno, o čem se bude v dané kapitole
hovořit, jsou zde vymezeny ćıle a uvedeny kĺıčové pojmy pro snazš́ı orientaci v textu.
Využ́ıt ji tedy pomohou bez obt́ıž́ı i studenti distančńıho studia. Následuje teoretická
část, kde si lze zopakovat nejvýznamněǰśı poznatky. Věty jsou uváděné bez d̊ukaz̊u (ty
lze vyhledat v doporučené literatuře, jej́ıž seznam je připojen na konci textu), je k nim
však ve většině př́ıpad̊u připojen komentář vysvětluj́ıćı jejich tvrzeńı či použit́ı. Řešené
př́ıklady jsou vyřešeny velmi detailně, postup je doplněn řadou osvětluj́ıćıch poznámek.
V daľśıch dvou částech má čtenář k dispozici jednak několik kontrolńıch otázek, jednak
neřešené úlohy ve Cvičeńı. Obě sekce prověřuj́ı, do jaké mı́ry učivo pochopil, zapamato-
val si podstatné informace a zda je umı́ aplikovat při řešeńı úloh. Najdete je na konci
každé kapitoly. Jejich prostřednictv́ım zjist́ıte, jestli jste splnili formulované ćıle.V obou
př́ıpadech je však pro kontrolu uvedeno správné řešeńı.

Za každou kapitolou je připojen volný list pro př́ıpadné poznámky. Jako pr̊uvodci stu-
diem Vám poslouž́ı následuj́ıćı ikony, které by Vám měly usnadnit samostatnou práci s
textem.

Pr̊uvodce studiem: V této části pochoṕıte propojenost učiva s předchoźımi kapito-
lami. Připomeneme, co již znáte z jiných předmět̊u, dř́ıvěǰśıho studia či běžného
života.

Motivace: Zde bude vysvětleno, proč se danou problematikou budeme zabývat, jaký
je jej́ı význam či užit́ı.

Cı́le: Na začátku každé kapitoly naleznete konkrétně formulované ćıle. Jejich prostřednictv́ım
źıskáte přehled o tom, co budete po nastudováńı př́ıslušného tématického celku
umět, znát, co budete schopni dělat.

Kĺıčové pojmy: Hned na začátku každé kapitoly najdete kĺıčové pojmy, které byste
měli po jej́ım prostudováńı být schopni vysvětlit. Vracejte se k nim i při daľśım
čteńı a opakováńı, dokud si je dostatečně nezafixujete v paměti.
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Pasáž pro zájemce: Tato část textu je určena těm z vás, kteř́ı máte zájem o hlubš́ı
studium problematiky, nebo se chcete dozvědět i nějaké zaj́ımavé podrobnosti vzta-
huj́ıćı se k tématu.

Literatura: Odkazuje na konkrétńı pasáž v literatuře, jej́ıž seznam lze naj́ıt na konci
učebńıho textu.
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Kapitola 1

Vektorové funkce v́ıce proměnných

Úvodńı kapitola slouž́ı k zopakováńı poznatk̊u o vektorových funkćıch v́ıce proměnných.
V podstatě zobecňuje poznatky o vektorových funkćıch jedné proměnné, s nimiž jste
se seznámili při studiu teorie křivek.

Vektorové funkce jedné reálné proměnné představuj́ı v diferenciálńı geometrii stěžejńı
nástroj využ́ıvaný k popisu křivek. Umožňuj́ı snadno zavést např. pojem tečného
vektoru. Analogicky pak vektorové funkce v́ıce proměnných slouž́ı k charakteristice
ploch. Proto je d̊uležité s nimi umět pracovat.

Po prostudováńı této kapitoly dokážete:

– definovat vektorové funkce v́ıce proměnných,

– řešit základńı úlohy vektorové analýzy.

vektorová funkce v́ıce proměnných; limita, spojitost, derivace a diferenciál vektorové
funkce v́ıce proměnných; Taylor̊uv rozvoj

1.1 Základńı vlastnosti

Definice 1.1.1 Necht’ M ⊂ R2. Zobrazeńı f : M → E3, resp. f : M → V3, nazýváme
bodovou, resp. vektorovou funkćı dvou proměnných. Množina M se nazývá definičńı obor
funkce.

Čtenář sám jistě snadno zd̊uvodńı, proč se jedná o funkci dvou proměnných, analogicky
lze definici zobecnit i pro n proměnných. Pro úplnost byla zavedena i funkce bodová, dále
však budeme hovořit výhradně o funkćıch vektorových. O úzkém vztahu mezi těmito
dvěma typy funkćı je podrobněji pojednáno v následuj́ıćı kapitole. Doplňme ještě pro
úplnost zp̊usob zápisu obou funkćı:

P (u1, u2) =
[
x(u1, u2), y(u1, u2), z(u1, u2)

]
,

~p(u1, u2) =
(
x(u1, u2), y(u1, u2), z(u1, u2)

)
,

kde v obou př́ıpadech (u1, u2) ∈M.
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Definice 1.1.2 Řekneme, že vektorová funkce ~p(u1, u2) má limitu ~p0 v bodě (u1
0, u

2
0), což

budeme zapisovat ve tvaru

lim
(u1,u2)→(u10,u

2
0)
~p(u1, u2) = ~p0,

jestliže

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀(u1, u2) ∈M, (u1, u2) 6= (u1
0, u

2
0) :

|(u1, u2)− (u1
0, u

2
0)| < δ ⇒ |~p(u1, u2)− ~p0| < ε.

Stejně jako v př́ıpadě vektorových funkćı jedné proměnné vyšetřujeme existenci limity
vektorové funkce v́ıce proměnných pomoćı limit jednotlivých souřadnicových funkćı x, y
a z. Plat́ı totiž následuj́ıćı vztah

lim
(u1,u2)→(u10,u

2
0)
~p(u1, u2) =

(
lim

(u1,u2)→(u10,u
2
0)
x(u1, u2), lim

(u1,u2)→(u10,u
2
0)
y(u1, u2), lim

(u1,u2)→(u10,u
2
0)
z(u1, u2)

)
,

pomoćı něhož je v literatuře limita vektorové funkce mnohdy definována.

Nyńı můžeme pomoćı limity zavést pojem spojitosti a následně pak derivaci vekto-
rové funkce.

Definice 1.1.3 Řekneme, že vektorová funkce je spojitá v bodě (u1
0, u

2
0), jestliže v tomto

bodě existuje jej́ı limita a je rovna funkčńı hodnotě v tomto bodě.

Definice 1.1.4 Necht’ (u1
0, u

2
0) ∈M. Pak vektory

~p1(u1
0, u

2
0) ≡ ∂~p

∂u1
(u1

0, u
2
0) = lim

h→0

~p(u1
0 + h, u2

0)− ~p(u1
0, u

2
0)

h
,

~p2(u1
0, u

2
0) ≡ ∂~p

∂u2
(u1

0, u
2
0) = lim

h→0

~p(u1
0, u

2
0 + h)− ~p(u1

0, u
2
0)

h
,

pokud existuj́ı, se nazývaj́ı parciálńı derivace dle proměnné u1 a u2.

Podobně jako u limity lze derivaci zavést pomoćı derivaćı souřadnicových funkćı vzta-
hem

∂

∂ui
(
x(u1, u2), y(u1, u2), z(u1, u2)

)
=

(
∂x(u1, u2)

∂ui
,
∂y(u1, u2)

∂ui
,
∂z(u1, u2)

∂ui

)
.

Podrobně pojednáme o tomto př́ıstupu (přechodu k souřadnicovým funkćım) v řešeném
př́ıkladu.
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1.2 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 1.2.1 Vypočtěte diferenciál funkce

~p(u, v) = (u− v)~e1 + (u+ v)~e2 + (u2 + v2)~e3.

Řešeńı:
Než se dostaneme k řešeńı vlastńı úlohy, ukažme si na zmiňované funkci pojmy za-

vedené v teoretické části. Předně si všimněme, že se jedná o funkci dvou proměnných,
kde u1 = u, u2 = v a že zkoumaná vektorová funkce je zadána jako lineárńı kombinace
vektor̊u standartńı báze v R3. Definičńım oborem této funkce je zřejmě celá rovina R2.
Zapǐsme funkci ~p v obvykleǰśım tvaru:

~p(u, v) = (u− v︸ ︷︷ ︸
x

, u+ v︸ ︷︷ ︸
y

, u2 + v2︸ ︷︷ ︸
z

),

kde jsme naznačili, čemu jsou rovny jednotlivé souřadnicové funkce. Pomoćı nich, jak bylo
uvedeno v teoretické části, v praxi provád́ıme vlastńı výpočty.

Chceme-li např. spoč́ıtat limitu dané vektorové funkce v bodě (2, 1), vypočteme danou
limitu pro jednotlivé souřadnicové funkce v daném bodě, t́ım však prakticky opoušt́ıme
problematiku vektorových funkćı, kterou jsme převedli na úlohu o reálných funkćıch v́ıce
proměnných. V našem př́ıpadě tedy dostaneme

lim
(u,v)→(2,1)

~p(u, v) =

(
lim

(u,v)→(2,1)
(u− v), lim

(u,v)→(2,1)
(u+ v), lim

(u,v)→(2,1)
(u2 + v2)

)
=

= (2− 1, 2 + 1, 22 + 12) = (1, 3, 5).

Podobně
”
po složkách“ vypočteme i derivace

∂~p

∂u
= (1, 1, 2u);

∂~p

∂v
= (−1, 1, 2v).

Nyńı můžeme přikročit k řešeńı úlohy. Připomeňme, že diferenciál vektorové funkce je
definován analogicky jako pro funkce reálné, tj.

d~p(u1, u2) =
2∑
i=1

∂~p

∂ui
dui.

Odtud plyne pro uvažovanou funkci

d~p(u, v) = (1, 1, 2u)du+ (−1, 1, 2v)dv =

= (du− dv)~e1 + (du+ dv)~e2 + 2(u du+ v dv)~e3.

1.3 Kontrolńı otázky

1. Jaký je rozd́ıl mezi bodovou a vektorovou funkćı?

2. Vyslovte větu o spojitosti vektorové funkce pomoćı souřadnicových funkćı.

3. Co znamená, že vektorová funkce je tř́ıdy Cn?

4. Pokuste se definovat Taylor̊uv rozvoj pro vektorové funkce dvou proměnných. Kde
jste se s Taylorovým rozvojem setkali při studiu křivek?
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1.4 Cvičeńı

1. Určete definičńı obor, rozhodněte o spojitosi a vypočtěte parciálńı derivace prvńıho
řádu funkce ~p(u, v) = (uev, u2 + v2, uv).

2. Je dána složená vektorová funkce dvou proměnných

~p(~x) = (x2
1 + x2

2)~e1 + x1x2~e2,

kde
~x = (u1 cosu2)~e1 + (u1 sinu2)~e2.

Vyjádřete funkci ~p pomoćı proměnných u1, u2 a vypočtěte ∂~p
∂ui
, i = 1, 2.

2. Vyjádřete Taylor̊uv rozvoj funkce ~p(u, v) = (u2 + v3)~e1 + u3v~e2 v bodě (1,−1).

1.5 Odpovědi na kontrolńı otázky

1. Bodová funkce zobrazuje do eukleidovského prostoru - přǐrazuje tedy body, zat́ımco
vektorová funkce zobrazuje do zaměřeńı př́ıslušného prostoru - přǐrazuje vektory.

2. Vektorová funkce ~p(u1, u2) je spojitá v daném bodě (na daném intervalu) právě
tehdy, jsou-li v daném bodě (na daném intervalu) spojité všechny jej́ı souřadnicové
funkce.

3. Tato vlastnost znamená, že daná vektorová funkce je spojitá i se všemi svými
parciálńımi derivacemi do řádu n včetně.

4. Taylor̊uv rozvoj vektorové funkce ~p(u), kde u = (u1, u2), v bodě
u0 = (u1

0, u
2
0) je dán vzorcem

~p(u) = ~p(u0) +
d~p(u0)

1!
+
d2~p(u0)

2!
+ · · ·+ dm~p(u0)

m!
+ Rm(u− u0),

kde

lim
u→u0

Rm(u− u0)

|u− u0|m
= 0.

V teorii křivek se Taylor̊uv rozvoj využ́ıvá při studiu styku křivek.

1.6 Výsledky

1. D = R2, funkce je spojitá na celém definičńım oboru (ověř́ıme pomoćı souřadnicových
funkćı), ∂~p

∂u
= (ev, 2u, v), ∂~p

∂v
= (uev, 2v, u)

2. ~p(u1, u2) = (u2
1, u

2
1 cosu2 sinu2, 0), ∂~p

∂u1
= (2u1, u1 sin 2u2, 0),

∂~p
∂u2

= (0, u2
1 cos 2u2, 0)

3. po vypočteńı př́ı̌slušných diferenciál̊u a po dosazeńı do vzorce pro Taylor̊uv rozvoj
dostaneme:

~p(u) = −~e2 + (2~e1 − 3~e2)(u1 − 1) + (3~e1 + ~e2)(u2 + 1)+

+(~e1 − 3~e2)(u1 − 1)2 + 3~e2(u1 − 1)(u2 + 1)− 3~e1(u2 + 1)2 + R2(u− u0)
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Poznámky:
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Kapitola 2

Definice plochy a jej́ı základńı
vlastnosti

Pro definici plochy využijeme př́ıstup, který byl použit i při definici křivek, tj. po-
moćı homeomorfismu. Dále připomeneme zp̊usoby zadáńı plochy a v neposledńı řadě
základńı poznatky o změně parametru plochy.

Nebot’ celá sb́ırka je věnována studiu ploch, je zapotřeb́ı se d̊ukladně seznámit se
stěžejńım pojmem plochy a základńımi principy, jež využ́ıváme při jejich charakte-
rizaci.

Hlavńım ćılem této kapitoly je seznámit se s pojmem plochy. Po jej́ım prostudováńı
dokážete:

– definovat plochu,

– klasifikovat typy rovnic, jimiž může být plocha zadána,

– aplikovat Einsteinovu sumačńı konvenci při zápisu vzorc̊u a rovnic.

plocha; parametrické určeńı; implicitńı a explitńı určeńı; transformace parametru;
Einsteinova sumačńı konvence

2.1 Definice plochy

V této části se zaměř́ıme na definici plochy. Pro následuj́ıćı úvahy předpokládejme, že En
znač́ı eukleidovský prostor dimenze n a U je konvexńı oblast v E2. Pro větš́ı názornost
uvedeme tradičńı definici, kterou lze nalézt ve většině publikaćı věnuj́ıćıch se této proble-
matice.

Definice 2.1.1 Necht’ p : U→ E3 je bodová funkce s vlastnostmi:

a) funkce p má spojité parciálńı derivace ve všech bodech oblasti U,

b) v každém bodě u = (u1, u2) ∈ U jsou parciálńı derivace

~p1(u) =
∂p

∂u1
, ~p2(u) =

∂p

∂u2

lineárně nezávislé vektory (tzv. regulárnost).
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Pak ř́ıkáme, že bodová funkce p je parametrickým vyjádřeńım plochy. Č́ısla u1 a u2 se
nazývaj́ı parametry na ploše S, jimiž je určen jej́ı bod X = p(u1, u2).

V některých př́ıpadech se připoušt́ı, aby u některých (obvykle izolovaných) bod̊u
množiny U nebyl druhý požadavek z definice plohy splněn. Mluv́ıme pak o singulárńıch
bodech plochy. Analogicky jako u křivek lze singularity členit na odstranitelné a neod-
stranitelné. Rovněž poznamenejme, že někteř́ı autoři nav́ıc požaduj́ı, aby funkce p byla
prostá.

Uved’me ještě korektněǰśı definici plochy pomoćı pojmu parametrizace.

Definice 2.1.2 Necht’ p je zobrazeńı z konvexńı oblasti U do E3. Pak se toto zobrazeńı
nazývá (regulárńı) parametrizaćı tř́ıdy Cr, jestliže:

a) je hladké tř́ıdy Cr, r ≥ 1,

b) je regulárńı, tj. ~p1 ∦ ~p2,

c) je prosté,

d) každá posloupnost bod̊u p(u(i)) konverguje k p(u(0)), pak u(i) → u(0), kde
u(i) ∈ U, i = 0, 1, 2, . . .

K této definici doplňme, že z bod̊u a), c), d) plyne, že zobrazeńı p : U → S = p(U) je
homeomorfismem, tj. p je bijektivńı, p a p−1 jsou spojitá zobrazeńı.

Definice 2.1.3 Elementárńı diferencovatelnou plochou tř́ıdy Cr pak rozumı́me takovou
množinu S ⊂ E3, pro kterou existuje parametrizace p tř́ıdy Cr taková, že S = p(U).
Diferencovatelná plocha tř́ıdy Cr je množina S ⊂ E3, která je lokálně elementárńı tř́ıdy
Cr, tj. okoĺı každého bodu X ∈ S je elementárńı diferencovatelná plocha tř́ıdy Cr.

Závěrem této poznámky uved’me, že dále budeme pojmem plocha obyčejně rozumět
elementárńı diferencovatelnou plochu tř́ıdy Cr, r ≥ 1.

Nyńı si poṕı̌seme vztah mezi vektorovou a bodovou funkćı.

obr. 1: Vztah mezi bodovou a vektorovou funkćı

Předně si uvědomme, že bodová funkce p(u), u ∈ U, je ekvivalentńı vektorové funkci
~p(u). Bodová funkce p(u) totiž indukuje vektorovou funkci ~p(u) rozd́ılem ~p(u) = p(u)−O,
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kde O je počátek zvolené soustavy souřadné. Naopak lze bodovou funkci z vektorové źıskat
pomoćı vztahu p(u) = O + ~p(u), tj. posunut́ım počátku o patřičný vektor ~p(u), jež bývá
zvykem označovat pojmem pr̊uvodič bodu p(u). Situace je znázorněna na obr. 1.

Necht’ u = (u1, u2) ∈ U. Z uvedeného vyplývá, že parametrizaci plochy lze popsat
následuj́ıćımi formulemi (souhrnně označovanými jako parametrické rovnice plochy):

• p = p(u1, u2), tzv. bodová rovnice,

• ~p = ~p(u1, u2), tzv. vektorová rovnice,

• x = x(u1, u2), y = y(u1, u2), z = z(u1, u2), tzv. souřadnicový tvar (źıskáme ho ro-
zepsáńım předchoźıch dvou typ̊u rovnic po souřadnićıch).

Kromě parametrizace ještě rozeznáváme daľśı typy zadáńı ploch. Jejich rovnice tak
můžeme vyjádřit třemi základńımi zp̊usoby:

• parametricky: x = x(u1, u2), y = y(u1, u2), z = z(u1, u2);

• explicitně: z = f(x, y);

• implicitně (jde o obecnou rovnici plochy): F(x, y, z) = 0.

V prvńım př́ıpadě jsou souřadnice bod̊u dané plochy vyjádřeny pomoćı parametr̊u
u1, u2; ve zbývaj́ıćıch př́ıpadech pracujeme př́ımo se souřadnicemi bod̊u. Připomeňme, že
plochu, kterou lze vyjádřit explicitně, nazýváme plochou prostou.

Ze základńıch pojmů dále uved’me transformaci parametru. Předpokládejme, že v
E2 jsou dány dvě oblasti U a U∗ splňuj́ıćı předpoklady vyslovené v úvodu kapitoly,
S necht’ je plocha v E3 a p, p∗ př́ıslušné bodové funkce zobrazuj́ıćı oblasti U a U∗
na plochu S.

Definice 2.1.4 Regulárńım zobrazeńım F tř́ıdy Cr, r ≥ 1, oblasti U na oblast U∗ nazveme
zobrazeńı F : U→ U∗, kde

F =
(
ϕ1(u1, u2), ϕ2(u1, u2)

)
,

takové, že

a) ϕ1, ϕ2 jsou funkcemi tř́ıdy Cr,

b) v každém bodě (u1, u2) ∈ U je Jacobián zobrazeńı F nenulový, tj.
∂ϕ1

∂u1

∂ϕ2

∂u2

∂ϕ2

∂u1

∂ϕ1

∂u2

 6= 0.

Přejdeme-li od bodové funkce p, která je vyjádřeńım plochy S, k bodové funkci

p∗ = p ◦ F−1,

kde F splňuje vlastnosti z definice 2.1.4, je tato funkce opět parametrickým vyjádřeńım
plochy S, což dokážeme pomoćı ověřeńı podmı́nek z definice 2.1.1. Ř́ıkáme, že jsme na
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ploše provedli regulárńı transformaci parametru. Naopak lze rovněž dokázat, že pro každé
dvě parametrizace p, p∗, jež parametrizuj́ı stejnou plochu, existuje zobrazeńı F ∗ : U∗ → U
takové, že

F ∗ = F,

které je prosté, regulárńı a tř́ıdy Cr.

Na závěr této části ještě zmiňme konvenci, jež umožňuje efektivněǰśı a přehledněǰśı
matematické vyjadřováńı v diferenciálńı geometrii ploch.

Einsteinovo sumačńı pravidlo: Jestliže se vyskytuje ve formuli jeden symbol v roli
dolńıho a poté horńıho indexu, pak pro tento symbol předpokládáme sumaci od 1 do n.
Dı́ky této konvenci se značně zjednodušuj́ı zápisy mnoha formuĺı, umožňuje nám totiž
vynechávat sumačńı znak.

Pro ilustraci uved’me výraz xiy
izk, který je zapsán s využit́ım zmı́něného pravidla.

Nebot’ index i splňuje požadavky pro sumačńı konvenci, předpokládáme u něj sumaci
pro hodnoty od 1 do n. Naopak index k předpoklady nesplňuje, v tomto zápise je proto

”
pevným“ indexem. Lze tedy psát:

xiy
izk =

n∑
i=1

xiy
izk = zk ·

n∑
i=1

xiy
i = zk · (x1y

1 + x2y
2 + · · ·+ xny

n).

2.2 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 2.2.1 Ověřte, že funkce ~p(u, v) = (r cosu, r sinu, v), kde r ∈ R+, u ∈ 〈0; 2π),
v ∈ R, je parametrickým vyjádřeńım plochy.

Řešeńı:
Podle definice plochy je třeba ověřit, že daná vektorová funkce má ve všech bodech

svého definičńıho oboru, tj. ve všech bodech oblasti U , spojité parciálńı derivace, které
jsou lineárně nezávislé. Diferencovatelnost je s ohledem na předpis funkce ~p splněna, nyńı
derivace vypočtěme:

~p1 = (−r sinu, r cosu, 0), ~p2 = (0, 0, 1).

Odtud vid́ıme, že derivace jsou nejen spojité, ale rovněž lineárně nezávislé. Shrneme-li
všechny závěry, představuje uvažovaná bodová funkce parametrické určeńı plochy.1 Jedná
se o rotačńı válcovou plochu.

Toto parametrické určeńı můžeme źıskat, uvědomı́me-li si, že rotačńı válcová plocha
patř́ı mezi plochy př́ımkové. To znamená, že každým jej́ım bodem procháźı alespoň jedna
př́ımka, jej́ıž všechny body lež́ı na dané ploše. Př́ımková plocha vzniká tak, že do každého
bodu p(t) ř́ıd́ıćı křivky popsané rovnićı ~p = ~p(t) umı́st́ıme př́ımku o směrovém vektoru
~q(t). Celkově tedy dostáváme, že př́ımkovou plochu lze popsat rovnićı

~r(t, v) = ~p(t) + v~q(t).

1Nastiňme rovněž postup pro prověřeńı ve smyslu korektněǰśı definice 2.1.2. V tomto př́ıpadě nav́ıc
muśıme kromě diferencovatelnosti a regularity prověřit, že daná funkce je prostá. Prvńı dva kroky jsou
analogické předchoźımu postupu, třet́ı krok je splněn s ohledem na omezeńı definičńıho oboru proměnné
u.
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Uvědomı́me-li si, že ř́ıd́ıćı křivkou je v našem př́ıpadě kružnice (o poloměru r umı́stěná
tak, že jej́ı střed je totožný s počátkem soustavy souřadné), snadno odvod́ıme pomoćı
jej́ıho parametrického vyjádřeńı rovnici rotačńı válcové plochy, směrový vektor př́ımek
voĺıme (0, 0, 1) vzhledem k umı́stěńı kružnice.

Př́ıklad 2.2.2 Ukažte, že danou válcovou plochu z předchoźıho př́ıkladu lze určit pomoćı
obecné rovnice x2 + y2 = r2.

Řešeńı:

Z parametrického určeńı plynou pro souřadnice libovolného bodu dané plochy rovnice
x = r cosu, y = r sinu, z = v. Pro výraz na levé straně uvažované rovnice postupně
dostáváme:

x2 + y2 = (r · cosu)2 + (r · sinu)2 = r2 · (cos2 u+ sin2 u) = r2.

Źıskáváme tedy platnou rovnost. Každý bod plochy popsané uvažovanými souřadnicovými
funkcemi rovnici tedy splňuje. Na druhou stranu ke každému bodu (x, y, z) prostoru, který
vyhovuje dané rovnici, lze přǐradit č́ısla u, v ∈ R tak, aby platily výše uvedené rovnice pro
x, y, z, přičemž hodnota v je určena jednoznačně, hodnota u je určena až na celoč́ıselný
násobek 2π. Daná obecná rovnice popisuje stejnou plochu.

Na závěr jen doplňme, že obecnou rovnici źıskáme ze souřadnicových funkćı eliminaćı
parametr̊u u, v, např. umocněńım a sečteńım prvńıch dvou rovnic.

obr. 2: Zeměpisná délka a š́ı̌rka

Př́ıklad 2.2.3 Odvod’te parametrické vyjádřeńı kulové plochy (sféry).

Řešeńı:

Každý bod X kulové plochy o poloměru r je určen dvěma parametry u, v, které jsou
v geografii známé jako zeměpisná délka a zeměpisná š́ıřka (viz obr. 2). Necht’ X1 znač́ı
pr̊umět bodu X do roviny xy. Parametr u potom vyjadřuje odchylku pr̊uvodiče bodu X1

a osy x, parametr v odchylku pr̊uvodiče bodu X a roviny xy. Označme x, y, z souřadnice
bodu X. Prvńı dvě z nich źıskáme pomoćı bodu X1. Načrtneme-li si situaci v rovině xy,
snadno pomoćı goniometrických funkćı odvod́ıme, že
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x = |OX1| cosu,

y = |OX1| sinu.

Zbývá odvodit souřadnici z a určit rozměr |OX1|. K tomu lze využ́ıt rovinu určenou
body O,X,X1. Zakresĺıme-li patřičný úhel v, dostáváme

|OX1| = r cos v,

z = r sin v.

Dosad́ıme-li prvńı vyjádřeńı do vztah̊u pro x, y źıskáme následuj́ıćı vyjádřeńı kulové
plochy:

x = r cos v cosu,

y = r cos v sinu,

z = r sin v.

Z odvozeńı těchto rovnic vyplývá, že u ∈ 〈−π; π〉 a v ∈ 〈−π
2
; π

2
〉. Tato parametrizace

je ale regulárńı pouze pro u ∈ (−π; π) a v ∈ (−π
2
; π

2
).

Př́ıklad 2.2.4 Odvod’te parametrické vyjádřeńı rotačńı plochy.

Řešeńı:
Rotačńı plochou rozumı́me plochu, která vzniká rotaćı křivky kolem určité př́ımky, tu

poté nazýváme osou rotace. Lež́ı-li daná křivka v rovině procházej́ıćı osou rotace, nazývá
se meridiánem. Předpokládejme, že meridián lež́ı v rovině xz, a necht’ je osou rotace osa
z. Křivka má proto rovnice

x = ϕ(v), y = 0, z = ψ(v),

kde v ∈ (a, b). Každý bod X[x; y; z] uvažované rotačńı plochy je určený jednak pa-
rametrem v, jednak parametrem u, jenž vyjadřuje úhel, o který se muśı otočit bod
Y [ϕ(v); 0;ψ(v)] p̊uvodńı křivky při rotaci do bodu X. Je patrné, že posledńı souřadnice
bodu Y se během rotace neměńı, je tedy shodná se souřadnićı z. Zbývá vyšetřit souřadnice
x, y. K tomu využijeme pr̊umět bod̊u X, Y do roviny xy. Zde snadno pomoćı goniomet-
rických funkćı můžeme odvodit vztahy

x = ϕ(v) cosu,

y = ϕ(v) sinu,

kde ϕ(v) je poloměr kružnice, po ńıž rotace prob́ıhá. Celkově tedy dostáváme rovnici
rotačńı plochy ve tvaru

x = ϕ(v) cosu,

y = ϕ(v) sinu,

z = ψ(v),

kde u ∈ (−π; π〉, v ∈ (a; b).
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Př́ıklad 2.2.5 Odvod’te parametrické vyjádřeńı rotačńıho jednod́ılného hyperboloidu.

Řešeńı:
Pro řešeńı využijeme výsledku předchoźı úlohy. Stač́ı si uvědomit, že jednod́ılný rotačńı

hyperboloid vznikne rotaćı hyperboly kolem vedleǰśı osy. Pokud ji ztotožńıme s osou z,
dostaneme po dosazeńı parametrických rovnic hyperboly hledané vyjádřeńı plochy ve
tvaru2

x = a cosh v cosu,

y = a cosh v sinu,

z = b sinh v.

Vyšetřete intervaly pro u, v.

2.3 Kontrolńı otázky

1. Zd̊uvodněte, proč požadujeme v definici plochy regulárnost.

2. Charakterizujte vztah mezi bodovou a vektrovou rovnićı plochy!

3. Uved’te př́ıklad implicitně dané plochy.

4. Definujte př́ımkovou plochu. Uved’te jej́ı př́ıklad.

5. V čem spoč́ıvá význam Einsteinovy sumačńı konvence?

2.4 Cvičeńı

1. Ověřte, že dané funkce jsou parametrickým vyjádřeńım plochy:

a) ~p(u, v) = A+ u~a1 + v ~a2, kde A ∈ E3 a ~a1, ~a2 jsou lineárně nezávislé vektory ze
zaměřeńı E3,

b) ~p(t, u) = (a cos t cosu, b sin t cosu, c sinu); a, b, c ∈ R+,

c) ~p(t, u) =
(

2t, 2u, 2
( t2
a2
− u2

b2

))
; a, b ∈ R+.

2. Ukažte, že parametrizace z úlohy:

a) 1b) popisuje rotačńı elipsoid o implicitńı rovnici
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1,

b) 1c) popisuje hyperbolický paraboloid o rovnici
x2

a2
− y2

b2
= 2z.

2Připomeňme, že

coshx =
ex + e−x

2
, sinhx =

ex − e−x

2
, x ∈ R,

jsou hyperbolický kosinus a sinus. Pro tyto funkce plat́ı podobné vztahy jako pro funkce goniometrické,
např.

cosh2 x− sinh2 x = 1.
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3. Odvod’te parametrickou rovnici rotačńıho elipsoidu a rotačńıho dvojd́ılného hyper-
boloidu.

4. V jaké křivce prot́ıná plocha tečen šroubovice ~p(t) = (a cos t, a sin t, bt),
a, b ∈ R+, rovinu z = 0?

5. Parametrizujte kuželovou plochu s vrcholem, jehož pr̊uvodič je ~r.

6. Rozhodněte, zda plocha

~p(u, v) = (cosu+ v sinu, sinu− v cosu, v)

je plochou př́ımkovou.

2.5 Odpovědi na kontrolńı otázky

1. tento požadavek zaručuje, že množina p(U) se neredukuje pouze na křivku

2. obě rovnice jsou ekvivalentńı; bodová funce indukuje funkci vektorovou a naopak

3. např. sféra x2 + y2 + z2 = r2

4. každým bodem př́ımkové plochy procháźı alespoň jedna př́ımka lež́ıćı na jej́ım po-
vrchu; př́ıkladem je plocha kuželová nebo válcová

5. umožňuje jednodušš́ı a přehledněǰśı zápisy rovnic

2.6 Výsledky

1. postupujeme analogicky př́ıkladu 2.2.1

2. postupujeme analogicky př́ıkladu 2.2.2

3. (a cos v cosu, a cos v sinu, b sin v); (a sinh v cosu, a sinh v sinu, b cosh v); využijte po-
znatky o rovnici rotačńıch ploch

4. jde o křivku o rovnićıch x = a(cos t − t sin t), y = a(sin t + t cos t), tato křivka
se nazývá Archimédova spirála; postup: ze zadáńı plyne, že uvažovaná plocha je
plocha př́ımková (ř́ıd́ıćı křivkou je šroubovice, směrovým vektorem př́ımek je jej́ı
tečný vektor)

5. např. ~p(s, t) = ~r + t~q(s), t ∈ R, pro odvozeńı si uvědomte, že jde o př́ımkovou
plochu - ř́ıd́ıćı křivkou je konstantńı vektor ~r, označ́ıme-li směrový vektor př́ımek
~q(s), dostaneme dané vyjádřeńı

6. ano, plochu lze přepsat ve tvaru ~p(u, v) = (cosu, sinu, 0) + v(sinu,− cosu, 1)
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Poznámky:
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Kapitola 3

Tečné vlastnosti ploch

V této kapitole nast́ıńıme, jak lze k ploše sestrojit v jej́ım bodě tečnou rovinu,
ukážeme jej́ı vztah k normále plochy. Zkonstruujeme repér analogický Frenetově
trojhranu.

Podobně jako nalezeńı rovnice tečny u křivky, je nalezeńı tečné roviny plochy jednou
ze základńıch úloh, s ńıž se můžeme setkat nejenom v diferenciálńı geometrii. Pojem
normálového vektoru a Gaussova repéru nám v následuj́ıćıch kapitolách pak umožńı
zavést daľśı pojmy.

Po prostudováńı této kapitoly dokážete:

– definovat křivku na ploše,

– odvodit rovnici tečné roviny a normály plochy v jej́ım daném bodě,

– popsat konstrukci Gaussova repéru.

křivka na ploše; souřadnicová śıt’; tečný vektor plochy; normálový vektor plochy;
tečná rovina; normála; Gauss̊uv repér

3.1 Křivky na ploše

Následuj́ıćı pojmy nám usnadńı vysloveńı definice tečného vektoru.

Definice 3.1.1 Předpokládejme, že bodovou rovnićı p = p(u1, u2), (u1, u2) ∈ U, je
popsána plocha S. Necht’ u1 = u1(t), u2 = u2(t) jsou parametrické rovnice křivky l,
jej́ıž body lež́ı v U. Ř́ıkáme, že křivka l lež́ı na ploše S. Zmı́něné parametrické rovnice se
nazývaj́ı vnitřńı rovnice křivky l.1

Speciálńım typem křivek na ploše jsou souřadnicové křivky. Jedná se o takové křivky,
pro něž je jedna z jejich vnitřńıch rovnic rovna konstantńı funkci. Křivka l, pro kterou je
u2 = konst., se nazývá u1-souřadnicová křivka, analogicky pro u2-souřadnicovou křivku.

1Uvědomme si, že parametrické vyjádřeńı křivky na ploše je tedy složené zobrazeńı

f : I ⊂ R→ E3, f = p ◦ ϕ,

kde ϕ : I → U;∀t ∈ I : ϕ(t) = (u1(t), u2(t)). Z tohoto vyjádřeńı je patrné, že ϕ je vnitřńı složkou
složeného zobrazeńı, odtud název vnitřńı rovnice. Připomeňte, jaké muśı být splněny podmı́nky pro to,
aby zobrazeńı ϕ bylo křivkou v U!
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Jako př́ıklad uved’me kulovou plochu - zde jsou u-křivkami jsou rovnoběžkové kružnice
(nebot’ se měńı pouze parametr u, tj. zeměpisná délka), v-křivkami pak jsou poledńıky
(měńı se pouze parametr v, tj. zeměpisná š́ı̌rka).

Definice 3.1.2 Soustava souřadnicových křivek tvoř́ı souřadnicovou śıt’.

Śıt́ı křivek na ploše rozumı́me obecně zadáńı dvou systémů křivek s vlastnostmi:

– každým bodem plochy procháźı právě jedna křivka každého z obou systémů,

– dvě křivky z r̊uzných systémů maj́ı nejvýše jeden společný bod,

– ve společném pr̊useč́ıku dvou křivek z r̊uzných systémů maj́ı tyto křivky r̊uzné
tečny.

K souřadnicovým śıt́ım se ještě vrát́ıme v souvislosti s hlavńımi křivkami plochy a
prvńı kvadratickou formou plochy.

3.2 Tečná rovina a normála plochy

Definice 3.2.1 Tečnou plochy rozumı́me tečnu regulárńı křivky lež́ıćı na dané ploše.

Otázkou je, jak urč́ıme př́ıslušný tečný vektor. Vı́me, že vektorová rovnice př́ıslušné
křivky na ploše je vlastně složená funkce, proto pro derivaci je třeba aplikovat př́ıslušný
vzorec. Derivováńım obdrž́ıme

d~p

dt
=

d~p

du1

du1

dt
+

d~p

du2

du2

dt
.

Vid́ıme, že tečný vektor je vyjádřen jako lineárńı kombinace vektor̊u ~p1 a ~p2 zavedených
v předchoźı kapitole. Odtud plyne geometrický význam vektor̊u ~p1 a ~p2. Tyto vektory
se nazývaj́ı tečné a jedná se o tečné vektory př́ıslušných souřadnicových křivek. Jako
d̊usledek dostáváme následuj́ıćı větu:

Věta 3.2.1 Všechny tečny k ploše v jej́ım daném bodě lež́ı v rovině o zaměřeńı {~p1; ~p2}.

Definice 3.2.2 Rovina z předchoźı věty se nazývá tečná.

Definice 3.2.3 Normálou plochy v jej́ım daném bodě nazýváme kolmici k tečné rovině
sestrojenou v daném bodě.

Jelikož je normála k tečné rovině kolmá, je zřejmé, že jej́ı směrový vektor (označme ho
~m) źıskáme vektorovým součinem vektor̊u ze zaměřeńı tečné roviny. V př́ıpadě implicitně
dané plochy F(x, y, z) = 0 je nalezeńı vektoru normály snazš́ı. Je to gradientńı vektor

∇ ~F =

(
∂F
∂x

,
∂F
∂y

,
∂F
∂z

)
= (Fx,Fy,Fz) .

V budoućıch výpočtech se často setkáme s jednotkovým vektorem normály. Ten źıskáme
normalizaćı vektoru normály, tj. plat́ı

~m =
~p1 × ~p2

|~p1 × ~p2|
.

Význam tohoto vektoru nespoč́ıvá pouze v nalezeńı obecné rovnice tečné roviny, př́ıpadně
parametrické rovnice normály. Lze ho využ́ıt i pro zavedeńı pojmu orientace plochy, kterou
lze definovat v souvislosti se změnou parametru na ploše.
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Označme d determinant Jacobiho matice př́ıslušné změně parametru na ploše v jej́ım
daném bodě. Je-li d > 0, pak ř́ıkáme, že obě parametrizace určuj́ı tutéž orientaci
plochy, pro d < 0 opačnou orientaci. Souhlasné parametrizace určuj́ı v každém bodě
týž vektor normály. Pro nesouhlasné parametrizace lež́ı pole vektor̊u normály

”
na

r̊uzných stranách plochy“. Z těchto úvah je patrné, že množinu všech parametrizaćı
téže plochy lze rozdělit podle znaménka d na dvě skupiny (tř́ıdy). Ověřte, že relace

”
určovat tutéž orientaci“ je skutečně relace ekvivalence, a dokažte, že zmı́něné dvě

skupiny tvoř́ı rozklad množiny parametrizaćı téže plochy.

Věta 3.2.2 Vektory {~p1, ~p2, ~m} tvoř́ı pravotočivý repér.

Je to analogie Frenetova trojhranu, kterou označ́ıme jako Gauss̊uv repér. Jeho užit́ı
poznáme v kapitole věnované Gaussovým rovnićım.

3.3 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 3.3.1 Charakterizujte parametrické křivky roviny p(u, v) = A+ u~a1 + v~a2, kde
~a1, ~a2 ∈ E3 jsou lineárně nezávislé vektory a A ∈ E3.

Řešeńı:
Prozkoumejme nejprve u-křivky. Vı́me, že se jedná o takové křivky, pro něž je v kon-

stantńı, odtud pak vyplývá, že hodnota v~a2 je rovněž pro každé u konstatńı. Rovnice
(která je již funkćı jedné proměnné) pak přecháźı na tvar

p(u, v) = (A+ v~a2) + u~a2.

Pokud tedy źıskanou rovnici budeme interpretovat geometricky za využit́ı poznatk̊u z
analytické geometrie, dostáváme, že závorka vyjadřuje (pevný) bod, jde proto o rovnici
př́ımky rovnoběžnou s vektorem u. Analogicky postupujeme v př́ıpadě v-křivek.

Př́ıklad 3.3.2 Napǐste rovnici tečné roviny plochy p(u, v) = (u cos v, u sin v, cv), c 6= 0, v
obecném bodě p(u0, v0).

Řešeńı:
Nejprve muśıme vypoč́ıtat souřadnice vektor̊u ~p1, ~p2. Źıskáme je provedeńım patřičných

parciálńıch derivaćı vektorové funkce uvažované plochy. Plat́ı tedy ~p1 = (cos v, sin v, 0) a
~p2 = (−u sin v, u cos v, c). Nyńı je třeba určit souřadnice normálového vektoru. Z teore-
tické části v́ıme, že ho dostaneme vektorovým součinem vektor̊u ~p1, ~p2:

~m = ~p1 × ~p2 =


~i ~j ~k

cos v sin v 0
−u sin v u cos v c

 = (c sin v,−c cos v, u)

Celou situaci uvažujeme v obecném bodě p(u0, v0). Po dosazeńı źıskáme souřadnice normálového
vektoru v daném bodě ve tvaru ~m = (c sin v0,−c cos v0, u0). Odtud tedy plyne rovnice
hledáné roviny:

cx sin v0 − cy cos v0 + u0z + d = 0.

Zbývá vypoč́ıtat koeficient d, který urč́ıme obvyklým zp̊usobem, tj. dosazeńım souřadnic
bodu, který v hledané rovině lež́ı. V našem př́ıpadě jde o obecný bod uvažované plochy, ne-
boli (u0 cos v0, u0 sin v0, cv0). Řešeńım lineárńı rovnice s neznámou d obdrž́ıme d = −cu0v0.
Odtud tedy dostáváme rovnice hledané roviny ve tvaru

cx sin v0 − cy cos v0 + u0z − u0v0c = 0.
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Př́ıklad 3.3.3 Napǐste rovnici tečné roviny k ploše x2−2y2−3z2 +2 = 0 v bodě (3; 2; 1).

Řešeńı:
K určeńı rovnice tečné roviny plochy dané implicitně použijeme postup nast́ıněný

v teoretické části. Normálový vektor odpov́ıdá vektoru, který źıskáme parciálńım deri-
vováńım dané funkce dle všech proměnných, tj. vektoru (Fx,Fy,Fz). V tomto př́ıpadě má
normálový vektor souřadnice ~m = (x,−2y,−3z), v uvažovaném bodě tedy (3;−4;−3).
Proto rovnice tečné roviny má tvar:

3x− 4y − 3z + d = 0.

Dosazeńım souřadnic uvažovaného bodu źıskáme hodnotu zbývaj́ıćıho parametru d. Cel-
kem tak dostáváme rovnici

3x− 4y − 3z + 2 = 0.

Př́ıklad 3.3.4 Napǐste rovnici normály plochy z = 3x2 + y2 v bodě (1; 1; 3).

Řešeńı:
Vı́me, že normálou rozumı́me kolmici na tečnou rovinu, proto jej́ım směrovým vek-

torem je normálový vektor dané plochy. Nebot’ jde o plochu danou explicitně, můžeme
při výpočtu normálového vektoru postupovat analogicky předchoźımu př́ıkladu. Nejprve
však rovnici uprav́ıme na implicitńı tvar 3x2 + y2− z = 0, odtud derivováńım dostaneme
∇F = (6x, 2y,−1), v uvažovaném bodě pak ~m = (6, 2,−1). T́ım jsme źıskali směrový
vektor hledané normály, kterou proto lze vyjádřit pomoćı parametrických rovnic:

x = 1 + 6t

y = 1 + 2t

z = 3− t, t ∈ R.

Př́ıklad 3.3.5 K ploše o rovnici xyz = 1 určete tečnou rovinu rovnoběžnou s rovinou
x+ y + z = 5.

Řešeńı:
Oproti předchoźım úlohám neznáme souřadnice bodu dotyku. Ty však lze źıskat

prostřednictv́ım poznatku o rovnoběžnosti tečné roviny. Vı́me-li, že hledaná tečná rovina
je rovnoběžná s rovinou x + y + z = 5, pak muśı jej́ı normálový vektor být rovnoběžný
s normálovým vektorem dané roviny, tj. s vektorem (1, 1, 1). Současně ovšem v́ıme, že
normálový vektor hledané roviny lze źıskat derivováńım rovnice uvažované plochy, kte-
rou uprav́ıme na tvar xyz − 1 = 0, t́ımto zp̊usobem odvod́ıme, že ∇F = (yz, xz, xy) =(

1

x
,

1

y
,
1

z

)
. Celkově tedy máme vektorovou rovnici(

1

x
,

1

y
,
1

z

)
= α · (1, 1, 1),

kde α ∈ R. Dva vektory jsou si rovny, pokud jsou si rovny jejich souřadnice. Jejich
porovnáńım dostáváme soustavu rovnic ve tvaru

1

x
= α

1

y
= α

1

z
= α,
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ze které snadno źıskáme rovnice bod̊u dotyku. Je patrné, že x = y = z
(
= 1

α

)
. Dosazeńım

do rovnice plochy dostaneme x3 = 1. Tato rovnice má jediné reálné řešeńı x = 1. Proto
bod dotyku má souřadnice (1; 1; 1). Hledaná rovnice tečné roviny má tvar

x+ y + z − 3 = 0.

3.4 Kontrolńı otázky

1. Č́ım je tvořena souřadnicová śıt’?

2. jakou vlastnost maj́ı poledńıky a rovnoběžky?

3. Pomoćı jakých vektor̊u je vyjádřen tečný vektor plochy v jej́ım daném bodě?

4. Popǐste vztah mezi normálou a tečnou rovinou plochy.

5. Definujte Gauss̊uv repér.

3.5 Cvičeńı

1. Charakterizujte parametrické křivky následuj́ıćıch ploch:

a) p(u, v) = (r cosu, r sinu, v),

b) p(u, v) = (u cos v, u sin v, cv), c 6= 0.

2. Napǐste rovnici tečné roviny dané plochy v daném bodě, je-li dáno:

a) z = xy, (2;−1;−2),

b) z = x2 + y2, (−1;−1; 2),

c) p(u, v) = (u+ v, u2 + v2, u3 + v3), (−1;−1).

3. Napǐste rovnici normály plochy v daném bodě:

a) x2 − y2 = 4z, (2; 0; 1),

b) xyz = 6, (−2; 1;−3).

4. Dokažte, že vektor ∇F je normálový vektor plochy F(x, y, z) = 0.

5. Určete rovnici tečné roviny plochy k ploše z = 2x2 + 3y3, která je rovnoběžná s
rovinou 4x− 6y + z = 0.

6. Určete rovnici tečné roviny elipsoidu x2 + 2y2 + z2 = 1 rovnoběžné s rovinou x −
y + 2z = 0.

7. Dokažte, že tečné roviny plochy
√
x+
√
y+
√
z = a, a > 0, vyt́ınaj́ı na souřadnicových

osách úseky, jejichž součet je a2.
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3.6 Odpovědi na kontrolńı otázky

1. soustavou souřadnicových křivek

2. jsou to v− a u-křivky na sféře

3. pomoćı tečných vektor̊u př́ıslušných souřadnicových křivek v daném bodě

4. normála je kolmá na tečnou rovinu

5. jedná se o ortonormalizovaný repér {~p1, ~p2, ~m}

3.7 Výsledky

1. a) u-křivky: kružnice, v-křivky: př́ımky (tzv. površky); b) u-křivky: př́ımky, v-
křivky: šroubovice nebo osa z pro u = 0

2. a) −x+ 2y − z + 2 = 0, b) 2x+ 2y + z + 2 = 0, c) 3x+ z = 0

3. uvedeny jsou př́ıslušné normálové vektory: a) (6, 2, -1), b) (-3, 6, -2)

4. necht’ je dána plocha F(x(u, v), y(u, v), z(u, v)); derivováńım této rovnice postupně
podle proměnných u, v odvod́ıme soustavu (Fx,Fy,Fz) · ~pi = 0, odkud již plyne
tvrzeńı

5. bod dotyku (-1; 1; 5), tečná rovina: 4x− 6y + z + 5 = 0

6. 2x− 2y + 4z = ±
√

22

7. návod: určete rovnici tečné roviny v obecném bodě dané plochy a poté ji převed’te
na úsekový tvar
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Poznámky:
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Kapitola 4

Prvńı kvadratická forma plochy

V následuj́ıćı kapitole prohloub́ıme poznatky o tečných vektorech na ploše a za-
vedeme aparát, který nám umožńı na ploše řešit řadu metrických úloh (odchylky,
délky křivek, plošné obsahy).

Významnou charakteristikou ploch je jejich prvńı kvadratická forma. V této kapitole
ukážeme, jak ji lze využ́ıt pro řešeńı řady praktických úloh. Dále se pod́ıváme na
to, jak lze diferenciálńı geometrii využ́ıt v daľśıch oborech, konkrétně v kartografii.
Hned v úvodu poznamenejme, že bude velmi hojně využ́ıvána Einsteinova sumačńı
konvence.

Po prostudováńı této kapitoly dokážete:

– vypoč́ıtat skalárńı součin vektor̊u na ploše

– definovat a určit prvńı kvadratickou formu plochy,

– popsat vlastnosti prvńı kvadratické formy plochy,

– aplikovat prvńı kvadratickou formu plochy při řešeńı úloh.

kontravariantńı souřadnice; prvńı kvadratická forma plochy; diskriminant kvadra-
tické plochy; aplikace prvńı kvadratické formy plochy (úhel dvou křivek, délka křivky
na ploše, plošný obsah)

4.1 Prvńı kvadratická forma plochy

Předpokládejme, že vektorovou rovnićı ~p = ~p(u1, u2), kde (u1, u2) ∈ U, je popsána plocha
S. V jej́ım libovolném bodě X sestrojme tečnou rovinu. Každý vektor lze v této rovině
vyjádřit pomoćı lineárńı kombinace vektor̊u ~p1, ~p2. Uvažujme tedy libovolné dva vektory
~u,~v ze zaměřeńı tečné roviny. Plat́ı pro ně vztahy

~u = ui~pi,

~v = vj~pj.

Značeńı index̊u (i, j) je voleno pro přehlednost. Č́ısla ui, vj se nazývaj́ı kontravariantńı
souřadnice vektor̊u ~u,~v. Pro skalárńı součin vektor̊u na ploše tak dostáváme

~u~v = uivj~pi~pj.
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Skalárńı součin vektor̊u ~pi~pj je zvykem označovat symbolem gij. Výše uvedený vztah tak
źıskává jednodušš́ı zápis

~u~v = giju
ivj.

Nyńı lze přistoupit k definici prvńı kvadratické formy plochy.

Definice 4.1.1 Prvńı kvadratickou formou plochy rozumı́me výraz

I = gijdu
iduj.

Funkce gij se nazývaj́ı koeficienty prvńı kvadratické formy plochy.

smallskip
Jak bylo zmı́něno v úvodu, při zápisu je použita sumačńı konvence, proto pro vyšš́ı

názornost vztah pro prvńı kvadratickou plochu rozeṕı̌seme. Uvědomme si, že se ve vzorci
objevuj́ı celkem dva indexy splňuj́ıćı podmı́nky pro zjednodušený zápis sumačńı konvenćı,
proto postupně dostáváme:

I =
2∑
i=1

2∑
j=1

gijdu
iduj =

2∑
i=1

(gi1du
idu1 + gi2du

idu2) =

= g11du
1du1 + g12du

1du2 + g21du
2du1 + g22du

2du2 = g11(du1)2 + 2g12du
1du2 + g22(du2)2.

Někteř́ı autoři zavád́ı pojem diskriminantu prvńı kvadratické formy. Rozumı́me j́ım
hodnotu D = g11g22 − g2

12.

V následuj́ıćıch větách shrneme vlastnosti prvńı kvadratické formy plochy, d̊ukazy
lze nalézt např. v [4].

Věta 4.1.1 Pro prvńı kvadratickou plochu plat́ı vztah I = (d~p)2.

Věta 4.1.2 Prvńı kvadratická forma plochy nezáviśı na volbě souřadnic.

Věta 4.1.3 Prvńı kvadratická forma plochy je pozitivně definitńı kvadratickou formou.

Posledńı věta plyne z významného vztahu |~p1 × ~p2| =
√
g11g22 − g2

12.

4.2 Užit́ı prvńı kvadratické formy plochy

Využit́ı prvńı kvadratické formy při řešeńı úloh je velmi široké. Zahrnuje jednak výpočty
délky křivky na ploše, úhl̊u mezi křivkami a plošného obsahu plochy.

A) délka křivky na ploše

Návod na výpočet délky křivky na ploše dává následuj́ıćı věta:

Věta 4.2.1 Necht’ je na ploše S popsané vektorovou rovnićı ~p = ~p(u1, u2) dána křivka
l : ui = ui(t). Pro délku této křivky mezi body Y (t0), Y (t), t0 < t, plat́ı

s(t) =

∫ t

t0

√
g11

(
du1

dt

)2

+ 2g12
du1

dt

du2

dt
+ g22

(
du2

dt

)2

dt.
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Uvedený vzorec můžeme interpretovat i fyzikálně. Vyjadřuje dráhu pohybuj́ıćıho se
bodu na ploše S za čas t. Z této vlastnosti prvńı kvadratické formy plochy vyplývá, že se
jedná o metrickou formu plochy, umožňuje nám na ploše měřit.

Metrika daná pozitivně definitńı kvadratickou formou se nazývá Riemannova me-
trika. Plocha opatřená Riemannovou metrikou g pak tvoř́ı Riemann̊uv prostor a
geometrie na této ploše se nazývá Riemannova geometrie.

B) úhel dvou křivek

Nejprve je třeba pojem úhlu dvou křivek na ploše zavést.

Definice 4.2.1 Úhlem křivek plochy S, které procháźı společným bodem X plochy,
nazýváme úhel tečen sestrojených k těmto křivkám v bodě X.

Věta 4.2.2 Necht’ ai, bj jsou kontravariantńı souřadnice tečných vektor̊u dvou křivek plo-
chy S, které procháźı společným bodem X plochy. Pro úhel ϕ těchto křivek plat́ı vztah

cosϕ =
gija

ibj√
gklakal ·

√
gmnbmbn

.

Pro souřadnicové křivky se vztah dá zjednodušit.

Věta 4.2.3 Pro úhel ϕ souřadnicových křivek ve společném bodě X plochy plat́ı

cosϕ =
g12√
g11 · g22

.

Se znalost́ı úhlu křivek můžeme také zavést ortogonálńı souřadnicovou śıt’ zmiňovanou
v předchoźı kapitole.

Definice 4.2.2 Řekneme, že souřadnicové křivky tvoř́ı ortogonálńı śıt’, jestliže se v každém
bodě plochy prot́ınaj́ı kolmo.

Kritérium pro rozhodováńı o ortogonalitě souřadnicové śıtě poskytuje následuj́ıćı věta.

Věta 4.2.4 Souřadnicové křivky tvoř́ı na ploše ortogonálńı śıt’ právě tehdy, když je

g12 = 0.

C) plošný obsah

Posledńı typ úloh, k nimž lze využ́ıt prvńı kvadratickou formu plochy, je výpočet
obsahu ploch.

Věta 4.2.5 Obsah S plochy je dán vzorcem S =

∫∫
Ω

√
g11 · g22 − g2

12 du
1du2.

Věta 4.2.6 Obsah S plochy při explicitńım vyjádřeńı z = f(x, y) je dán vzorcem

S =

∫∫
Ω

√
1 + f 2

x + f 2
y dxdy,

kde fi znamená parciálńı derivaci funkce f dle proměnné i.
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Na tomto mı́stě stručně pohovořme o zobrazeńıch mezi plochami. Výchoźım pojmem
bude difeomorfismus.

Definice 4.2.3 Necht’ ϕ je prosté zobrazeńı mezi plochami v E3. Zobrazeńı ϕ se nazývá
difeomorfismem, jestliže ϕ a ϕ−1 jsou diferencovatelná zobrazeńı.

Pro daľśı úvahy předpokládejme, že plochy jsou shodně parametrizované, tj. odpov́ıdaj́ıćı
si body maj́ı shodné křivočaré souřadnice. Za této podmı́nky dále zkoumejme vlastnosti
difeomorfismů.

Definice 4.2.4 Difeomorfismus ϕ je izometríı, jestliže zachovává délky všech křivek.

Lze dokázat, že kritériem, podle něhož rozhodneme, zda zobrazeńı je či neńı izometríı,
je rovnost kvadratických forem ploch, mezi nimiž izometrii uvažujeme, tj. plat́ı g = g.
Speciálńım typem izometríı je rozvinut́ı.

Definice 4.2.5 Plocha se nazývá rozvinutelná, jestliže existuje izometrie dané plochy na
rovinu nebo jej́ı část.

Na základě této definice lze snadno ukázat, že sféra neńı rozvinutelnou plochou. Proto
pro zobrazeńı v kartografii použ́ıváme následuj́ıćı postup - sféru zobraźıme do rozvinutelné
plochy, kterou poté i s obrazem zobraźıme do roviny. Dle typu použité rozvinutelné plochy
pak rozlǐsujeme zobrazeńı azimutálńı, válcové či kuželové.

Definice 4.2.6 Difeomorfismus ϕ se nazývá konformńım zobrazeńım, zachovává-li veli-
kosti úhl̊u všech dvojic křivek.

Praktickým kritériem je v tomto př́ıpadě úměrnost prvńıch kvadratických forem daných
ploch, tj. existuje reálná funkce ρ na U taková, že g = ρg.

Zaj́ımavým faktem je, že libovolná plocha je lokálně konformně Eukleidova, tj. na
každé ploše lokálně existuje soustava souřadnic, ve které

I = ρ(u1, u2) ·
(
(du1)2 + (du2)2

)
.

Z toho např. plyne, že lokálně můžeme na ploše zavést ortonormálńı soustavu
souřadnic.

Definice 4.2.7 Difeomorfismus ϕ se nazývá plochojevným zobrazeńım, jestliže zachovává
plošný obsah každé části plochy.

Kritériem je pro plochojevná zobrazeńı rovnost diskriminant̊u prvńıch kvadratických
forem př́ıslušných ploch.

4.3 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 4.3.1 Zapǐste prvńı kvadratickou formu plochy p(u, v) = (u cos v, u sin v, 0). O
jakou plochu se jedná?

Řešeńı:
Jedná se o rovinu. Následuj́ıćı př́ıklad vyřeš́ıme podrobně. Nejprve vypočteme vektory

~p1, ~p2. Parciálńım derivováńım dostáváme postupně:

~p1 = (cos v, sin v, 0); ~p2 = (−u sin v, u cos v, 0).
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Nyńı můžeme přej́ıt k výpočtu koeficient̊um prvńı kvadratické formy:

g11 = ~p1 · ~p1 = (cos v, sin v, 0) · (cos v, sin v, 0) = cos2 v + sin2 v = 1,

g12 = ~p1 · ~p2 = (cos v, sin v, 0) · (−u sin v, u cos v, 0) = −u cos v sin v + u sin v cos v = 0,

g22 = ~p2 · ~p2 = (−u sin v, u cos v, 0) · (−u sin v, u cos v, 0) = u2 sin2 v + u2 cos2 v = u2.

Celkově pak pro prvńı kvadratickou formu uvažované roviny plyne

I = (du1)2 + u2(du2)2.

Př́ıklad 4.3.2 Zapǐste prvńı kvadratickou formu plochy hlavńıch normál křivky ~y(s).

Řešeńı:
Ze zadáńı vyplývá, že se jedná o plochu př́ımkovou - ř́ıd́ıćı křivkou je uvažovaná křivka

~y(s) a vektorem pak ~n(s). S ohledem na výsledky uvedené v prvńı kapitole můžeme rovnici
plochy psát ve tvaru ~p(s, u) = ~y(s) + u~n(s). Dále by si měl čtenář povšimnout, že ř́ıd́ıćı
křivka má za parametr oblouk, proto pro daľśı úpravy využijeme Frenetových vzorc̊u
známých z teorie křivek. Následuj́ıćı postup je pak v souladu s předchoźım př́ıkladem.
Nejprve vypočteme parciálńı derivace:

~p1 = ~y′(s) + u~n′(s) = ~t(s) + u(−κ~t(s) + τ~b(s)) = (1− uκ)~t(s) + uτ~b(s);

~p2 = ~n(s).

Dále urč́ıme koeficienty prvńı kvadratické formy (uvědomme si, že ~t(s)⊥~n(s), analogicky
pro zbývaj́ıćı dvojice vektor̊u Frenetova repéru):

g11 =
(

(1− uκ)~t(s) + uτ~b(s)
)
·
(

(1− uκ)~t(s) + uτ~b(s)
)

=

= (1− uκ)2~t(s)~t(s) + 2τ(1− uκ)~t(s)~b(s) + u2τ 2~b(s)~b(s) = (1− uκ)2 + u2τ 2,

g12 =
(

(1− uκ)~t(s) + uτ~b(s)
)
· ~n(s) = (1− uκ)~t(s)~n(s) + uτ~b(s)~n(s) = 0,

g22 = ~n(s) · ~n(s) = 1.

Závěrem lze prvńı kvadratickou formu dané plochy psát ve tvaru

I = ((1− uκ)2 + u2τ 2)(ds)2 + (du)2.

Př́ıklad 4.3.3 Určete délku křivky u(t) = t, v(t) = 2t, t ∈ 〈0; 2π〉, na ploše S, jej́ıž prvńı
kvadratická forma má tvar I = (du)2 + 1

4
cos v(dv)2.

Řešeńı:
Postupovat budeme podle věty 4.2.1. Aplikaćı daného vzorce (za gij dosad́ıme koefici-

enty z dané kvadratické formy, za diferenciály pak derivace souřadnicových funkćı křivky
dle proměnné t) postupně dostáváme:

s(t) =

∫ π
2

0

√
1 · 12 +

1

4
· cos 2t · 22 dt =

∫ π
2

0

√
1 + cos 2t dt =

∫ π
2

0

√
2 cos2 t dt =

=
√

2

∫ π
2

0

| cos t| dt =
√

2

∫ π
2

0

cos t dt =
√

2.

Během výpočtu byl použit goniometrický vzorec pro dvojnásobný úhel a absolutńı hod-
notu jsme odstranili s ohledem na integračńı obor.
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Př́ıklad 4.3.4 Jaký úhel sv́ıraj́ı křivky C1 : u + v = 0, C2 : u − v = 0 na ploše s prvńı
kvadratickou formou I = (du)2 + (4 + u2)(dv)2?

Řešeńı:
Úhlem křivek z definice rozumı́me úhel, který sv́ıraj́ı tečné vektory křivek ve společném

bodě. Odtud plyne postup - urč́ıme společné body a tečné vektory křivek, dále prvńı
kvadratickou formu plochy a k určeńı úhlu pak použijeme vzorec z věty 4.2.2. Pro společné
body křivek podle zadáńı dostáváme soustavu

u+ v = 0

u− v = 0,

které vyhovuje bod A[0; 0]. Z rovnic křivek snadno odvod́ıme jejich parametrické vyjádřeńı
C1 : g(t) = (t;−t), C2 : h(t) = (t, t), pro tečné vektory pak derivaćı dostaneme g′(t) =
(1;−1), h′(t) = (1; 1). Nyńı zbývá tedy určit jednotlivé komponenty do vzorce z věty 4.2.2.
Pro výraz v čitateli výpočet rozeṕı̌seme podrobně, jmenovatel źıskáme analogicky.

gija
ibj =

2∑
i=1

2∑
j=1

gija
ibj = g11a

1b1 + g21a
2b1 + g12a

1b2 + g22a
2b2 =

= 1 · 1 · 1 + 0 · (−1) · 1 + 0 · 1 · 1 + (4 + 02) · (−1) · 1 = 1− 4 = −3,

gkla
kal = 5, gmnb

mbn = 5.

⇒ cosϕ =
−3√
5 ·
√

5
= −3

5
⇔ ϕ = arccos

(
−3

5

)
Př́ıklad 4.3.5 Vypočtěte obsah křivočarého čtyřúhelńıka na ploše dané bodovou funkćı
p(u, v) = (v cosu, v sinu, au) omezeného křivkami u = 0, u = 1, v = 0,
v = a.

Řešeńı:
Pro výpočet použijeme vzorec z věty 4.2.5. Ještě si ujasněme, že hraničńı křivky nám

určuj́ı obor integrace, v tomto př́ıpadě jde o množinu 〈0; 1〉×〈0; a〉. Vypoč́ıtejme potřebné
komponenty:

~p1 = (−v sinu, cosu, a), ~p2 = (cosu, sinu, 0),

g11 = v2 sin2 u+ v2 cos2 u+ a2 = v2 + a2,

g12 = −v cosu sinu+ v cosu sinu+ 0 = 0,

g22 = cos2 u+ sin2 u = 1.

Dosazeńım do zmiňovaného vzorce tak dostáváme

S =

∫ 1

0

∫ a

0

√
1 · (v2 + a2)− 0 dvdu = 1 ·

∫ a

0

√
v2 + a2 dv =

=
1

2
[v
√
v2 + a2 + a2 ln(v +

√
a2 + v2)]a0 =

1

2
a2[
√

2 + ln(1 +
√

2)].

Při výpočtu integrálu je využita speciálńı substituce v = |a| sinh t (podrobný výpočet
tohoto integrálu lze nalézt např. v [6; str. 122]).
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4.4 Kontrolńı otázky

1. Jakým zp̊usobem źıskáme kontravariantńı souřadnice vektoru?

2. Definujte prvńı kvadratickou formu plochy.

3. Uved’te vlastnosti prvńı kvadratické formy plochy.

4. Za jakých podmı́nek tvoř́ı parametrické křivky ortogonálńı śıt’?

5. Jaké typy difeomorfismů rozlǐsujeme?

4.5 Cvičeńı

1. Dokažte věty 4.1.1, 4.2.3 a 4.2.4.

2. Vypočtěte koeficienty prvńı kvadratické formy sféry dané bodovou funkćı

p(u, v) = (r sinu cos v, r sinu sin v, r cosu).

3. Určete prvńı kvadratickou formu plochy tečen křivky ~y(s).

4. Tvoř́ı soustava souřadnicových křivek na sféře ortogonálńı śıt’?

5. Vypočtěte úhel křivek C1 : u + v = 0, C2 : u2 − v = 0 lež́ıćıch na ploše o rovnici
p(u, v) = (coshu cos v; coshu sin v;u), u ∈ 〈−2; 2〉, v ∈ 〈0; 2π〉.

6. Na ploše s prvńı kvadratickou formou I = a2 cosh2 u[(du)2 +(dv)2] lež́ı křivka u = v.
Určete jej́ı délku pro u ∈ 〈0; ln(1 +

√
2)〉.

7. Vypočtěte obsah plochy, která je část́ı rotačńıho paraboloidu daného rovnićı p(u, v) =
(v cosu, v sinu, v2), a je určena nerovnostmi 0 ≤ u ≤ 2π, 0 ≤ v ≤

√
2.

8. Je dána plocha s prvńı kvadratickou plochou I = (du)2 + (u2 + a2)(dv)2. Na této
ploše uvažujeme křivky o rovnićıch v = 1, u = 1

2
av2, u = −1

2
av2. Určete obvod

křivočarého trojúhelńıka, jenž je těmito křivkami určen.

9. Loxodromou rozumı́me křivku, která prot́ıná poledńıky rotačńı plochy pod kon-
stantńım úhlem ϕ (viz obr. 3). Najděte loxodromy na sféře o rovnici

p(u, v) = (r sinu cos v, r sinu sin v, r cos v).
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obr. 3: Loxodroma na sféře

10. Pomoćı prvńı kvadratické formy plochy odvod’te vzorec pro obsah pláště rotačńıho
válce.

11. Dokažte, že válcová plocha je rozvinutelná.

12. Ja dána plocha S s prvńı kvadratickou formou je ve tvaru I = (du)2 + sinh2 u(dv)2.
Určetu délku křivky u = v mezi jej́ımi body (u1, ?) a (u2, ?).

13. Určete obsah plochy anuloidu daného rovnićı

p(u, v) =
(

(b+ a sinu) cos v, (b+ a sinu) sin v, a cosu
)
,

kde U = 〈0; 2π)× 〈0; 2π); a, b ∈ R, a > b.

4.6 Odpovědi na kontrolńı otázky

1. vyjádřeńım ve tvaru lineárńı kombinace tečných vektor̊u paramerických křivek v
daném bodě plochy

2. prvńı kvadratickou formou rozumı́me výraz I = gijdu
iduj

3. nezáviśı na volbě soustavy souřadnic a jde o pozitivně definitńı kvadratickou formu

4. pokud se v každém bodě plochy prot́ınaj́ı kolmo

5. izometrie, konformńı a plochojevné zobrazeńı

4.7 Výsledky

1. prvńı tvrzeńı se odvod́ı př́ımým výpočtem a porovnáńım s definićı prvńı kvadratické
formy; pro d̊ukaz druhého vyjdeme z tvrzeńı věty 4.2.2 a zohledńıme skutečnost, že
se jedná o souřadnicové křivky; ve třet́ım př́ıpadě pak jde o př́ımý d̊usledek definice
4.2.2 a věty 4.2.3

2. g11 = r2, g12 = 0, g22 = r2 sin2 u

3. I = (1 + u2κ2)(ds)2 + 2 dsdu+ (du)2; postupujeme jako v př́ıkladu 4.3.2

4. ano, nebot’ g12 = 0 (viz úloha 2)

5. π
4
; arccos 3

√
10

10

6.
√

2a

7. 13π
3

8. o = 10
3
a
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9. v = tgϕ ln | tg u
2
|+C; řešte dle věty 4.2.3 - uvědomte si, že jednou křivkou je hledaná

loxodroma, druhou poledńık, č́ımž se uvažovaný vzorec značně zjednoduš́ı; odvod’te
z něj diferenciálńı rovnici hledané křivky, jej́ıž integraćı dostanete výsledek

10. 2πrv; vyjděte z rovnice p(u, v) = (r cosu, r sinu, v) a použijte větu 4.2.5, uvědomte
si geometrický význam jednotlivých parametr̊u pro odvozeńı integračńıho oboru

11. stač́ı dokázat, že má stejnou kvadratickou formu jako rovina

12. sinhu2 − sinhu1

13. 4π2ab
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Poznámky:
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Kapitola 5

Druhá kvadratická forma plochy

Nyńı se seznámı́me s pojmy, které nám umožńı zkoumat vztahy mezi křivostmi
křivek, jež na ploše procháźı společným bodem, a dále pak charakterizovat křivosti
ploch, což bude náplň následuj́ıćı kapitoly.

Druhá kvadratická forma plochy nám umožńı źıskat představu o
”
tvaru“ zkoumané

plochy. Dı́ky ńı můžeme totiž klasifikovat body plochy na několik typ̊u, z nichž každý
má sv̊uj geometrický význam.

Po prostudováńı této kapitoly dokážete:

– definovat druhou kvadratickou formu plochy a vypoč́ıtat jej́ı koeficienty,

– nalézt planárńı a sférické body na ploše,

– klasifikovat body na ploše.

druhá kvadratická forma; planárńı bod; sférický bod; eliptický bod; parabolický
bod; hyperbolický bod

5.1 Druhá kvadratická forma plochy

Definice 5.1.1 Necht’ je dána plocha S tř́ıdy C2 o rovnici p = p(u1, u2). Druhou kvadra-
tickou formou plochy S pak rozumı́me výraz

II = bijdu
iduj,

kde bij = ~pij · ~m jsou koeficienty druhé kvadratické formy plochy S.

Pro upřesněńı ještě doplňme, že tř́ıda C2 znamená, že daná bodová funkce, j́ıž je
plocha určena, je spojitá i se svými derivacemi až do řádu 2 včetně. Vektor ~pij je definován
vztahem

~pij =
∂2~p

∂ui∂uj

a ~m je jednotkový vektor normály plochy (viz kapitola 3).
Po rozepsáńı lze druhou kvadratickou formu psát ve tvaru

II = b11(du1)2 + 2b12du
1du2 + b22(du2)2.

Dosad́ıme-li si za koeficienty patřičné výrazy, zjist́ıme, že druhá kvadratická forma je
hodnotou skalárńıho součinu druhého diferenciálu funkce p a vektoru ~m. Snadno se lze
přesvědčit o pravdivosti následuj́ıćı věty:
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Věta 5.1.1 Pro koeficienty druhé kvadratické formy plat́ı následuj́ıćı vztahy:

1) bij = bji

2) bij =
(~p1, ~p2, ~pij)√
g11g22 − g2

12

3) bij = −~pi · ~mj, kde ~mj = ∂ ~m
∂uj

.

Definice 5.1.2 Bod P na ploše S, pro nějž jsou všechny tři koeficienty druhé kvadratické
formy plochy rovny současně nule, se nazývá planárńı bod.

Lze ukázat, že planárnost bodu je čistě vlastnost tohoto bodu, která nezáviśı na
použité parametrizaci (viz např. [8]). Význam planárńıch bod̊u spoč́ıvá ve skutečnosti,
že plochy se v okoĺı těchto bod̊u chovaj́ı jako roviny. V podstatě můžeme ř́ıct, že
hraj́ı stejnou úlohu jako inflexńı body u křivek (viz [3]).

Definice 5.1.3 Bod P na ploše S, pro nějž je druhá kvadratická forma úměrná prvńı kva-
dratické formě (s koeficientem úměrnosti r̊uzným od nuly), nazýváme sférický (kruhový)
bod.

Podobně jako v př́ıpadě planárńıch bod̊u plat́ı, že tato vlastnost bodu nezáviśı na
parametrizaci plochy a že oblast kruhových bod̊u je část́ı sféry.

Závěrem poznamenejme, že známe-li u plochy jej́ı prvńı a druhou kvadratickou
formu, pak je jimi tato plocha jednoznačně určena. Podrobněji pojednáme o této
skutečnosti v sedmé kapitole.

5.2 Klasifikace bod̊u na ploše

Podobně jako v př́ıpadě prvńı kvadratické formy můžeme zavést pojem diskriminantu
druhé kvadratické formy plochy. Označme ho W . Pro jeho výpočet pak plat́ı vztah

W = b11b22 − b2
12.

V porovnáńı s diskriminantem prvńı kvadratické formy plochy, který je vždy kladný,
nabývá diskriminant druhé kvadratické formy plochy i hodnot nulových a záporných.

Definice 5.2.1 Regulárńı bod P plochy S, v němž je

• W > 0, se nazývá eliptický,

• W = 0, se nazývá parabolický,

• W < 0, se nazývá hyperbolický1.

Kruhové body považujeme za speciálńı př́ıpad bod̊u eliptických. Někteř́ı autoři považuj́ı
planárńı body za body parabolické, jińı za limitńı př́ıpad bod̊u kruhových. V tomto textu,
nebude-li řečeno jinak, planárńı body z našich úvah vylouč́ıme.

1Jak zjist́ıme později, můžeme ke klasifikaci bod̊u využ́ıt i hlavńı křivosti.
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Věta 5.2.1 Je-li P bod eliptický (hyperbolický), pak existuje okoĺı bodu P, jehož všechny
body jsou eliptické (hyperbolické).

Věta 5.2.2 Lež́ı-li na ploše bod eliptický a bod hyperbolický, lež́ı na této ploše nutně i bod
parabolický.

Obecně můžeme ř́ıci, že křivky parabolických bod̊u od sebe odděluj́ı oblasti bod̊u
eliptických a hyperbolických. Závěrem uved’me větu, která charakterizuje geometrický
význam jednotlivých typ̊u bod̊u.

Věta 5.2.3 Necht’ P je regulárńı bod plochy S, který neńı bodem planárńım, π tečná
rovina a O okoĺı bodu P. Jestlǐze bod P je:

• eliptický, pak lež́ı všechny body z O v témže poloprostoru určeného rovinou π (ta má
s plochou S z množiny O společný jen jediný bod - a to P),

• hyperbolický, pak existuj́ı v množině O body, které lež́ı v jednom poloprostoru určeném
rovinou π, i body lež́ıćı v prostoru opačném (rovina π má s plochou S společné ještě
daľśı body z O kromě P)

• parabolický, pak mohou nastat obě možnosti popsané v a) i b).

5.3 Řešené př́ıklady

V řešených př́ıkladech použijeme kromě obvyklého i následuj́ıćı značeńı

~p11 =
∂2~p

∂(u1)2
, ~p12 =

∂2~p

∂u1∂u2
, ~p22 =

∂2~p

∂(u2)2
.

Př́ıklad 5.3.1 Určete druhou kvadratickou formu plochy p(u, v) = (u, v, u2 − v2).

Řešeńı:
Pro určeńı druhé kvadratické formy plochy stač́ı vypoč́ıtat jej́ı koeficienty, k tomu

nejprve muśıme źıskat př́ıslušné vektory ~pij a vektor normály ~m. Postupným derivováńım
źıskáváme:

~p1 = (1, 0, 2u), ~p2 = (0, 1,−2v),

~p11 = (0, 0, 2), ~p12 = (0, 0, 0), ~p22 = (0, 0,−2).

Vektor ~m normály plochy dostaneme pomoćı vektorového součinu, který následně norma-
lizujeme. Plat́ı tedy:

~p1 × ~p2 =


~i ~j ~k
1 0 2u
0 1 −2v

 = (−2u, 2v, 1)⇒ ~m =
1√

4u2 + 4v2 + 1
(−2u, 2v, 1).

Odtud pro koeficienty druhé kvadratické plochy plyne

b11 = ~p11 · ~m =
1√

4u2 + 4v2 + 1
(0 · (−2u) + 0 · (2v) + 2 · 1) =

2√
4u2 + 4v2 + 1

,

b12 = ~p12 · ~m =
1√

4u2 + 4v2 + 1
(0 · (−2u) + 0 · (2v) + 0 · 1) = 0,
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b22 = ~p22 · ~m =
1√

4u2 + 4v2 + 1
(0 · (−2u) + 0 · (2v) + (−2) · 1) = − 2√

4u2 + 4v2 + 1
.

Celkově tak dostáváme II =
2√

4u2 + 4v2 + 1
[(du)2 − (dv)2].

Př́ıklad 5.3.2 Proved’te pomoćı druhé kvadratické formy klasifikaci bod̊u plochy dané
rovnićı p(u, v) = (u cos v, u sin v, cosu), u ∈ 〈0; 2π), v ∈ 〈0; 2π).

Řešeńı:

Postup pro klasifikaci bod̊u plyne z definice 5.2.1. Nejprve urč́ıme druhou kvadratickou
formu uvažované plochy, vypočteme jej́ı diskriminant a poté provedeme diskuzi. Potřebné
vektory maj́ı souřadnice:

~p1 = (cos v, sin v,− sinu), ~p2 = (−u sin v, u cos v, 0),

~p11 = (0, 0,− cosu), ~p12 = (− sin v, cos v, 0), ~p22 = (−u cos v,−u sin v, 0),

~p1 × ~p2 =


~i ~j ~k

cos v sin v − sinu
−u sin v u cos v 0

 = (u sinu cos v, u sinu sin v, u)⇒

⇒ ~m =
(u sinu cos v, u sinu sin v, u)

|u|
√

sin2 u+ 1
=

1√
sin2 u+ 1

(sinu cos v, sinu sin v, 1).

Pro odstraněńı absolutńı hodnoty jsme si uvědomili obor proměnné u. Nyńı vypoč́ıtejme
koeficienty druhé kvadratické formy:

b11 = ~p11 · ~m =
1√

sin2 u+ 1
(0 · sinu cos v + 0 · sinu sin v + 1 · (− cosu)) = − cosu√

sin2 u+ 1
,

b12 = ~p12 · ~m =
1√

sin2 u+ 1
(− sin v sinu cos v + sinu sin v cos v + 0 = 0,

b22 = ~p22 · ~m =
1√

sin2 u+ 1
(u sinu cos2 v − u sin2 v sinu+ 0) = − sinu√

sin2 u+ 1
.

Pro diskriminant druhé kvadratické formy plat́ı

W = b11b22 − b2
12 =

cosu · sinu√
sin2 u+ 1

.

Vid́ıme, že jmenovatel je vždy nezáporný, proto znaménko diskriminantu záviśı pouze na
čitateli. Dle definice 4.4 tak dostáváme:

• pro u ∈ (0; π
2
) ∪ (π; 3π

2
) je W > 0⇒ jde o body eliptické,

• pro u ∈ (π
2
; π) ∪ (3π

2
; 2π) je W < 0⇒ jde o body hyperbolické,

• pro u ∈ {0; π
2
; π; 3π

2
} je W = 0⇒ jde o body parabolické.
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Př́ıklad 5.3.3 Dokažte, že v kruhovém bodě plochy je diskriminant druhé kvadratické
formy plochy kladný.

Řešeńı:
Necht’ P je kruhový bod plochy S. V tomto bodě plat́ı pro formy plochy podle definice

5.1.3. vztah II = k · I, kde k ∈ R \ {0}, proto pro diskriminant druhé kvadratické formy
dostáváme

W = b11b22 − b2
12 = kg11 · kg22 − (k · g2

12) = k2 · (g11g22 − g2
12) = k2 ·D,

kde D je diskriminant prvńı kvadratické formy, o němž v́ıme, že je vždy kladný. Odtud
pak plyne tvrzeńı dokazované věty.

Př́ıklad 5.3.4 Ukažte, že na ploše z = −xy neexistuj́ı kruhové body.

Řešeńı:
Pro uvažovanou plochu zvolme parametrizaci p(u, v) = (u, v,−uv). Vypoč́ıtejme vek-

tory potřebné pro druhou kvadratickou formu:

~p1 = (1, 0, v), ~p2 = (0, 1,−u),

~p11 = (0, 0, 0), ~p12 = (0, 0,−1), ~p22 = (0, 0, 0),

~p1 × ~p2 =


~i ~j ~k
1 0 −v
0 1 −u

 = (v, u, 1)⇒ ~m =
1√

u2 + v2 + 1
(u, v, 1).

Odtud snadno urč́ıme hledané koeficienty:

b11 =
1√

u2 + v2 + 1
(0, 0, 0)(u, v, 1) = 0 = b22,

b12 =
1√

u2 + v2 + 1
(0, 0,−1)(u, v, 1) =

−1√
u2 + v2 + 1

.

Tud́ıž diskriminant druhé kvadratické formy má tvar

W = 0− 1√
u2 + v2 + 1

= − 1√
u2 + v2 + 1

,

neboli W < 0, proto s ohledem na předchoźı př́ıklad jsme s řešeńım hotovi.

Př́ıklad 5.3.5 Nalezněte planárńı body na ploše z = x3 + y3.

Řešeńı:
Pro danou plochu zvolme parametrizaci p(u, v) = (u, v, u3+v3). Připomeňme, že podle

definice 5.1.2 je planárńım bodem takový bod plochy, pro který jsou všechny tři koeficienty
druhé kvadratické formy nulové. Pojd’me tedy zmiňované koeficienty vypoč́ıtat - potřebné
vektory maj́ı souřadnice:

~p1 = (1, 0, 3u2), ~p2 = (0, 1, 3v2),

~p11 = (0, 0, 6u), ~p12 = (0, 0, 0), ~p22 = (0, 0, 6v),

~p1 × ~p2 =


~i ~j ~k
1 0 3u2

0 1 3v2

 = (−3u2,−3v2, 1)⇒ ~m =
1√

9u4 + 9v4 + 1
(−3u2,−3v2, 1).
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Pro koeficienty pak plat́ı:

b11 =
1√

9u4 + 9v4 + 1
(0 · (−3u2) + 0 · (−3v2) + 1 · 6u) = 0 =

6u√
9u4 + 9v4 + 1

b12 =
1√

9u4 + 9v4 + 1
(0, 0, 0)(−3u2,−3v2, 1) = 0,

b22 =
1√

u2 + v2 + 1
(0 · (−3u2) + 0 · (−3v2) + 1 · 6v) =

6v√
9u4 + 9v4 + 1

.

Polož́ıme-li podle definice 5.1.2 koeficienty druhé kvadratické formy rovny nule, dostáváme
soustavu

6u = 0

6v = 0,

které vyhovuje jediný bod A[0; 0], jenž je hledaným řešeńım př́ıkladu.

5.4 Kontrolńı otázky

1. Definujte druhou kvadratickou formu plochy.

2. Jaký je vztah mezi planárńımi a sférickými body?

3. Uved’te př́ıklad plochy, na které neexistuje žádný planárńı bod.

4. K čemu využ́ıváme diskriminant druhé kvadratické formy plochy?

5. Popǐste geometrický význam eliptických bod̊u vzhledem k tečné rovině.

5.5 Cvičeńı

1. Vypočtěte druhou kvadratickou formu šroubového konoidu daného vektorovou rov-
nićı p(u, v) = (u cos v, u sin v, v).

2. Určete explicitńı vyjádřeńı a klasifikujte body hyperbolického paraboloidu daného
rovnićı p(u, v) = (u, v, u2 − v2).

3. Zapǐste prvńı a druhou kvadratickou formu plochy p(u, v) = (cosu, sinu, v). Plochu
pojmenujte a klasifikujte jej́ı body.

4. Určete rovnici tečné roviny v libovolném parabolickém bodu plochy dané rovnićı
p(u, v) = (u, v, u2 + v3).

5. Ukažte, že rovina obsahuje pouze planárńı body.

6. Dokažte, že kulová plocha obsahuje pouze sférické body. Vypočtěte koeficient úměrnosti
forem.

7. Ověřte, že na ploše z = a2x2 − b2y2 neexistuj́ı kruhové body.

8. Nalezněte planárńı body plochy z = ϕ(x, y).
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5.6 Odpovědi na kontrolńı otázky

1. druhou kvadratickou formou plochy rozumı́me výraz II = bijdu
iduj

2. planárńı body jsou limitńı podobou bod̊u sférických

3. obecně jde o plochy druhého stupně - sféra, elipsoid, jednod́ılný a dvojd́ılný hy-
perboloid, válcová a kuželová plocha, eliptický a hyperbolický paraboloid, anuloid,
katenoid a daľśı

4. pro klasifikaci bod̊u plochy

5. je-li P eliptický bod plochy S, pak lež́ı všechny body z okoĺı bodu P v témže
poloprostoru určeného tečnou rovinou sestrojenou v bodu P k ploše S

5.7 Výsledky

1. II =
2dudv

u

2. x2 − y2 = z, každý bod plochy je bodem hyperbolickým

3. I = (du)2 + (dv)2, II = −(du)2, jedná se o plochu válcovou, všechny body plochy
jsou body parabolické

4. parabolické body lež́ı na křivce y(u) = p(u, 0), 2ux+ z + u2 = 0

5. postupujeme ověřeńım podmı́nky z definice 5.1.2 pro vhodnou parametrizaci roviny

6. postupujeme ověřeńım podmı́nky z definice 5.1.3 pro vhodnou parametrizaci kulové
plochy, k = 1

r

7. postupujeme analogicky jako v př́ıkladu 5.3.4

8. jedná se o takové body, v nichž pro parciálńı derivace plat́ı ϕxx = ϕxy = ϕyy

47



Poznámky:
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Kapitola 6

Křivosti a význačné směry na ploše

Hovořit budeme o daľśıch aplikaćıch prvńı a druhé kvadratické formy, volně tedy
navazujeme na předchoźı dvě kapitoly. Uvedeme jednotlivé typy křivost́ı na plochách
a vztahy pro jejich výpočet.

Budeme pokračovat ve vyšetřováńı chováńı plochy na okoĺı svého bodu. Problema-
tiku převedeme na zkoumáńı křivek na ploše procházej́ıćıch t́ımto bodem a jejich
křivost́ı. Završeńım této části pak bude Gaussova Theorem Egregium -

”
slavná věta“.

Po prostudováńı této kapitoly dokážete:

– charakterizovat a vypoč́ıtat normálovou křivost,

– určovat asymptotické směry a křivky na plochách,

– určovat hlavńı směry a křivky na plochách,

– definovat, charakterizovat geodetické křivky a hledat je na plochách,

– definovat a vypoč́ıtat hlavńı, Gaussovu a středńı křivost plochy.

normálová křivost; normálový řez; asymtotický směr; asymptotická křivka; hlavńı
směr; hlavńı křivka; hlavńı křivost; geodetická křivka; geodetická křivost; Gaussova
křivost; středńı křivost; Euler̊uv vzorec; rozvinutelná plocha; minimálńı plocha

6.1 Normálová křivost, asymptotické a hlavńı směry

Definice 6.1.1 Na ploše S o rovnici p = p(u2, u2) uvažujeme křivku l, která procháźı
bodem X dané plochy a je popsána rovnićı y(s) = p(u1(s), u2(s)). Potom č́ıslo

kn = ~y′′ · ~m

nazýváme normálovou křivost́ı křivky l v bodě X.

Normálová křivost (až na znaménko) vyjadřuje délku ~y′′ kolmo promı́tnutého do
normály m plochy S (viz obr. 4).
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obr. 4: Definice normálové křivosti

Věta 6.1.1 Normálová křivost všech křivek, které lež́ı na ploše a dotýkaj́ı se v bodě X
společné tečny, je v tomto bodě stejná.

Nyńı zavedeme pojem normálového řezu, který nám umožńı poč́ıtat normálovou křivost
v praxi.

Definice 6.1.2 Křivka l, jež je řezem plochy S s rovinou, která procháźı bodem X a jej́ıž
zaměřeńı obsahuje vektor tečny t křivky l a normály m plochy S, nazýváme normálovým
řezem sestrojeným na ploše S v bodě X a ve směru určeném tečnou t.1

Věta 6.1.2 Pro normálovou křivost kn ve směru vektoru (du1, du2) v daném bodě X
plochy S plat́ı

kn =
II

I
.

Tento vzorec je d̊usledkem Meusnierova vzorce. Necht’ je na ploše dána křivka l.
Označme k jej́ı křivost a ϕ odchylku mezi vektorem hlavńı normály křivky a vekto-
rem normály plochy (vše v daném bodě). Pak pro tečný vektor křivky l plat́ı

k cosϕ =
II

I
.

Křivka zavedena v předchoźı definici má tedy zaj́ımavou vlastnost, absolutńı hod-
nota jej́ı normálové křivosti odpov́ıdá jej́ı flexi v daném bodě X. Tento výsledek
můžeme snadno zd̊uvodnit. Vektor hlavńı normály ~n křivky muśı ležet v rovině řezu
a muśı být kolmý na zvolený tečný vektor, je proto bud’ ~n = −~m nebo ~n = ~m, tj.
ϕ = 0 nebo ϕ = π. Odtud s ohledem na Meusnier̊uv vzorec plyne uvažované tvrzeńı.

Pomoćı pojmu normálové křivosti můžeme zavést asymptotický směr.

1Uvědomme si, že při konstrukci normálového řezu tedy nejprve stanov́ıme zaměřeńı roviny řezu, to
je určeno vektorem normály plochy a libovolným nenulovým tečným vektorem plochy. Křivka, kterou
źıskáme při řezu plochy danou rovinou, má pak proto za sv̊uj tečný vektor zvolený tečný vektor plochy.
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Definice 6.1.3 Tečný směr, v němž je normálová křivost nulová, se nazývá směr asympto-
tický.

Z této definice s ohledem na větu 6.1.2 plyne postup pro hledáńı asymptotických
směr̊u - druhá kvadratická forma muśı být nulová. Rozborem této rovnice dostaneme,
že v planárńıch bodech je každý směr směrem asymptotickým, v hyperbolických bodech
existuj́ı dva takové směry, v parabolických jeden a v eliptických bodech neexistuje žádný
asymptotický směr.

Definice 6.1.4 Křivku l lež́ıćı na ploše S nazýváme asymptotickou křivkou plochy S,
jestliže tečna sestrojená v libovolném bodě křivky l lež́ı v asymptotickém směru.

Definice 6.1.5 Necht’ kn je normálová křivost v neasymptotickém směru v bodě X.
Potom č́ıslo 1

|kn| nazýváme poloměrem normálové křivosti a bod Sn = X + 1
kn
· ~m středem

normálové křivosti v daném směru.

Věta 6.1.3 (Meusnierova věta): Sestrojme v bodě X plochy S oskulačńı kružnice ke všem
křivkám, které lež́ı na dané ploše S a dotýkaj́ı se v bodě X společné tečny t, jej́ı̌z směr
neńı asymptotickým směrem plochy S. Potom středy těchto oskulačńıch kružnic lež́ı na
kružnici nad pr̊uměrem XSn v rovině kolmé k dané společné tečně.

Nyńı můžeme definovat daľśı význačný směr na ploše, a to směr hlavńı.

Definice 6.1.6 Tečný směr plochy S v bodě X se nazývá hlavńı směr, jestliže normálová
křivost plochy určená v bodě X t́ımto směrem je extrémńı. Normálová křivost v hlavńım
směru bodu X se nazývá hlavńı křivost́ı plochy.

Plat́ı, že v kruhových a planárńıch bodech je každý směr plochy směrem hlavńım. V
ostatńıch bodech jsou hlavńı pouze dva navzájem kolmé směry (proto i hlavńı křivosti
jsou dvě, označme je k1, k2).

Věta 6.1.4 Nenulový tečný vektor plochy S v bodě X o souřadnićıch dui lež́ı
v hlavńım směru, právě když plat́ı rovnost

(du2)2 −du1du2 (du1)2

g11 g12 g22

b11 b12 b22

 = 0.

Při výpočtu hlavńıch křivost́ı můžeme postupovat bud’ tak, že urč́ıme hlavńı směry,
hledané křivosti pak př́ısluš́ı těmto směr̊um, př́ıpadně je můžeme źıskat výpočtem kořen̊u
kvadratické rovnice s neznámou k, kterou si můžeme odvodit z definice hlavńı křivosti.
Tato rovnice má tvar

(g11g22 − g2
12)k2 − (g11b22 − 2g12b12 + g22b11)k + (b11b22 − b2

12) = 0. (∗)

Definice 6.1.7 Křivku l na ploše nazveme hlavńı (křivoznačnou) křivkou, jestliže tečna
sestrojená v jej́ım libovolném bodě lež́ı v hlavńım směru plochy.

Každým bodem, který neńı planárńım nebo sférickým bodem, procháźı právě dvě
hlavńı křivky. Ortogonálńı soustava takových křivek pak tvoř́ı hlavńı souřadnicovou śıt’,
jej́ım kritériem jsou pak rovnosti g12 = 0 a b12 = 0. Tyto podmı́nky čtenář jistě sám
snadno odvod́ı.
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kg v obrázku 4 znač́ı tzv. geodetickou křivost a geometricky vyjadřuje velikost vek-

toru ~y′′ kolmo promı́tnutého na vektor ~b. Definovat ji můžeme pomoćı vztahu

kg = [~m, ~y′, ~y′′].

Geodetická křivost nám umožňuje na plochách určit význačnou skupinu křivek
označovaných jako geodetiky.

Definice 6.1.8 Geodetickou křivkou (geodetikou) y = y(s) na ploše S rozumı́me
takovou křivku, v jej́ımž každém bobě je geodetická křivost rovna nule.

Rozmysĺıme-li si tuto definici podrobně, zjist́ıme, že daná křivka je křivkou geode-
tickou, je-li jej́ı každý bod bodem inflexńım (tj. vektory ~y′, ~y′′ jsou lineárně závislé)
nebo je v něm oskulačńı rovina křivky kolmá k tečné rovině plochy (tj. vektory
~y′, ~y′′, ~m jsou lineárně závislé). Z uvedené definice dále vyplývá, že vyjádřeńı geode-
tických křivek je dáno rovnićı

[~m, ~y′, ~y′′] = 0.

Jejich význam charakterizuje následuj́ıćı věta.

Věta 6.1.5 Jestlǐze mezi všemi křivkami, které na regulárńı ploše spojuj́ı dva body,
lež́ı křivka nejmenš́ı délky, potom je tato křivka geodetickou křivkou.

Dále lze dokázat následuj́ıćı větu, která uvád́ı vztah mezi geodetickými a hlavńımi
křivkami.

Věta 6.1.6 Je-li geodetická křivka rovinná, je hlavńı křivkou.

Jako př́ıklad geodetických křivek můžeme zmı́nit hlavńı kružnice na sféře. Jsou to
takové kružnice, jejichž normála je současně normálou plochy. Lze prokázat, že jiné
geodetické křivky se na sféře naj́ıt nedaj́ı (viz [2]). V kartografii se označuj́ı jako
ortodromy, v námořnictv́ı se pak nahrazuj́ı pomoćı oblouk̊u loxodromy. Plavba lodi
po loxodromě umožnila udržovat stálý kurz.

6.2 Gaussova a středńı křivost

Rovnici (*) zaṕı̌seme ve tvaru
k2 − 2Hk +K = 0,

kde

K =
b11b22 − b2

12

g11g22 − g2
12

,

H =
1

2

g11b22 − 2g12b12 + g22b11

g11g22 − g2
12

.

Označ́ıme-li k1, k2 kořeny této rovnice (v́ıme již, že jde o hlavńı křivosti plochy S
v daném bodě X), snadno zjist́ıme pomoćı Vietových vzorc̊u, že pro doposud neznámé
koeficienty K a H v dané rovnici plat́ı vztahy

K = k1k2,

H =
k1 + k2

2
.
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Definice 6.2.1 Hodnota K se nazývá Gaussovou křivost́ı a hodnota H středńı křivost́ı
plochy S v bodě X.

Nyńı uved’me vztah, který dává do souvislosti hlavńı křivosti s křivost́ı normálovou.
Je znám pod názvem Eulerova formule.

Věta 6.2.1 Označme kn normálovou křivost v bodě X ve směru, jehož odchylka od hlavńıho
směru, v němž má plocha křivost k1, je ϕ. Potom plat́ı Eulerova formule

kn = k1 cos2 ϕ+ k2 sin2 ϕ.

Pomoćı Eulerovy formule lze snadno odvodit následuj́ıćı větu.

Věta 6.2.2 Polovičńı součet normálových křivost́ı vypočtených v bodě X plochy S ve dvou
navzájem kolmých tečných směrech plochy S je roven středńı křivosti plochy S v bodě X.

Nyńı přikročme ke Gaussově Theorem Egregium, tzv.
”
slavné větě“. Jej́ı d̊ukaz považoval

za jeden ze svých největš́ıch matematických úspěch̊u.

Věta 6.2.3 (Theorem Egregium): Gaussovu křivost plochy lze vyjádřit pouze pomoćı koe-
ficient̊u prvńı kvadratické formy plochy a jejich prvńıch a druhých parciálńıch derivaćı.

Jeden z možných d̊ukaz̊u naleznete v následuj́ıćı kapitole. Význam věty spoč́ıvá v
tom, že pokud rozvineme plochu na plochu (viz kapitola 4), pak v odpov́ıdaj́ıćıch
si bodech jsou si rovny Gaussovy křivosti. Z věty lze dále odvodit následuj́ıćı dva
d̊usledky.

Věta 6.2.4 Gaussova křivost K je ve všech bodech rozvinutelné plochy rovna nule.

Tvrzeńı věty lze dokonce obrátit, dostáváme tak kritérium pro rozvinutelnost plochy.
Jak jsme doposud vyšetřovali rozvinutelnost plochy? Lze ukázat, že kromě roviny existuj́ı
pouze tři typy rozvinutelných ploch - obecné plochy válcové, obecé plochy kuželové, plochy
tečen prostorových křivek a plochy, které vniknou

”
slepeńım“ předcházej́ıćıch typ̊u ploch.

Věta 6.2.5 Gaussova křivost K je v eliptickém bodu plochy kladná, v parabolickém a
planárńım rovna nule a v hyperbolickém záporná.

Tento d̊usledek lze využ́ıt jako daľśı metodu pro klasifikaci bod̊u plochy. V závěru
zaved’me pojem minimálńı plochy.

Definice 6.2.2 Plocha se nazývá minimálńı, právě když má středńı křivost nulovou v
každém bodě.

Minimálńı plochy obsahuj́ı s výjimkou roviny pouze hyperbolické body. Název vycháźı
ze skutečnosti, že se tyto plochy vyznačuj́ı minimálńım povrchem. Jako př́ıklad můžeme
uvést rovinu, katenoid nebo helikoid.

6.3 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 6.3.1 Vypočtěte normálovou křivost paraboloidu daného bodovou funkćı

p(u, v) = (2u, 2v, au2 + bv2)

v počátku určenou vektorem (du, dv).
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Řešeńı:
K výpočtu použijeme větu 6.1.2. Proto nejprve vypoč́ıtejme potřebné vektory pro

určeńı koeficient̊u kvadratických forem dané plochy:

~p1 = (2, 0, 2au), ~p2 = (0, 2, 2bv),

~p11 = (0, 0, 2a), ~p12 = (0, 0, 0), ~p22 = (0, 0, 2b),

~p1 × ~p2 =


~i ~j ~k
2 0 2au
0 2 2bv

 = (−4au,−4bv, 4)⇒ ~m =
1√

a2u2 + b2v2 + 1
(−au,−bv, 1).

Známým postupem vypočteme koeficienty kvadratických forem:

g11 = 4 + 4a2u2, g12 = 4abuv, g22 = 4 + 4b2v2,

b11 =
2a√

a2u2 + b2v2 + 1
, b12 = 0, b22 =

2b√
a2u2 + b2v2 + 1

.

Nyńı dosad’me do zmiňovaného vzorce pro výpočet normálové křivosti (nezapomeňme, že
výpočet uvažujeme pro počátek):

kn =
II

I
=

2√
a2·0+b2·0+1

[a(du)2 + b(dv)2]

(4 + 4a2 · 0)(du)2 + (2 · 4 · ab · 0 · 0)dudv + (4 + 4b2 · 02)(dv)2
=

=
1

2

a(du)2 + b(dv)2

(du)2 + (dv)2
.

Př́ıklad 6.3.2 Vypočtěte podle definice normálovou křivost válcové plochy dané rovnićı
p(u, v) = (cosu, sinu, v) v bodě A[1; 0; 0] ve směru tečny u−křivky. Určete rovnici křivky,
která je normálovým řezem v uvažovaném bodě.

Řešeńı:
Nejprve stanov́ıme rovnici uvažované souřadnicové křivky. Ze zadáńı je patrné, že se

jedná o kružnici, zohledńıme-li bod, v němž situaci uvažujeme, je dána rovnićı

q(u) = (cosu, sinu, 0).

K výpočtu máme použ́ıt vzorec v definici 6.1.1, proto si vypoč́ıtejme vektor ~q′′(u).

~q′(u) = (− sinu, cosu, 0)⇒ ~q′′(u) = (− cosu,− sinu, 0)

Potřebujeme ještě vektor normály ~m válcové plochy

~p1 = (− sinu, cosu, 0), ~p2 = (0; 0; 1),

~p1 × ~p2 =


~i ~j ~k

− sinu cosu 0
0 0 1

 = (cosu, sinu, 0) = ~m.

Nyńı můžeme dosadit do vzorce (opět nezapomeneme, že máme zadaný konkrétńı bod):

kn = ~q′′ · ~m = (−1, 0, 0) · (1, 0, 0) = −1.
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Normálovým řezem je s ohledem na uvažovanou situaci kružnice. Střed vypočteme dle
vzorce v definici 6.1.5, tj.

Sn = A+
1

−1
· (1, 0, 0) = [1, 0, 0] + (−1) · (1, 0, 0) = [0, 0, 0].

Podle stejné definice dostaneme, že poloměr této kružnice je roven 1, celkově tak dostáváme,
že hledaným normálovým řezem je kružnice

x2 + y2 = 1, z = 0.

Př́ıklad 6.3.3 Pro helikoid p(u, v) = (v cosu, v sinu, au) nalezněte asypmtotické a hlavńı
křivky, vypočtěte jeho hlavńı křivosti.

Řešeńı:
Postup pro nalezeńı asymptotických křivek je popsán za definićı 6.1.3, dle něj sestav́ıme

diferenciálńı rovnici asymptotických křivek, jej́ımž řešeńım hledané křivky źıskáme. Potřebujeme
nejprve vypoč́ıtat druhou kvadratickou formu helikoidu.

~p1 = (−v sinu, v cosu, a), ~p2 = (cosu; sinu; 0),

~p11 = (−v cosu,−v sinu, 0), ~p12 = (− sinu, cosu, 0), ~p22 = (0, 0, 0),

~p1 × ~p2 =


~i ~j ~k

−v sinu v cosu a
cosu sinu 0

 = (−a sinu, a cosu,−v)⇒

⇒ ~m =
1√

a2 + v2
(−a sinu, a cosu,−v),

⇒ b11 = 0, b12 =
a√

a2 + v2
, b22 = 0.

Polož́ıme-li druhou kvadratickou formu rovnu nule, dostaneme diferenciálńı rovnici asympto-
tických křivek, zde máme

2a√
a2 + v2

dudv = 0⇔ dudv = 0,

odtud pak plyne bud’ du = 0 ⇔ u = C1 nebo dv = 0 ⇔ v = C2. Existuj́ı tedy dva typy
asymptotických křivek - jsou to dokonce křivky souřadnicové, tj. př́ımky a šroubovice.

Źıskaný závěr můžeme zobecnit do následuj́ıćı věty.

Věta 6.3.1 Souřadnicové křivky plochy jsou asymptotickými, právě když pro všechny
body plochy plat́ı b11 = b22 = 0.

Hlavńı křivky budeme hledat s pomoćı vzorce vysloveného ve větě 6.1.4. Pro jeho apli-
kaci muśıme ještě vypoč́ıtat koeficienty prvńı kvadratické formy. S využit́ım již źıskaných
výsledk̊u známým zp̊usobem obdrž́ıme

g11 = a2 + v2, g12 = 0, g22 = 1.

Odtud pak použit́ım zmı́něného vzorce a úpravou determinantu dostáváme kvadratickou
rovnici

a(a2 + v2)√
a2 + v2

(du)2 − a√
a2 + v2

(dv)2 = 0,
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kterou uprav́ıme na tvar

du = ± 1√
a2 + v2

dv,

což je separovaná diferenciálńı rovnice prvńıho řádu, kterou vyřeš́ıme prostou integraćı,
rovnice hlavńıch křivek jsou ve tvaru

u = ± ln |v +
√
a2 + v2|+ C.

Konečně pak hlavńı křivosti nalezneme řešeńım kvadratické rovnice uvedené za větou
6.1.4. V našem př́ıpadě má tvar

((a2 + v2) · 1− 02)k2 + (0 · 0− 2 · 0 · a√
a2 + v2

+ 0 · (a2 + v2))k + (0 · 0− a2

a2 + v2
) = 0,

neboli po úpravě

k2 =
a2

(a2 + v2)2
,

kterou již snadno vyřeš́ıme. Dostaneme tak, že k1 = − a
a2+v2

, k2 = a
a2+v2

, č́ımž je př́ıklad
kompletně vyřešen.

Př́ıklad 6.3.4 Nalezněte geodetické křivky v rovině p(u, v) = (u, v, 0).

Řešeńı:
Známým zp̊usobem vypočteme vektor normály plochy, źıskáme ~m = (0, 0, 1). Hledáme

tedy křivku y(t) =
(
u(t), v(t)

)
tak, že plat́ı

[~m, ~y′, ~y′′] = 0.

Výpočtem daného smı́̌seného součinu pak obdrž́ıme rovnici

du

dt

d2v

dt2
− dv

dt

d2u

dt2
= 0.

Této rovnici vyhovuj́ı všechny v−křivky, pro které je u = konst., což jsou s ohledem na
zvolenou parametrizaci př́ımky rovnoběžná s osou y. Dále této rovnici vyhovuj́ı křivky,
pro něž je

d

dt

(
dv
dt
du
dt

)
= 0⇔ dv

dt
= k · du

dt
,

kde k je konstanta. Odtud pak v = ku+ q, kde q je konstanta.

Př́ıklad 6.3.5 Určete pro šroubový konoid p(u, v) = (u cos v, u sin v, cv) jeho Gaussovu
a středńı křivost. Podél kterých křivek je Gaussova křivost konstantńı?

Řešeńı:
K výpočtu použijeme vzorce uvedené za definićı 6.2.1, k tomu muśıme nejprve spoč́ıtat

koeficienty obou základńıch forem. Potřebné vektory maj́ı souřadnice

~p1 = (cos v, sin v, 0), ~p2 = (−u sin v, u cos v, c),

~p11 = (0, 0, 0), ~p12 = (− sin v, cos v, 0), ~p22 = (−u cos v,−u sin v, 0),
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~p1 × ~p2 =


~i ~j ~k

cos v sin v 0
−u sin v u cos v c

 = (c sin v,−c cos v, u)⇒

⇒ ~m =
1√

c2 + u2
(c sin v,−c cos v, u).

Proto pro koeficienty dostáváme

g11 = 1, g12 = 0, g22 = u2 + c2,

b11 = 0, b12 =
−c√
c2 + u2

, b22 = 0.

Proto pro Gaussovu křivost s využit́ım zmiňovaných vzorc̊u dostáváme

K =
− c2

u2+c2

u2 + c2
= − c2

(u2 + c2)2
.

Podobně pro středńı křivost pak plat́ı

H =
1

2

0

u2 + c2
= 0.

Pro odpověd’ na druhou otázku si bĺıže všimneme vztahu pro Gaussovu křivost. Je patrné,
že konstantńı bude tam, kde je konstantńı hodnota proměnné u, tj. podél v−křivek. V
př́ıpadě uvažované plochy jde o šroubovice.

Př́ıklad 6.3.6 Ověřte, že válcová plocha je rozvinutelná.

Řešeńı:
Návodem pro tuto úlohu je nám komentář za větou 6.2.4, podle kterého stač́ı, aby

Gaussova křivost dané plochy byla nulová. Zvolme parametrizaci

p(u, v) = (r cos v, r sin v, u)

. Pro výpočet zmiňované křivosti potřebujeme znát koeficienty obou forem. Poč́ıtejme
proto postupně:

~p1 = (0, 0, 1), ~p2 = (−r sin v, r cos v, 0),

~p11 = (0, 0, 0), ~p12 = (0, 0, 0), ~p22 = (−r cos v,−r sin v, 0),

~p1 × ~p2 =


~i ~j ~k
0 0 1

−r sin v r cos v 0

 = (−r cos v,−r sin v, 0)⇒ ~m = (− cos v,− sin v, 0),

g11 = 1, g12 = 0, g22 = r2,

b11 = 0, b12 = 0, b22 = r.

Proto pro Gaussovu křivost dostáváme

K =
0 · r − 02

r2 − 02
= 0.

Daná plocha je tedy skutečně rozvinutelná.
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6.4 Kontrolńı otázky

1. Jakou množinu bod̊u charakterizuje Meusnierova věta?

2. Co lze ř́ıci o asymptotických a hlavńıch směrech v planárńıch bodech plochy?

3. Popǐste, jaký vztah charakterizuje Euler̊uv vzorec.

4. Které skupiny ploch a jak můžeme definovat pomoćı Gaussovy, resp. středńı křivosti?

5. Jaké body nalezneme na rozvinutelných plochách?

6. Charakterizujte vztah mezi klasifikaćı bod̊u na základě diskriminantu druhé kvad-
ratické formy a na základě Gaussovy křivosti.

6.5 Cvičeńı

1. Určete normálovou křivost v libovolném bodě:

a) sféry x2 + y2 + z2 = a2,

b) plochy p(u, v) = (u cos v, u sin v, au).

2. Dokažte tvrzeńı Meusnierovy věty.

3. Je dána válcová plocha p(u, v) = (cosu, sinu, v). Určete rovnici křivky normálového
řezu v bodě A[1; 0; 0] ve směru tečny v−křivky dané plochy.

4. Určete asymptotické směry na:

a) válcové ploše p(u, v) = (r cosu, r sinu, v),

b) sféře p(u, v) = (r cosu cos v, r sinu cos v, r sin v),

c) katenoidu p(u, v) = (a cosh u
a

cos v, a cosh u
a

sin v, u).

5. Je dán anuloid p(u, v) = ((b+a sinu) cos v, (b+a sinu) sin v, a cosu). Vypočtěte jeho
hlavńı křivosti.

6. Určete rovnice hlavńıch křivek na paraboloidu p(u, v) = (u, v, u2 + v2).

7. Vypočtěte Gaussovu a středńı křivost pro rotačńı elipsoid daný rovnićı p(u, v) =
(a cosu cos v, b sinu cos v, c sin v).

8. Ověřte, že helikoid p(u, v) = (v cosu, v sinu, ku) je plochou minimálńı.

9. Určete funkci f(t) tak, aby plocha p(t, u) = (f(t) − 2u, t · f(t) − 2ut, u + ut2) byla
plochou rozvinutelnou.
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6.6 Odpovědi na kontrolńı otázky

1. množinu střed̊u oskulačńıch kružnic ke křivkám, které lež́ı na ploše a dotýkaj́ı se v
jej́ım daném bodě společné tečny, jej́ıž směr neńı asymptotický

2. v planárńım bodě je každý směr asymptotický a hlavńı

3. Euler̊uv vzorec udává vztah mezi normálovou křivost́ı a hlavńımi křivostmi v daném
bodě plochy

4. pomoćı Gaussovy křivosti lze zavést plochy rozvinutelné, pomoćı středńı pak plochy
minimálńı; v obou př́ıpadech jsou patřičné křivosti nulové

5. na takových plochách nalezneme body jen planárńı nebo parabolické

6. dávaj́ı stejný výsledek, nebot’ W i K maj́ı ve stejném typu bodu totéž znaménko

6.7 Výsledky

1. a)
1

a
; b)

au
a2+1

(dv)2

(1 + a2)(du)2 + u2(dv)2

2. naš́ım úkolem je ukázat, že trojúhelńık PSSn je pravoúhlý, tj. ukážeme kolmost
vektor̊u ~SSn a ~PS

3. normálová křivost je nulová, proto je daný směr asymptotickým směrem a řezem je
př́ımka (površka válcové plochy)

4. a) u = C, tj. v−křivky; b) plocha obsahuje pouze eliptické body, žádný směr neńı
asymptotický (pro tento závěr si uvědomte definičńı obor proměnných);
c) v = 1

a
u+ C1, v = − 1

a
u+ C2

5. k1 =
1

a
, k2 =

sinu

b+ a sinu

6. u2 + v2 = C1, u = C2v

7. K =
1

a2b4
, H = − 1

2ab2

8. ukážeme, že H = 0

9. muśı být splněna podmı́nka K = 0, f(t) =
c

1 + t2
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Poznámky:
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Kapitola 7

Gaussovy a Weingartenovy rovnice

V teorii křivek maj́ı ústředńı postaveńı vzorce Frenetovy. Jejich analogíı v př́ıpadě
ploch jsou právě rovnice Weingartenovy a Gaussovy. Pomoćı nich je pak možné
odvodit podmı́nky pro existenci plochy pouze z hodnot prvńı a druhé kvadratické
formy plochy. T́ım uzavřeme problematiku klasické diferenciálńı geometrie ploch.

V této kapitole se nauč́ıme pracovat a poč́ıtat s Christofellovými symboly. Uved’me,
že jsou velmi výhodným nástrojem pro vyjádřeńı řady tvrzeńı v moderńı dife-
renciálńı geometrii, např. jimi můžeme přesně vyjádřit rovnice geodetik.

Po prostudováńı následuj́ıćı kapitoly dokážete:

– zapsat pro konkrétńı plochu Weingartenovy rovnice,

– zapsat pro konkrétńı plochu Gaussovy rovnice,

– vypoč́ıtat Christoffelovy symboly prvńıho a druhého druhu.

Gauss̊uv repér; Weingartenovy rovnice; Gaussovy rovnice; Christoffel̊uv symbol prvńıho
druhu; Christoffel̊uv symbol druhého druhu

7.1 Gaussovy a Weingartenovy rovnice

Jak bylo řečeno v úvodńıch odstavćıch, je tato problematika analogická Frenetovým
vzorc̊um. Ve třet́ı kapitole byl zkonstruován Gauss̊uv repér1 tvořený vektory ~p1, ~p2, ~m.
Zmiňované rovnice nám ř́ıkaj́ı, jakým zp̊usobem vyjádř́ıme parciálńı derivace vektor̊u
Gaussova repéru, tj. vektory ~pij, ~mi

2 pomoćı vektor̊u zmiňovaného repéru. Nadále předpokládejme,
že uvažovaná plocha S je dána rovnićı p = p(u, v) a že gij jsou složky matice inverzńı
k matici složené z koeficient̊u prvńı kvadratické formy. Rovnou uved’me, že mezi těmito
hodnotami plat́ı následuj́ıćı vztahy

g11 =
g22

D
, g12 = −g12

D
, g22 =

g11

D
,

kde D je diskriminant prvńı kvadratické formy. Uvedené vzorce nám výrazně usnadńı
pozděǰśı výpočty.

1některými autory označován také jako Frenet̊uv repér pro plochy

2Uved’me pro jistotu význam tohoto vektoru. Plat́ı ~mi =
∂ ~m

∂ui
, i = 1, 2.

61



Věta 7.1.1 (Weingartenovy rovnice): Vektory ~pi, ~mi, i = 1, 2, sestrojené v bodě X plochy
S jsou spolu vázány rovnicemi

~mi = −bki ~pi,
kde bki = bijg

jk.

Tyto rovnice nám tedy ř́ıkaj́ı, jakým zp̊usobem lze vyjádřit parciálńı derivace vektoru
~m pomoćı vektor̊u Gaussova repéru. Analogické tvrzeńı o parciálńıch derivaćıch vektor̊u
~pi, i = 1, 2, nám přináš́ı Gaussovy rovnice. Nejprve však zaved’me Christoffelovy symboly.

Definice 7.1.1 Výraz Γijk nazýváme Christoffelovým symbolem prvńıho druhu, výraz Γkij
pak Christoffelovým symbolem druhého druhu.

Návod na výpočet jednotlivých symbol̊u nám dává následuj́ıćı věta.

Věta 7.1.2 Pro Christoffelovy symboly plat́ı vztahy:

Γijk =
1

2

(
∂gjk
∂ui

+
∂gik
∂uj
− ∂gij
∂uk

)
,

Γkij = Γijα · gαk.

Je dobré si povšimnout, že zároveň s ohledem na komutativnost sč́ıtáńı plynou rovnosti
Γijk = Γjik,Γ

k
ij = Γkji, které nám opět usnadńı výpočty. Současně si uvědomme, že tyto

symboly vyjadřujeme pouze pomoćı koeficient̊u prvńı kvadratické formy plochy a jejich
derivaćı, patř́ı tedy k vnitřńı geometrii plochy. Nyńı přikročme k samotným Gaussovým
rovnićım.

Věta 7.1.3 (Gaussovy rovnice): V každém bodě X plochy S plat́ı rovnice

~pij = Γkij~pk + bij ~m.

Shrňme, že Gaussových a Weingartenových rovnic je celkem šest, v praxi však dvě
z nich s ohledem na záměnnost parciálńıch derivaćı splývaj́ı. Jejich odvozeńı neńı ni-
jak náročné, postupuje se analogicky jako při odvozeńı Frenetových vzorc̊u. Vřele do-
poručujeme si odvozeńı provést, zopakujete si a upevńıte si tak poznatky o vztaźıch mezi
d̊uležitými vektory plochy.

Pomoćı Gaussových a Weingartenových rovnic můžeme dokázat řadu stěžejńıch
tvrzeńı a vztah̊u. Uved’me jako př́ıklad následuj́ıćı výsledky.

Označme

~pijk =
∂3p

∂uiujuk
, Γlij,k =

∂Γlij
∂uk

, bij,k =
∂bij
∂uk

.

Pomoćı zmiňovaných rovnic lze odvodit (viz př́ıklad 7.2.3), že

~pijk =
(
Γhij,k + ΓαijΓ

h
αk − bijbhk

)
~ph +

(
Γαijbαk + bij,k

)
~m.

Dı́ky tomuto vyjádřeńı lze snadno vypoč́ıtat, že

~pijk · ~pl = Γhij,k · ghl + ΓαijΓ
h
αk · ghl − bijbkl.

Analogicky dostaneme

~pikj · ~pl = Γhik,l · ghl + ΓαikΓ
h
αj · ghl − bikbjl.

62



Protože smı́̌sené derivace jsou záměnné, muśı si být oba skalárńı součiny rovny a my tak
źıskáme rovnici

bijbkl − bikbjl = ghl ·
(
Γhij,k − Γhik,l + ΓαijΓ

h
αk − ΓαikΓ

h
αj

)
.

Specielně pro i = j = 1, k = l = 2 dostáváme Gaussovu rovnici

b11b22 − b2
12 = gh2 ·

(
Γh11,2 − Γh12,2 + Γα11Γhα2 − Γα12Γhα1

)
.

Výraz na levé straně odpov́ıdá diskriminantu druhé kvadratické formy, který jsme tedy
vyjádřili pomoćı koeficient̊u prvńı kvadratické formy a jejich derivaćı. T́ım jsme dokázali
Theorem egregium.

Odvozená rovnice má velký význam a umožňuje nám zavést Riemann̊uv tenzor :

Rhijk = bhjbik − bhkbij,

pro který plat́ı

Rhijk = ghαR
α
ijk,

kde

Rh
ijk = Γhik,j − Γhij,k + ΓαikΓ

h
αj − ΓαijΓ

h
αk.

Riemann̊uv tenzor je antisymetrický v prvńıch dvou indexech, i v posledńıch dvou a
je symatrický v̊uči záměně prvńı a druhé dvojice index̊u. Má velký význam v teorii
relativity.

Podobně lze odvodit Codazziho rovnice

bij,k − bik,j +
(
Γlijblk − Γlikblj

)
= 0.

T́ım se dostáváme k základńım větám teorie ploch:

Věta 7.1.4 Jsou-li S a S∗ dvě plochy určené parametrizacemi p : U→ E3, p∗ : U→ E3,
které maj́ı stejnou prvńı a druhou kvadratickou formu, pak existuje shodnost ϕ : E3 → E3

tak, že ϕ ◦ p = p∗.

Věta 7.1.5 Uvažujme dvě kvadratické formy Φ1,Φ2 na U ⊂ R2, kde Φ1 je pozitivně
definitńı ve všech bodech. Jestlǐze Φ1 a Φ2 splňuj́ı Gaussovu a Codazziho rovnice, pak
lokálně existuje plocha s parametrizaćı p : U → E3 tak, že Φ1 je jej́ı prvńı a Φ2 druhá
kvadratická forma.

7.2 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 7.2.1 Sestrojte Gauss̊uv repér pro helikoid p(u, v) = (v cosu, v sinu, u). Vypočtěte
pro něj Christoffelovy symboly.

Řešeńı:
Nejprve určeme souřadnice potřebných vektor̊u, které tvoř́ı Gauss̊uv repér:

~p1 = (−v sinu, v cosu, 1), ~p2 = (cosu, sinu, 0),
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~p1 × ~p2 =


~i ~j ~k

−v sinu v cosu 1
− cosu sinu 0

 = (− sinu, cosu,−v)⇒

⇒ ~m =
1√

v2 + 1
(− sinu, cosu,−v).

T́ım jsme źıskali všechny vektory, které tvoř́ı Gauss̊uv repér.

Dále přikročme k výpočtu Christoffelových symbol̊u. Nejprve vypoč́ıtáme symboly
prvńıho druhu, pomoćı nich pak symboly druhého druhu - k oběma krok̊um využijeme
větu 7.1.2. Pro uvedené vzorce nejprve potřebujeme vypoč́ıtat koeficienty prvńı kvad-
ratické formy - ty obdrž́ıme pomoćı vektor̊u ~pi, i = 1, 2, obvyklým zp̊usobem. Vycháźı
nám

g11 = v2 + 1, g12 = 0, g22 = 1.

Výpočet prvńıch dvou Christoffelových symbol̊u prvńıho druhu rozeṕı̌seme podrobně,
zbylé źıskáme analogicky. Plat́ı

Γ111 =
1

2

(
∂g11

∂u
+
∂g11

∂u
− ∂g11

∂u

)
=

1

2
(0 + 0− 0) = 0,

Γ112 =
1

2

(
∂g12

∂u
+
∂g12

∂u
− ∂g11

∂v

)
=

1

2
(0 + 0− 2v) = −v,

Γ121 = v, Γ122 = Γ221 = Γ222 = 0.

¨

Pro výpočet Christoffelových symbol̊u druhého druhu určeme nejprve hodnoty výraz̊u
gij. Plat́ı pro ně:

g11 =
g22

v2 + 1
=

1

v2 + 1
, g12 = 0, g22 = 1.

Nyńı dosad’me do druhé ze vzorc̊u obsažených ve větě 7.1.2, źıskáme tak Christoffe-
lovy symboly druhého druhu. Postup pro prvńı dva rozeṕı̌seme analogicky, u zbývaj́ıćıch
uvedeme pouze výsledek:

Γ1
11 = Γ11α · gα1 =

2∑
α=1

Γ11α · gα1 = Γ111 · g11 + Γ112 · g21 = 0 · 1

v2 + 1
+ (−v) · 0 = 0,

Γ2
11 = Γ11α · gα2 =

2∑
α=1

Γ11α · gα2 = Γ111 · g12 + Γ112 · g22 = 0 · 0 + (−v) · 1 = −v,

Γ1
12 =

v

v2 + 1
, Γ2

12 = Γ1
22 = Γ2

22 = 0.

T́ım jsme př́ıklad vyřešili.

Př́ıklad 7.2.2 Je dána plocha, jej́ıž parametrické křivky jsou navzájem kolmé. Dokažte
rovnost

Γkik =
1

2gkk
· ∂gkk
∂ui

, i 6= k.
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Řešeńı:
Rozepǐsme postupně daný Christoffel̊uv symbol:

Γkik = Γikαg
αk =

2∑
α=1

Γikαg
αk = Γik1g

1k + Γik2g
2k =

=
1

2

(
∂gk1

∂ui
+
∂gi1
∂uk
− ∂gik
∂u1

)
· g1k +

1

2

(
∂gk2

∂ui
+
∂gi2
∂uk
− ∂gik
∂u2

)
· g2k.

Č́ıslo k může nabývat dvou hodnot (1 a 2). Prodiskutujme jednotlivé př́ıpady. Necht’ je
k = 1, dosazeńım dostaneme:

Γ1
i1 =

1

2

(
∂g11

∂ui
+
∂gi1
∂u1
− ∂gi1
∂u1

)
· g11 +

1

2

(
∂g12

∂ui
+
∂gi2
∂u1
− ∂gi1
∂u2

)
· g21 =

=
1

2
· ∂g11

∂ui
· g22

D
+

1

2

(
∂g12

∂ui
+
∂gi2
∂u1
− ∂gi1
∂u2

)
·
(
−g12

D

)
.

Pokud nyńı aplikujeme předpoklad dokazované rovnosti, dostaneme, že druhý sč́ıtanec je
roven 0, nebot’ śıt’ křivek na ploše je ortogonálńı, tj. g12 = 0. Podobně po dosazeńı do
diskriminantu prvńı kvadratické formy plochy celkově vypočteme, že

Γ1
i1 =

1

2
· ∂g11

∂ui
· g22

g11g22 − g2
12︸︷︷︸

=0

=
1

2
· ∂g11

∂ui
· g22

g11g22

=
1

2g11

· ∂g11

∂ui
.

Analogicky v př́ıpadě k = 2 vypočteme

Γ2
i2 =

1

2g22

· ∂g22

∂ui
,

neboli

Γkik =
1

2gkk
· ∂gkk
∂ui

,

což jsme chtěli dokázat.

Př́ıklad 7.2.3 Pomoćı vektor̊u Gaussova repéru vyjádřete vektor ~pijk.

Řešeńı:
Postup neńı potřeba nijak podrobně komentovat, využ́ıváme pouze základńı pravidla

pro derivováńı a dosazujeme z Gaussových a Weingartenových rovnic. Poznamenejme
pouze, že v závěru vektor jen formálně uprav́ıme na tvar lineárńı kombinace vektor̊u
repéru.

~pijk =
∂~pij
∂uk

=
∂
(
Γαij · ~pα + bij ~m

)
∂uk

=
∂
(
Γαij · ~pα

)
∂uk

+
∂ (bij ~m)

∂uk
=

= Γαij,k ·~pα+Γαij ·~pαk+bij,k ~m+bij ~mk = Γαij,k ·~pα+Γαij ·
(
Γhαk · ~ph + bαk ~m

)
+bij,k ~m−bij ·

(
bhk~pk

)
=

=
(
Γhij,k + ΓαijΓ

h
αk − bijbhk

)
· ~ph +

(
Γαij · bαk + bij,k

)
· ~m.

Př́ıklad 7.2.4 Pro plochu p(u, v) = (u cos v, u sin v, f(u)) zapǐste Weingartenovy rovnice.
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Řešeńı:

Naš́ım úkolem je vyjádřit parciálńı derivace vektoru ~m pomoćı Gaussova repéru. K
tomu potřebujeme nejprve źıskat koeficienty obou kvadratických forem uvažované plochy.
Patřičné vektory maj́ı souřadnice

~p1 = (cos v, sin v, f ′(u)), ~p2 = (−u sin v, u cos v, 0),

~p11 = (0, 0, f ′′(u)), ~p12 = (− sin v, cos v, 0), ~p22 = (−u cos v,−u sin v, 0),

~p1 × ~p2 =


~i ~j ~k

cos v sin v f ′(u)
−u sin v u cos v 0

 = (−f ′(u) cos v,−f ′(u) sin v, 1)⇒

⇒ ~m =
1√

[f ′(u)]2 + 1
(−f ′(u) cos v,−f(u) sin v, 1).

Koeficienty pak nabývaj́ı hodnot

g11 = [f ′(u)]2 + 1, g12 = 0, g22 = u2,

b11 =
f ′′(u)√

[f ′(u)]2 + 1
, b12 = 0, b22 =

f ′(u)√
[f ′(u)]2 + 1

.

Ještě určeme hodnoty gij, pro naši plochu jsou rovny

g11 =
1

[f ′(u)]2 + 1
, g12 = 0, g22 =

1

u2
.

Nyńı již můžeme dosadit do Weingartenových rovnic

~m1 =
2∑

k=1

2∑
j=1

(−b1jg
jk)~pk = (−b11g

1k)~pk + (−b12g
2k)~pk =

= −b11g
11~p1 − b11g

12~p2 − b12g
21~p1 − b12g

22~p2 =

= (−b11g
11 − b12g

21)~p1 + (−b11g
12 − b12g

22)~p2.

V našem př́ıpadě pak máme

~m1 = (− f ′′(u)√
[f ′(u)]2 + 1

1

[f ′(u)]2 + 1
− 0 · 0)~p1 + (− f ′′(u)√

[f ′(u)]2 + 1
· 0− 0 · 1

u2
)~p2 =

= − f ′′(u)√
([f ′(u)]2 + 1)3

~p1.

Analogicky vyjádř́ıme i vektor ~m2, zde

~m2 = − f ′(u)

u ·
√

[f ′(u)]2 + 1
~p2.
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7.3 Kontrolńı otázky

1. Jaké vektory jsou u křivek analogické vektor̊um Gaussova repéru?

2. Co ř́ıkaj́ı Weingartenovy rovnice?

3. Definujte vnitřńı geometrii plochy.

4. Jak lze dokázat Theorem egregium?

5. Jaké symboly se objevuj́ı v Gaussových rovnićıch? Jakým zp̊usobem je spoč́ıtáme?

7.4 Cvičeńı

1. Zkonstruujte Gauss̊uv repér pro sféru.

2. Zapǐste Gaussovy rovnice pro anuloid.

3. Dokažte rovnost Γkij = Γkji.

4. Vypočtěte Christoffelovy symboly druhého druhu pro plochu o parametrizaci

p(s, v) = (f1(s), f2(s), v),

kde s je oblouk ř́ıd́ıćı křivky.

5. Je dána plocha, jej́ıž paramterické křivky jsou navzájem kolmé. Dokažte:

Γkii = − 1

2gkk
· ∂gii
∂uk

, i 6= k.

6. Pomoćı Weingartenových vzorc̊u dokažte

~m1 × ~m2 =
√
D ·K · ~m,

kde D je diskriminant prvńı kvadratické formy plochy a K Gaussova křivost.

7. Pomoćı vektor̊u Gaussova repéru vyjádřete součin ~pijk · ~pl.

7.5 Odpovědi na kontrolńı otázky

1. tečný vektor, vektor hlavńı normály a vektor binormály

2. ř́ıkaj́ı, jak vyjádř́ıme parciálńı derivace vektoru normály plochy pomoćı vektor̊u
Gaussova repéru

3. jde o soubor vlastnost́ı plochy plynoućıch z prvńı kvadratické formy plochy

4. pomoćı Gaussovy rovnice, ty vyjadřuje diskriminant druhé kvadratické formy po-
moćı koeficient̊u prvńı kvadratické formy a jejich derivaćı

5. Christoffelovy symboly druhého druhu, výpočet prob́ıhá prostřednictv́ım Christof-
felových symbol̊u prvńıho druhu
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7.6 Výsledky

1. ~p1 = (−r sinu cos v, r cosu cos v, 0), ~p2 = (−r cosu sin v,−r sinu sin v, r cos v),
~m = (cosu cos v, sinu cos v, sin v)

2. ~p11 = −(a+ b cos v) cos v · ~m, ~p12 = b sin v
a+b cos v

· ~p1, ~p22 = −b · ~m

3. d̊ukaz provedeme rozepsáńım dle definice

4. všechny jsou nulové

5. postupujte analogicky př́ıkladu 7.2.2

6. návod: pomoćı Weingartenových rovnic vyjádřete vektory ~m1, ~m2 a vypočtěte jejich
vektorový součin za využit́ı distributivity vektorového součinu, pokud tento součin
normalizujete dostanete dané tvrzeńı

7. Γhij,k · ghl + ΓαijΓ
h
αk · ghl − bijbkl
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Poznámky:

69



70



Kapitola 8

Speciálńı typy ploch

V následuj́ıćı kapitole jsou vyobrazeny plochy, které nejsou př́ılǐs známé a objevovaly
se v zadáńı úloh. Současně jsou plochy klasifikovány pro lepš́ı orientaci do několika
skupin, nutno ale podotknout, že toto tř́ıděńı neńı dichotomické, tedy některé plo-
chy lze zařadit hned do několika skupin. Doplňme, že obrázky byly vyhotoveny v
programu Maple.

Prostřednictv́ım této kapitoly si uvědomte, jak obsáhlou charakteristiku můžete o
libovolné ploše podat - naučili jste se význačné plochy parametrizovat, vypoč́ıtat
jejich prvńı a druhou kvadratickou formu, charakterizovat křivosti v libovolném
bodě, určit významné křivky a klasifikovat body plochy.

Po prostudováńı následuj́ıćı kapitoly dokážete:

– klasifikovat plochu,

– charakterizovat plochu z r̊uzných hledisek.

př́ımkové plochy, rozvinutelné plochy, zborcené plochy, rotačńı plochy

8.1 Př́ımkové plochy

Definice 8.1.1 Př́ımkovou plochou rozumı́me plochu, jej́ımž každým bodem procháźı
alespoň jedna př́ımka lež́ıćı celá na dané ploše.

Ve druhé kapitole jsme zmı́nili, že př́ımkové plochy vznikaj́ı pohybem př́ımky po nějaké
křivce. Z př́ıkladu 2.2.1 v́ıme, jak postupovat při odvozeńı parametrické rovnice př́ımkové
plochy, lze ho psát ve tvaru

~r(t, v) = ~p(t) + v~q(t),

kde ~p(t) je vektorová rovnice ř́ıd́ıćı křivky a ~q(t) je směrový vektor uvažované př́ımky.
Souřadnicové křivky, pro něž je t = const. jsou př́ımky, které označujeme jako toř́ıćı nebo
povrchové př́ımky (površky) plochy. Uved’me některé jejich vlastnosti.

Věta 8.1.1 Povrchové př́ımky na př́ımkové ploše jsou vždy jej́ımi asymptotickými křivkami.

Věta 8.1.2 Procháźı-li regulárńım bodem plochy př́ımka lež́ıćı celá na ploše, potom tečná
rovina plochy v tomto bodě obsahuje tuto př́ımku.

Mezi př́ımkové plochy patř́ı všechny rozvinutelné plochy. Každou př́ımkovou plochu,
která neńı rozvinutelná, označujeme jako plochu zborcenou.
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8.1.1 Př́ımkové plochy rozvinutelné

Vı́me již, že jedńım z kritéríı rozvinutelnosti plochy, je rovnost

K = 0.

Odtud vyplývá, že každou takovou plochu lze bez metrických deformaćı rozvinout do
roviny. Jejich zaj́ımavou vlastnost charakterizuj́ı následuj́ıćı věty:

Věta 8.1.3 Každá křivka rozvinutelné př́ımkové plochy přejde po rozvinut́ı této plochy do
roviny do křivky se zachováńım délek všech př́ıslušných oblouk̊u.

Věta 8.1.4 Dvě libovolné křivky na př́ımkové rozvinutelné ploše prot́ınaj́ıćı se v daném
bodě pod daným úhlem, přejdou po rozvinut́ı do roviny do dvou křivek, jež se prot́ınaj́ı v
odpov́ıdaj́ıćım bodě pod týmž úhlem.

Dále lze dokázat následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 8.1.5 Na rozvinutelných př́ımkových plochách lež́ı pouze parabolické body.

Mezi rozvinutelné plochy patř́ı:

a) obecné plochy válcové (viz obr. 5), které lze parametrizovat např. rovnićı

p(u, v) = (r cosu, r sinu, v), r = const. > 0,

obr. 5: Válcová plocha

b) obecné plochy kuželové, které lze ve smyslu př́ımkových ploch parametrizovat rovnićı

p(u, v) = a0 + vq(u),

kde a0 je pevný bod, vrchol kuželové plochy,

c) plochy tečen prostorových křivek, které lze parametrizovat rovnićı

p(u, v) = q(u) + vq′(u),

d) všechny plochy, které lze vytvořit jako kombinaci předchoźıch typ̊u ploch.

72



8.1.2 Př́ımkové plochy zborcené

Definice 8.1.2 Zborcenou plochou rozumı́me takovou př́ımkovou plochu, která neńı roz-
vinutelná.

Tyto plochy nalézaj́ı uplatněńı v technických aplikaćıch, nebot’ každé dvě bĺızké povr-
chové př́ımky zborcené plochy jsou mimoběžné, v d̊usledku této skutečnosti maj́ı dobré
vlastnosti z hlediska pevnosti apod.

Pro geometrické odvozeńı zborcené plochy potřebujeme celkem tři ř́ıd́ıćı křivky, pro
které plat́ı tři vlastnosti - nemaj́ı žádný společný bod, žádné dvě z těchto křivek nelež́ı v
téže rovině a nelež́ı současně všechny tři současně na téže rozvinutelné ploše. Pak pohy-
buj́ıćı se př́ımka, která při svém pohybu stále prot́ıná všechny tři dané ř́ıd́ıćı křivky tvoř́ı
zborcenou př́ımkovou plochu.

Zvoĺıme-li ř́ıd́ıćı křivky tak, že jedna z nich je ř́ıd́ıćı př́ımkou, druhá ř́ıd́ıćı křivkou
a třet́ı nevlastńı ř́ıd́ıćı př́ımkou, dostáváme zborcenou plochu, která se nazývá konoid.
Podle ř́ıd́ıćı křivky se rozděluj́ı na konoidy kruhové, parabolické apod. Významným typem
konoidu je šroubový konoid neboli helikoid (viz obr. 6) s parametrizaćı

p(u, v) = (u cos v, u sin v, cv).

obr. 6: Helikoid

Zvoĺıme-li za dvě ř́ıd́ıćı křivky kuželosečky a za třet́ı nevlastńı ř́ıd́ıćı př́ımku, dostaneme
daľśı typ zborcené př́ımkové plochy, cylindroid.

8.2 Rotačńı plochy

Definice 8.2.1 Rotačńı plochou rozumı́me plochu, jež vznikne rotaćı křivky kolem př́ımky.

Doplňme, že danou křivku označujeme jako křivku tvoř́ıćı a př́ımku jako osu rotačńı
plochy. Definujme ještě daľśı d̊uležité pojmy.

Definice 8.2.2 Rovnoběžkovou kružnićı (rovnoběžkou) plochy rozumı́me kružnici, která
vznikne rotaćı libovolného bodu tvoř́ıćı př́ımky kolem osy rotačńı plochy.
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Definice 8.2.3 Meridiánem (poledńıkem) plochy rozumı́me řez rotačńı plochy rovinou
procházej́ıćı osou rotačńı plochy.

Rovnoběžkové kružnice je dále možné klasifikovat následuj́ıćım zp̊usobem. Vytvoř́ı-li
tečny podél ńı válcovou plochu, jej́ıž poloměr podstavy je vzhledem k ostatńım takovým
válcovým plochám minimálńı, nazývá se daná rovnoběžka hrdlem. Je-li naopak maximálńı,
označujeme ji jako rovńıkem. V př́ıpadě, že tečny vytvoř́ı rovinu kolem rovnoběžky vytvoř́ı
rovinu, hovoř́ıme o kráteru.

Odvozeńım parametrikého vyjádřeńı obecné rotačńı plochy jsme se zabývali v př́ıkladu
2.2.4, kde jsme vypoč́ıtali, že ho lze psát ve tvaru

x = ϕ(v) cosu,

y = ϕ(v) sinu,

z = ψ(v),

Zaj́ımavou vlastnost maj́ı geodetické křivky na rotačńıch plochách.

Věta 8.2.1 (Clairautova věta): Podél geodetiky na rotačńı ploše je součin poloměru rov-
noběžkové kružnice a sinu úhlu, který sv́ırá tečna geodetiky s poledńıkem, konstantńı.

Mezi rotačńı plochy patř́ı celá řada význačných ploch. Uved’me některé př́ıklady.

a) sféra (viz obr. 7), kterou lze parametrizovat rovnićı

p(u, v) = (r cos v cosu, r cos v sinu, r sin v), r = const. > 0,

př́ıpadně

p(u, v) = (r cosu sin v, r sinu sin v, r cos v), r = const. > 0,

je plocha vzniklá rotaćı kružnice se středem v počátku soustavy souřadné (odvozeńı
rovnice viz př́ıklad 2.2.3). Lze snadno dokázat, že sféra obsahuje pouze kruhové
body a že plat́ı rovnosti

K =
1

r2
, H = −1

r
.

obr. 7: Sféra
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b) anuloid (viz obr. 8), který lze parametrizovat rovnićı

p(u, v) = ((a+ b cosu) cos v, (a+ b cosu) sin v, b sinu),

kde a > b jsou reálné konstanty. Jedná se o plochu vzniklou rotaćı kružnice, která
neprot́ıná osu z. Opět se lze výpočtem přesvědčit, že plat́ı rovnosti

K =
sinu

a(b+ a sinu)
, H =

b+ 2ab sinu

2a(b+ a sinu)

.

obr. 8: Anuloid

c) katenoid (viz obr. 9), který lze parametrizovat rovnićı

p(u, v) = (a cosh
u

a
cos v, a cosh

u

a
sin v, u),

kde a = const. 6= 0. Plocha vzniklá rotaćı řetězovky

ϕ(u) =
(
a cosh

u

a
, 0, u

)
kolem osy z. Všechny body katenoidu jsou hyperbolické. Výpočtem źıskáme rovnosti

K = − a2

cosh u
a

, H = 0,

odkud vyplývá, že katenoid je současně plochou minimálńı.
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obr. 9: Katenoid

d) rotačńı kuželová plocha (viz obr. 10), kterou lze ve smyslu rotačńıch plochparamet-
rizovat rovnićı

p(u, v) = (v cosu cosα, v sinu cosα, v sinα), α 6= k
π

2
, k ∈ Z,

vzniká rotaćı př́ımky r̊uznoběžné s osou z kolem osy z. Všechny body rotačńı
kuželové plochy jsou parabolické. Jak v́ıme, patř́ı mezi plochy rozvinutelné.

obr. 10: Kuželová plocha

e) rotačńı válcová plocha (viz obr. 5), vzniká rotaćı př́ımky rovnoběžné s osou z kolem
osy z. Jak v́ıme, patř́ı mezi plochy rozvinutelné.

f) rotačńı jednod́ılný hyperboloid, který lze parametrizovat rovnićı

p(u, v) =
(a
b

√
b2 + u2 cos v,

a

b

√
b2 + u2 sin v, u

)
,
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vzniká rotaćı větve hyperboly (pro x > 0) , jež má vedleǰśı osu totožnou s osou z,
kolem osy z.

f) rotačńı dvoud́ılný hyperboloid, který lze parametrizovat rovnićı

p(u, v) =
(
u cos v, u sin v,±a

b

√
b2 + u2

)
,

vzniká rotaćı hyperboly, jež má hlavńı osu totožnou s osou z, kolem osy z.

g) rotačńı paraboloid, který lze parametrizovat rovnićı

p(u, v) =
(
u cos v, u sin v, au2

)
,

kde a 6= 0, vzniká rotaćı paraboly s osou v ose z kolem osy z.

h) pseudosféra, kterou lze parametrizovat rovnićı

p(u, v) =
(
a sinu cos v, a sinu sin v, a[ln(tg

u

2
) + cosu]

)
,

kde a 6= 0, vzniká rotaćı tratrix dané rovnićı

ϕ(u) =
(
a sinu, 0, a sinu sin v, a[ln(tg

u

2
) + cosu

)
kolem osy z. Obsahuje pouze hyperbolické body. Lze dokázat rovnosti

K = −1, H =
sinh2 u− 1

2 sinhu
.

8.3 Minimálńı plochy

Definice 8.3.1 Plocha se nazývá minimálńı, jestliže je jej́ı středńı křivost nulová.

Mezi př́ıklady minimálńıch ploch patř́ı

a) rovina,

b) katenoid,

c) helikoid.

O vlastnostech minimálńıch ploch hovoř́ı následuj́ıćı věty.

Věta 8.3.1 Minimálńı plochy neobsahuj́ı eliptické body.

Věta 8.3.2 (Bernsteinova věta:) Parametrizuje-li funkce

p : R2 → E3, p(u, v) = (u, v, g(u, v))

minimálńı plochu, pak je funkce g funkćı lineárńı.

Závěrem poznamenejme, že problematika minimálńıch ploch souviśı s úkolem nalézt
plochu s nejmenš́ım obsahem, která má za hranici předem danou křivku.

Daľśı zaj́ımavou skupinou ploch jsou plochy s konstantńı Gaussovou křivost́ı. Patř́ı
mezi ně např. sféra, která má Gaussovu křivost kladnou, a pseudosféra, jej́ıž Gaus-
sova křivost je záporná.
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Poznámky:

78



Literatura
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