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Una actualitzacié del problema 3x+1*

MARC CHAMBERLAND

Presentacio

Davant de I’enunciat de la conjectura 3z + 1 és facil que se’ns escapi el comentari de “sembla
molt senzill". Perd, com en tants d’altres problemes d’aquesta mena, el cert és que s’esta resistint
als embats de la comunitat matematica des de fa un grapat de décades. Com acostuma a passar
en aquests casos, aquest fet ha comportat (i estd comportant encara) atacs amb técniques molt
variades que I’han convertit en un problema matematic “transversal". Es de destacar la quantitat
aclaparadora de resultats equivalents que se n’han derivat, relacionats amb problemes de nom-
broses arees de la matematica, fins al punt de fer-nos plantejar si realment existeixen aquestes
arees.

L’article de Chamberland és un compendi actualitzat del problema que reflecteix aquesta
varietat de fronts des dels quals s’ha intentat resoldre’l. S’hi pot veure que els indicis apunten cap
a una certesa de la conjectura, pero el problema resta encara obert.

La traduccib al catala és fruit de la inquietud que ha despertat el problema en molts matematics
catalans, alguns dels quals ens vam trobar a la conferéncia que va donar el mateix professor M.
Chamberland sobre el tema a la UPC, ’any 2002. Entre ells, en Josep M. Brunat, a qui vull agrair
la lectura prévia de la traduccié i les seves suggeréncies.

Llegiu-lo i quedareu “tocats per la 3zmuntana'si encara no n’esteu!

T. G., Octubre 2003.

1 Introduccié

Ara per ara, el problema 3x+1 és potser el problema matemaétic no resolt més
enigmatic: malgrat que encara hi ha relativament pocs resultats forts en la direccio
de resoldre’l, pot ser explicat a un infant que ha aprés a dividir per 2 i multiplicar
per 3. Paul Erdés la va encertar al dir que “la Matematica no estd preparada per
a aquests problemes.”

#Traducci6 de Toni Guillamon i Grabolosa, Dept. de Matematica Aplicada 1, Universitat
Politécnica de Catalunya; antoni.guillamon@upc.es
Classificacié de matéries AMS : 11B83.
Paraules Clau. Problema 3z + 1, conjectura de Collatz.
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El problema es coneix també com el problema 3n + 1 i s’associa als noms de
Collatz, Hasse, Kakutani, Ulam, Syracuse, i Thwaites. Es pot anunciar de maneres
molt variades. Una d’elles és definir la funcid de Collatz com

_ [ 3r+1 2=1(mod?2)
O(:c)—{ /2 xEO(mng),

la conjectura estableix que per a cada m € Z*1, hi hauna k € Z* tal que C¥) (m) =
1, és a dir, qualsevol enter positiu tendird eventualment a 1. Observeu que l'iterat
d’un nombre senar m és 3m + 1, l'iterat del qual és (3m + 1)/2. Aleshores, hom
pot “comprimir”’ la dindmica considerant 1’aplicacié

(Bx+1)/2 z=1 (mod 2),
T(x) = { x/2 z=0 (mgd 2).

A la literatura, s’usa preferentment ’aplicaci6 T
En molt menor mesura, alguns autors treballen amb la funcié 3 x+1 prolongada
al maxim dinamicament, F : Zdonar — Zdenar, definida com

3x+1
F(r) = om(@) (1)

on m(x) correspon al nombre de factors de 2 continguts en 3z + 1. Tot i que
treballar amb F' permet cenyir-se només als enters senars positius, la variabilitat
de m sembla que impedeix qualsevol analisi substancial.

Aquesta actualitzacio reflecteix el punt de vista de autor de com cal estructurar
la feina en aquest problema. Tinc un deute enorme amb Jeff Lagarias i Giinther
Wirsching per la tasca important que han realitzat tirant endavant aquest proble-
ma. L’article de Lagarias [45](1985) catalogava exhaustivament els resultats previs,
establia nombroses connexions, i desenvolupava moltes noves linies d’atac; s’ha con-
vertit amb tota justicia en la referéncia classica per a aquest problema. El llibre de
Wirsching [87](1998) comenca amb un repas profund, seguit per diversos capitols
d’analisi propia, digna de mencionar. Lagarias també ha anat mantenint una bibli-
ografia anotada [48](1998) dels avencos en aquest problema, una altra font valuosa.
La present revisié hauria estat molt més dificil d’escriure en abséncia d’aquestes
contribucions significatives.

D’altra banda, aquesta revisié no pretén ser exhaustiva, siné més aviat comple-
mentaria als treballs de Lagarias i Wirsching. Quan he cregut que hi havia noves
aportacions rellevants en una area donada, he inclos les contribucions anteriors en
favor de la completesa. L’origen del problema i algunes arees que no han experi-
mentat cap desenvolupament recentment, com ara la interessant tasca lligada a les
equacions funcionals o als automates cel.lulars, no han estat mencionats. El lector
pot consultar el llibre de Wirsching [87](1998).

2 Recerques numériques i temps d’aturada

L’estructura dels enters positius for¢a que totes les orbites de T acabin en una de
les segiients situacions:
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(1) el cicle trivial {1,2};
(2) un cicle no trivial;
(3) infinit (orbita divergent).

El problema 32+ 1 conjectura que es déna ’opci6 (1) en tots els casos. Oliveira i
Silva [61, 62](1999,2000) van provar que aix0 és cert per a tots els nombres n < 100x
2%0 2~ 1.12 x 10'7. Ho van aconseguir amb dos ordinadors DEC Alpha a 133MHz i
dos a 266 MHz i usant 14.4 anys de CPU. Aquest calcul es va acabar 1’ Abril del 2000.
Roosendaal [65](2003) assegura haver-ho millorat fins a n = 195 x 2% ~ 2.19 x 10'7.
Els seus calculs encara continuen, dins d’un projecte que compta amb l’ajut de
molts altres ordinadors distribuits arreu.

El récord assolit, dins de ’objectiu de provar la no existéncia de cicles no trivials,
és que aitals cicles han de tenir longitud 272500658 pel cap baix. Aquest fet es
va deduir amb ’ajut de resultats numérics com els esmentats al paragraf anterior,
juntament amb la teoria de fraccions continues — vegeu la Seccié 5 per a més detalls
sobre cicles.

Hi ha un algorisme natural per comprovar que els iterats de tots els nombres
menors que un N determinat tendeixen a 1. Primer de tot, comproveu que tot
enter positiu menor que N — 1 tendeix a 1; aleshores, considereu els iterats de N.
Si un d’ells cau per sota d’N, oli en un llum! Per aquest motiu, hom considera
I’anomenat temps d’aturada d’n, és a dir, el nombre d’iteracions necessaris per
obtenir un nombre per sota d’n:

o(n) = inf{k : T®(n) < n}.

Un concepte relacionat és el de temps total d’aturada, el nombre d’iteracions nec-
essari per arribar a 1:

Ooo(n) = inf{k : T®) (n) = 1}.
També es considera 'al¢ada d’n, el punt més alt dels iterats d’'n:
h(n) = sup{T®(n) : k € Z*}.

Fixeu-vos que si n pertany a una trajectoria divergent, llavors oo (n) = h(n) = co.
Aquestes funcions poden prendre valors sorprenentment alts fins i tot per a valors
petits d’n. Per exemple,

o(27) =59, 050(27) =111, h(27) = 9232.

L’orbita de 27 s’il.lustra a la Figura 1.

Roosendaal [65](2003) ha calculat diversos “récords” per a aquestes funcions?.
Per la seva banda, Wirsching [87, p.21-22](1998) ha catalogat diversos resultats
sobre nombres consecutius amb la mateixa al¢ada.

1 Nota del Traductor: Es a dir, que T(1) =21 T(2) = 1.
2 Roosendaal atorga noms diferents a aquestes funcions, i els aplica a C(z).
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FicuraA 1: L’orbita que comenca en 27.
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2.1 Temps d’aturada

L’algorisme natural mencionat més amunt es pot reformular com: el problema 3x+1
és cert si, i només si, tot enter positiu té un temps d’aturada finit. Terras [77,
78](1976,1979) va demostrar que el conjunt d’enters positius amb temps d’aturada
finit té densitat u. Més concretament, va demostrar que el limit

1
F(k):= lim —[{n <m:0o(n) <k}
m—oo M
existeix per a cada k € Z' i que limy_o F(k) = 1. Everett [31](1977) en va
donar una demostraci6é més curta. Lagarias [45](1985) va provar un resultat sobre
la velocitat de convergéncia:

F(k)>1-2""

per a tota k € ZT, onn = 1— H(0), H(z) = —zlog(z) — (1 — z)log(l — z) i
0 = (log, 3)~*. Ho utilitza per a restringir les possibles orbites divergents:

[{n € Z* :n<w,0(n) =00} <cra'™"

per a alguna constant positiva ¢;. Aixo implica que qualsevol trajectoria divergent
no pot divergir massa lentament. En la mateixa direcci6, Garcia i Tal [33](1999)
han provat recentment que la densitat de qualsevol orbita divergent és zero. Aquest
resultat es manté per a conjunts i funcions més generals.

Seguint linies diferents, Venturini [81](1989) va demostrar que per a cada p >
0, el conjunt {n € Z* : T (n) < pn per a alguna k} té densitat u. Allouche
[1](1979) va provar que {n € ZT : T*)(n) < n° per a alguna k} té densitat u per a
¢ > 3/2—log, 3 = 0.869, fet que va ser millorat per Korec [39](1994) que va obtenir
el mateix resultat amb ¢ > log, 3 ~ 0.7924.

No ens ha de sorprendre, tampoc, que abundin resultats de caire probabilistic
al voltant d’aquestes funcions 3x + 1. Una suposicié que sovint es formula és que
després de moltes iteracions, el proper iterat té la mateixa probabilitat de ser
parell que senar. Wagon [84](1985) argumenta que el temps d’aturada mitja per a
un namero senar n (amb la funci6 C(x)) s’apropa a una constant, concretament,

al namero
oo

. Ci
2[1 + 2i + ilogy 8] opr & 9.477955

on ¢; és el nombre de successions que contenen 3/2 i 1/2 amb exactament i vegades
3/2, tals que el producte de tota la successié és menor que 1, perd que el producte de
qualsevol successi6 inicial és més gran que 1. Observeu que aquesta férmula passa
per alt enutjos “+1” del “+1”, potser justificat asimptoticament. Aixd sembla que
es confirma en les comprovacions numériques de Wagon sobre els temps d’aturada
per a nombres senars fins a n = 107, la qual cosa lliga amb el aproximacié donada
més amunt.
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2.2 Temps total d’aturada

De resultats al voltant del temps total d’aturada també n’hi ha per donar i per

vendre. Applegate i Lagarias [9](2002) fan 4s de dues noves funcions auxiliars: la
rad de temps d’aturada

_ 0xo(n)

(n) = o

)

i la proporcié d’uns p(n) per a successions convergents, definit com la proporcié
entre el nombre de termes senars en els primers oo (n) iterats dividit per oo (n).
Es senzill de veure que v(n) > 1/log2 per a tota n, amb igualtat només quan
n = 2F. Es coneixen desigualtats més fortes com ara

1
> -
() 2 log2 — p(n)log3
per a qualsevol trajectoria convergent, mentre que si p(n) < 0.61, aleshores per a
tot e positiu,
1

< - -
() < log2 — p(n)log3 te

per a tota n suficientment gran. Si hom assumeix que la proporcié d’uns és 1/2
(que equival a ’equiprobabilitat de trobar un parell o un senar després de molts
iterats), tenim que el valor mitja de v(n) és 2/log(4/3) ~ 6.95212, tal com van
observar Shanks [69](1965), Crandall [26](1978), Lagarias [45](1985), Rawsthorne
[64](1985), Lagarias i Weiss [47](1992), i Borovkov i Pfeifer [15](2000). Hi ha ev-
idéncies experimentals que reforcen aquesta observacié. Compareu-ho amb les fites
superiors suggerides pels models estocastics de Lagarias i Weiss [47](1992):

lim sup y(n) & 41.677647.

n—oo

Applegate i Lagarias [9](2002) van observar, a partir de dades de Roosendaal
[65](2003), el que aparentment és el valor conegut més gran de :

n ="7219136416377236 271195

duu a ooo(n) = 1848 i y(n) ~ 36.7169. Applegate i Lagarias han cercat també
una fita inferior de v que es doni infinites vegades. Usant el fet ben conegut que
T®) (2% — 1) = 3k — 1 (vegeu, per exemple, Kuttler [44](1994)), posen de manifest
que

log 2 +log 3

~ 3.729.
(log2)?

728 -1) >
Tanmateix, van més enlld mostrant que hi ha un nombre infinit de valors d'n
convergents la proporcié d’uns dels quals és com a minim 14/29; per tant, la fita

inferior
29

>
~ 29log2 — 14log3

~(n) ~ 6.14316
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es dona per a un nombre infinit de valors d’n. Tot i que la demostracié involucra una
cerca computacional extensa sobre I’arbre de Collatz fins a profunditat 60, els autors
observen amb sorpresa que la mitjana probabilistica de v(n) — aproximadament
6.95212 — mai no s’assoleix.
Roosendaal [65](2003) defineix una funcié que anomena el residu d’un nombre
x € Z*, i que denomina Res(z). Suposeu que = és una C-trajectoria convergent
amb P termes parells i S termes senars abans d’arribar a I’1. Aleshores, el residu
es defineix com
2P
35’
Roosendaal aprecia que Res(993) = 1.253142. .., i que aquest és el residu més alt
assolit per tots els x < 232. I conjectura que aixd es manté per a tota x € Z7.
Zarnowski [89](2001) reemprén el problema 3z + 1 amb llenguatge de cadenes
de Markov. Sigui g la funcié lleugerament alterada

Res(z) :=

Bz +1)/2 z=1 (mod 2), x> 1,
g(x) = x/2 x =0 (mod 2),
1 r=1,
e, el vector columna on I'n-ésima component val 1 i les altres 0, i la matriu de
transicié P definida per
P___{ 1 sig(i) =7,
k 0 altrament.

Aquestes definicions donen una correspondéncia directa entre g(*)(n) i el P*, i el
problema 3z + 1 resulta ser cert si

lim PF=[100 ---],
k—o0
on 1 i 0 representen vectors columna constants. Zarnowski va més enlla mostrant
que lestructura d’una certa inversa generalitzada X de I — P duu codificats els
temps totals d’aturada de Z*.
Per a representacions grafiques dels temps d’aturada d’una extensi6é de T', vegeu
Dumont i Reiter [29].

2.3 El graf de Collatz i els conjunts predecessors

La qliesti6 dels temps d’aturada enllaca de manera complexa amb la de ’arbre de
Collatz. I arbre de Collatz és el graf dirigit els vértex del qual son predecessors d’1
via l'aplicacié T'. Se’'n pot veure una representacié parcial a la Figura 2.3.

L’estructura del graf de Collatz ha atret certa atencié. Andaloro [4](2002) ha
estudiat resultats sobre la connectivitat de subconjunts del graf de Collatz. Urvoy
[79](2000) va provar que el graf de Collatz és no regular, en el sentit que no posseeix
una teoria de segon ordre monadica decidible; aix0 estd relacionat amb la tasca de
Conway mencionada a la Secci6 4.
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FicuraA 2: El graf de Collatz.
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En lloc d’analitzar com de rapid ens acostem a u pels iterats, podem considerar
el conjunt de nombres que s’acosten a un nombre concret a, és a dir, el conjunt
predecessor d’a:

Pr(a) :=={beZ* : T®(b) = a per a alguns k € Z*}.

Com que aitals conjunts sén obviament infinitament grans, hom pot mesurar els
termes del conjunt predecessor que no sobrepassin una determinada fita x, és a dir,

Za(x) :=|{n € Pr(a) : n < x}|.

El valor de Z,(x) va ser estudiat per primera vegada per Crandall [26](1979), que
va provar ’existéncia d’algunes ¢ > 0 tals que

Z1(x) > x¢, amb z suficientment gran.

Wirsching [87, p.4](1998) ens fa veure que aquest resultat s’estén a Z,(x) per a tota
a # 0 mod 3. Usant el métode de cerca per arbres de Crandall i Sander [67](1990)
va donar una fita inferior concreta, ¢ = 0.25, i Applegate i Lagarias [6](1995)
la van estendre a ¢ = 0.643. Fent servir desigualtats funcionals en diferéncies,
Krasikov [41](1989) va introduir un nou enfocament i va obtenir ¢ = 3/7 = 0.42857.
Wirsching [85](1993) va emprar el mateix enfocament per obtenir que ¢ = 0.48. Ap-
plegate i Lagarias [7](1995) van superar aquests resultats amb Z;(z) > 2%, per
a x suficientment grans, bo i millorant I’enfocament de Krasikov amb programacio
no lineal. Recentment, Krasikov i Lagarias [42](2002) van perfeccionar aquest en-
focament i obtingueren que

Zi(x) > 2% per a z suficientment grans.

Wirsching [87](1998) ha decantat aquesta mena de resultats cap a una nova
direcci6. Seguint camins aparentment diferents, defineix R; x, per a j, k € Z*, com
el conjunt de totes les sumes de la forma

200 4 213 4 90232 ... 4 0% 3J

onj+k>ay>--->a; >0.El conjunt R, té mida

i Jtk+1

Per tal de maximitzar aquesta mida, cal prendre |R;_1 ;| = (?J ). Wirsching va
proposar la segiient “conjectura recobridora” existeix una constant K > 0 tal que
per a tota j,£ € Z* es té la implicaci6

|R;_1,] > K-2-3"' = R,_,  cobreix les classes residuals primeres modul 3°.
Aquesta conjectura implica una versié més forta de les desigualtats prévies:

Zq(ax)
5

lim inf ( inf

4 ) >0 peratota §€(0,1).
T—=0 \gzomod 3 T
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Wirsching argumenta que, intuitivament, la suma de poténcies combinades es pot
interpretar com a acumulacions no lineals de la iteraci6é de ’aplicacié T'.

Una bona part del llibre de Wirsching [87](1998) s’ocupa d’un estudi més fi del
conjunt de predecessors usant les funcions

ee(k,a) = |{be Zt : T*H0(b) = a, k iterats parells, ¢ iterats senars}|.

Definint I'n-ésima série estimadora com

sn(a) ==Y e (n+ [Clogy(3/2)],a),
=1

Wirsching demostra la implicacié

sn(a)

lim inf

n—oo

> 0= Zu(z) > C (g)log”

)

per a alguna constant C' > 0 i per a z grans.

Com que ey(k,a) depén d’a només a través de la seva classe residual modul
3, Wirsching considera les funcions e/(k,-) el domini de les quals és Zs, el grup
dels enters 3-adics. Com que e;(k,a) = 0 sempre que £ > 1 i 3|a, €l conjunt
{e¢(k,-) : > 1,k > 0} és una familia de funcions sobre el grup topoldgic compacte
Z% dels enters 3-adics invertibles. Aquesta aplicaci6 dels enters 3-adics al problema
3z 4+ 1 va ser descrita per primera vegada a Wirsching [86](1994), i Applegate i
Lagarias [8](1995) també van dur a terme una analisi similar. Les funcions e, (k, -)
s6n integrables respecte 'inica mesura de Haar normalitzada de Z3’s, i donen peu
a la mitjana 3-adica

_ 1 k+10
€E(I€) = /Zz ez(k,a)da = m < / ) .

Hi ha diversos resultats en aquest linia, com ara

1
lim inf —/ sp(a)da > 0,
n—oo 2™ z;

fet que implica que tot conjunt predecessor Pr(a) amb a Z 0 mod 3 té densitat
positiva.

3 Representacions dels iterats d'una aplicacié 3z + 1

El resultat citat més sovint en aquesta area és degut a Bohm i Sontacchi [14](1978):
el problema 3z + 1 és equivalent a demostrar que cada n € Z™ es pot escriure com

m—1
1 U m—k—1ov
n= (2 -3 2 k) ,

k=0
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onm €Zti0<wvy <wvy <---vpy s6n enters. Amigé [2, Prop.4.2](2001) obtingué
resultats similars.

Sinai [70](2003) estudia la funci6é F, definida a (1), sobre el conjunt M definit
com

n={1yuntun-, n*l=6z*=+1.

Considerem ki, ko, ..., kn € ZT i € = £1; aleshores, el conjunt de x € M€ als quals
hom pot aplicar F(*1) F(k2) ... f(kn) &5 una progressié aritmética

O_(kl,kg ..... km,é) — {6 . (2k1+k2+"'+km + qm) + 6}
per a alguns ¢, tals que 1 < ¢, < 2Fthet+km A meés,
FoOpka) ) (gRikekn0y = (6. (3™p + 1) + 5}
per a alguns 7 i § que satisfan 1 < r < 3™ ¢ = +1. Seguint la mateixa filosofia,
es poden trobar resultats a Andrei et al. [5](2000) i Kuttler [44](1994). Sinai usa

aquest resultat per obtenir informacié distribucional de les trajectories de F. Sigui
1<m<M,xeni

. (ﬂ) _ log(EF™ (z0)) — log(zo) + m(2log2 — log 3)

Si 0 <t <1, aleshores w(t) es comporta com una trajectoria de Wiener.

La connexi6 feta per Blecksmith et al. [13](1998) entre el problema 3z + 1 i les
representacions 3-regulars de nombres esta relacionada amb aquests resultats. Es
diu que un nombre n € Z* té una representacié 3-regular si, i només si, existeixen
enters {a;} i {b;} tals que

k
HZZQM?)I”, ay >ag > - >ap >0, 0<by <by <+ <bg.
1=1

Fixeu-vos amb la semblanca amb els termes considerats per Wirsching en la dar-
rera secci6. Aquests nombres ja van ser estudiats almenys per Ramanujan. Una
representacié 3-regular d’n és especial de nivell k si

7’),:316_'_3167120.1_i__.__|_3'2ak,1_i_2ak7

on hi apareix cada poténcia de 3 fins a 3*. Per a una k fixada, cada n té com a molt
una tal representacié — vegeu Lagarias [46](1990), qui atribueix la demostraci6 a
Don Copersmith. Blecksmith et al., proposen al lector que provi que m € Z™T s’itera
fins a 1 per aplicacio C si, i només si, existeixen enters e i f tals que ’enter positiu
n = 2¢ — 3fm té representaci6 3-regular especial de nivell k = f — 1. La tria d’e i
f no és tnica, si és que existeix.
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1
@,
FI1GURA 3: Dinamica dels enters (a) mod 3 i (b) mod 4.

4 Reduccié a classes de residus i altres conjunts

Un cop hom es conveng que el problema 3z+1 és cert, una direccié natural és cercar
subconjunts, que anomenarem ara “suficients", S C Z™ tals que provant la conjec-
tura sobre S impliqui que sigui certa sobre Z*. Es obvi que S = {x : = 3 mod 4}
és suficient ja que els nombres de les altres classes residuals decreixen després d’u-
na o dues iteracions. Puddu [63](1986) i Cadogan [19](1984) van demostrar que
S ={z: 2 =1 mod 4} també era suficient. Aquest resultat es pot apreciar molt
facilment a la Figura 3b, bo i considerant la dinamica dels enters a Z,4. El treball
de Bohm i Sontacchi [14](1978) implica que m iterats senars per 7' d’un nombre z
condueixen a (3/2)™(x 4+ 1) — 1 i, en conseqiiéncia, que els senars esdevenen even-
tualment parells. Ajuntant-ho amb la dinamica dels enters a Z, (vegeu la Figura
3b), s’obté tant que S = {z : x = 1 mod 4} com que S = {z : z = 2 mod 4} sén
suficients. De manera semblant, la Figura 3a indica que S = {z : + = 1 mod 3}
0SS ={x: 2 =2mod 3} també en soén. Andaloro [3](2000) ho ha millorat amb
S ={z:x=1mod 16}. Tots aquests conjunts tenen una densitat positiva que es
pot calcular facilment, la més baixa de les quals és la del conjunt S d’Andaloro,
d’1/16. Korec i Znam [40](1987) van millorar significativament aquest resultat de-
mostrant la suficiéncia del conjunt S = {« : z = @ mod p™} on p és un nombre
primer senar, a és una arrel primitiva modul p?, p /fa, i n € Z*. Aquest conjunt
té densitat p~™, que es pot fer que sigui arbitrariament petita. Seguint la mateixa
veta, Yang [88](1998) va provar la suficiéncia del conjunt

1
{n ‘n=3+ ?O(M —1) mod 22k+2}

per a qualsevol k € Z* fixat. Korec i Znam afirmen també que han obtingut un
conjunt suficient amb densitat zero, perd no n’han facilitat els detalls. Amb el
mateix proposit, un resultat recent de Monks [57](2002) és digne de mencié. La
darrera seccié mostra com és de dificil trobar una expressié tancada usable per a
T®) (z). Si el “+1” s’ometés en les iteracions, aixo portaria a ") (z) = 3"x/2%, on
m és el nombre de termes senars en les k primeres iteracions de x. Monks [57](2002)
ha provat que existeix un nombre infinit de “versions lineals” del problema 3x + 1.
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Un exemple que en doéna és l'aplicacio

n/11  sill|n,
136n/15 si 15|n i CDA,
5n/17 sil7|niCDA,
An/5 si5niCDA,
26n/21 si2l|niCDA,
7n/13  si13|niCDA,
n/7 si7lniCDA,
33n/4 sidlni CDA,
5n/2 si2lniCDA,
n altrament,

on C'D A significa que “cap de les anteriors” condicions se satisfa. Monks mostra que
el problema 3x + 1 és cert si, i només si, per a cada enter positiu n la R-Orbita de
2" conté el 2. La demostraci6 empra el llenguatge Fractran de Conway [25](1987),
que ja va ser usat pel mateix Conway [24](1972) per provar l'existéncia d’una
aplicaci6é similar el comportament sobre els enters de la qual, a llarg termini, era
algorismicament indecidible. Connectant aquest material amb els ja vistos conjunts
suficients, hom detecta que la densitat del conjunt {2" : n € Z*} és zero (per bé
que es tracta d’una aplicacié molt més complicada).

5 Cicles

L’estudi de ’estructura de tots els cicles de T possibles ha rebut també molta
atencio.

Sigui €2 un cicle de T, i Qqen, Qpar €ls conjunts dels termes senars i dels termes
parells en Q. Hom pot reescriure 1’equacio

i obtenir que

Z xTr = Z r + |Qsen|'

E€Qpar TE€Qsen

Aquest fet va ser observat per Chamberland [21](1999) i Monks [57](2002).

Usant aritmética modular, la Figura 3 indica la dindmica dels enters per ’apli-
cacio T, tant a Zz com a Z4. Com que no hi ha cicles que puguin tenir tots els seus
elements de la forma 0 mod 3, 0 mod 4, 0 3 mod 4, les figures impliquen que no hi ha
cicles d’enters (excepte el del {0}) que tinguin elements de la forma 0 mod 3. Aixi
mateix, el nombre de termes en un cicle congruent a 1 mod 4 és igual al nombre
congruent a 2 mod 4. Aquesta analisi fou presentada per Chamberland [21](1999).

Un resultat primerenc sobre cicles fa referéncia a la classe especial de T-cicles
anomenada circuits. Un circuit és un cicle que pot ser escrit com k elements senars
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seguits per | elements parells. Davison [27](1976) va demostrar que hi ha una cor-
respondéncia un-a-un entre circuits i solucions (k, [, h) en enters positius tals que

2k —3k)p = 2! — 1. (2)

Més endavant, es va provar usant fraccions continues i teoria de nombres transcen-
dents (vegeu Steiner [71](1977), Rozier [66](1990)) que l'equacié (2) té només la
soluci6 (1,1, 1). Aixo implica que {1, 2} és I'inic circuit.

Per a cicles generals de T', B6hm i Sontacchi [14](1978) van demostrar que
x € ZT pertany a un n-cicle de 7" si, i només si, existeixen enters 0 < vy < v; <
- < v, =n tals que

m—1
1
_ 3m—k2vk
YT gn gm kz_o

B. Seifert [68](1988) va obtenir un resultat similar.
Eliahou [30](1993) ha donat alguns resultats potents sobre qualsevol cicle no
trivial €2 de T'. Si denotem per €2 els termes senars d’(2, va demostrar que

1 1Y) 1
1 3+— )< <1 3+ — 3
Og2(+M)—|QO|—Og2<+m> ()
on m i M sbn els termes més petit i més gran, respectivament, d’€). Observi’s que
per a cicles “grans” aquest fet implica que
1€

— ~ log, 3.
€20

Eliahou ho utilitza en conjuncié amb I’aproximacié diofantina de log, 3 i la fita
numérica m > 2% per demostrar que

|2] = 301994 a + 17087915b + 85137581 ¢,

on a,b,c son enters no negatius, b > 1 i ac = 0. Chisala [22](1994) i Halbeisen i
Hungerbiihler [35](1997) van arribar també a resultats semblants. Tempkin i Artea-
ga [75](1997) van esprémer aquest enfocament al maxim. Van estrényer les relacions
que apareixen a (3) i van usar una fita inferior millor de m per arribar a obtenir

|| = 187363077 a + 272500658 b + 357638239 ¢,

on a, b, c sén enters no negatius, b > 11iac = 0.

No és gens evident com es pot estendre la dicotomia parell-senar d’un cicle usada
en aquests resultats a una disseccié més fina dels termes d’un cicle, per exemple,
modul 4. Relacionat amb aquest comentari, Brox [17](2000) ha provat que existeix
un nombre finit de cicles tals que

o1 < 210g(0'1 + 0'3)

on o; és el nombre de termes en un cicle congruent a i mod 4.
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6 Extensions de 7' a espais més grans

Una técnica comuna per resoldre problemes és “immergir-los"en una classe més am-
plia de problemes i usar les técniques apropiades al nou espai. En el problema 3x+1,
s’ha fet molta feina en aquesta direcci6. Les subseccions segiients, organitzades en
ordre creixent segons la mida dels espais, detallen la tasca realitzada.

6.1 Els enters Z

La primera extensié natural de T és a tot Z. La definicié de T és suficient per
cobrir aquest cas. Hom troba ben aviat tres nous cicles: {0}, {—5,—7,—10},1 un
cicle llarg

{17, -25,—37,—55, —82, —41, —61, —91, —136, —68, —34}.

Aquests nous cicles es podrien obtenir (sense el signe menys) si hom considerés
Paplicaci6 definida per T'(n) = —T(—n), la qual correspon al problema “3z — 1”.
Es conjectura que aquests cicles son tots els cicles de T' en Z. Aquest problema fou
considerat per Seifert [68](1988).

6.2 Nombres racionals amb denominadors senars

Aixi com l’estudi del problema “3x — 1” de la darrera subseccié és equivalent al
problema 3z + 1 a Z~, Lagarias [46](1990) ha estés el problema 3z + 1 als racionals
considerant la classe d’aplicacions

Bz +k)/2 siz=1 (mod 2),
T’“(x):{ z/2 ;E()(mgd 2),

amb k = +1 mod 6 positiva i tal que (x,k) = 1. Ha provat que, aleshores, els
cicles de T}, es corresponen a cicles racionals x/k de la funcié T. Lagarias demostra
que existeixen cicles enters de Tj per a un nombre infinit de valors de k& (amb
estimacions sobre el nombre de cicles i fites de les seves longituds) i conjectura
que existeixen cicles enters per a tota k. Halbeisen i Hungerbiihler [35](1997) han
derivat fites similars a les d’Eliahou [30](1993) sobre longituds de cicles per a cicles
racionals.

6.3 L’anell dels enters 2-adics Z,

La propera extensi6 és a ’anell Z, dels enters 2-adics, que consisteix en les succes-
sions binEries infinites de la forma

a:ao+a12+a222+---=Zaj2j
7=0

on a; € {0,1} per a tot enter no negatiu j. La congruéncia ve definida per a =
ag mod 2.



16 Marc Chamberland

Chisala [22](1994) estén C' a Za perd aleshores restringeix la seva atencié als
racionals. Deriva restriccions interessants sobre cicles racionals; per a exemple, si
m és ’element minim d’un cicle racional positiu, aleshores

[mlog, 3]
m > 2 m - 3.

Una extensié més desenvolupada de T, iniciada per Lagarias [45](1985), defineix

a/2 si a =0 mod 2,
T:ly—2p, T(a):= { (3a—|—/1)/2 si a=1mod 2.
S’ha demostrat (vegeu Mathews i Watts [52](1984) i Miiller [59](1991)) que lapli-
caci6 estesa T és exhaustiva, no injectiva, diferenciable un nombre infinit de ve-
gades, no analitica, que preserva la mesura de Haar i que és fortament mesclant.
Resultats similars sobre els iterats de T es poden trobar a Lagarias [45](1985),
Miiller [59](1991), [60](1994) i Terras [77](1976). Definint ’aplicacié desplagament
(shift) o : Zy — Zo com

(x—1)/2 siz=1 (mod 2),
o(z) :{ /2 :i z=0 (mgd 2),

Lagarias [45](1985) va provar que T és conjugada a o a través de I’aplicacié vectorial
paritat ®! : Zy — Zs definida per

1 (z) = i 28 (T*(x) mod 2).
k=0

Bernstein [11](1994) déna una férmula explicita per a la conjugacié inversa @,

1 1 1
P(2% 428 fod 4.y = _Zodo_ —gdi _ _ od>
P24 2B 4 = =3 9 27

on 0 <dy <dy <dy <.... També demostra que el problema 3x + 1 és equivalent
a tenir ZT C ® (1Z). Bernstein i Lagarias [12](1996) van provar que el problema
3z + 1 no té orbites divergents si @ (Qgen) C (Qsen ), essent Qsep, és el conjunt de
racionals la forma reduida dels quals té el denominador senar.

Monks i Yazinski [58](2002) han aportat nous avencos en aquestes linies. Partint
del fet que Hedlund [36](1969) va provar que el grup d’automorfismes de o és,
simplement, Aut(o) = {id,V}, on id és laplicacié identitat i V(z) = —1 — =,
Monks i Yazinski defineixen una funcié 2 com

Q=®doVod !

Aleshores, tenim que ) és I’anica autoconjugacié no trivial de aplicacié 3z + 1,
és adir, QoT = ToQ1i0N? = id Siho ajuntem als resultats de Bernstein i
Lagarias, resulta que els autors estan demostrant que tres enunciats sén equivalents:
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O 1 Qsen) C (Qsen), 2UQsen) C (Qsen), i que cap “enter 2-adic racional"té una
T-trajectoria divergent.

Monks i Yazinski també estenen els resultats de Eliahou [30](1993) i Lagarias
[45](1985) sobre la densitat dels punts “senars” d’una orbita. Sigui ,,(z) el nombre
d’uns en els primers n-digits del vector paritat z. Si x € Qsy, entra eventualment
en una n-Orbita periddica, aleshores

In(2) . Kn(x) In(2)
B 1/m) i T S W@ 1)

on m, M sén els elements ciclics menor i major de I’eventual cicle. Si z € Qgen
divergeix, aleshores
(z)

.. o bBn
< liminf ——~*
n—oo n

—_

n(2)
In(3
Monks i Yazinski defineixen una altra extensié de T', que li diuen £ : Zy — Zo, com

Qxz) z=1 (mod 2),
5@)—{ s 220 (mod 2)

~

i proven que el problema 3x + 1 és equivalent a tenir el nimero 1 en la £-orbita de
cada enter positiu.

6.4 Els enters de Gauss i Z|i]
Joseph [38](1998) estén T mes enlla, a Zs[i], definint 7' com

o/2, si a € [0],
=) (Ba+1)/2, siaell]
T(e) = (Ba+1)/2, si a € [i],

[

(Ba+1+14)/2, siaell+i,

on [z] denota la classe d’equivaléncia de x en Zj|[i]/27Zs[i]. Joseph demostra que T
no és conjugat a 7' x T per cap isomorfisme Zo-modul, perd que és topologicament,
conjugat a T'x T'. Amb arguments semblants als dels resultats de la darrera subsec-
¢i6, Joseph mostra que T és cadtica (en el sentit de Devaney). Kucinski [43](2000)
estudia cicles de I'extensié de Joseph T restringits als enters de Gauss Z[i].

6.5 La rectareal R

Les extensions de T" a la recta real R sén interessants també en la mesura que per-
meten emprar eines que provenen de ’estudi d’iteracions en aplicacions continues.
En un article no publicat, Tempkin [76](1993) estudia la més simple, des del punt
de vista geométric, d’aitals extensions: ’extensié en “linia recta"de la funci6é de
Collatz C":

{ C(z), x €7,
C(lz]) + (x = [=)(C([]) = C(lz])), = ¢Z.
_ { —(bn —2)x +n(l0n—3), =z € [2n—1,2n],

L(x)

(bn+4)x —n(l0n+7), =z € [2n,2n+1].
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Tempkin prova que sobre cada interval [n,n + 1], n € Z*, L té punts periodics de

tots els periodes possibles. Aprofitant el fet que els iterats de les funcions lineals

a trossos també son lineals a trossos, també demostra que tot punt eventualment

periodic de L és racional, que tot racional és o bé eventualment periodic o bé

divergent, i que els racionals de la forma k/5, amb k # 0 mod 5, sén divergents.
Tempkin també menciona una extensié regular de C,

_Trt2 Br+?
T4 4

perd no en fa cap analisi concreta. Chamberland [20](1996) estudia una extensio
similar de 7"

E(x):

cos(m(x + 1)),

3 1
0 = ot () 20 ()
1 2z+1
= x4+ YR cos(mx).

Chamberland demostra que tot cicle a Z1 ha de ser localment atractor. Com que
la derivada Schwarziana de f és negativa a R, aix0 implica que la dinamica a llarg
termini de gairebé tots els punts coincideix amb la dindmica a llarg termini dels
punts critics. Hom troba rapidament que existeixen dos cicles atractors,

Ay ={1,2}, A, :={1.192531907...,2.138656335.. }.

Chamberland conjectura que aquests sén els tnics dos cicles atractors de f a R™T.
Aquesta afirmacié és equivalent al problema 3x + 1. També es prova que existeix
una orbita divergent monotonament creixent. Chamberland compactifica ’aplicacioé
a través de 'homeomorfisme o(x) = 1/x sobre [u1,00) (11 és el primer punt fix
positiu de laplicacié f), fet que duu a una aplicacié dinamicament equivalent h
definida sobre [0, 1] com

h(z) = { 4r/(4+z—(2+x) cos(7rx)()),7 :; i(oqul]’

Darrerament, Chamberland s’estd dedicant a enunciats sobre qualsevol extensié
general de f: ha de tenir un 3-cicle, una orbita homoclinica (en la literatura més
antiga, conegut com a “repulsor snap-back"), i una trajectoria divergent monoton-
ament creixent.

Per il.lustrar com es manifesta el caos en aquesta extensido, Ken Monks va
substituir z per z a ’aplicacié de Chamberland i va generar numéricament conjunt
de Julia ple. Una porcié del conjunt s’indica a la Figura 4.

En un article més recent, Dumont i Reiter [28](2003) han aconseguit resultats
similars per a ’extensi6 real

flz) = % (39" C/Dg 4 sin®(r/2) )

Els mateixos autors han creat altres extensions diverses, aixi com figures que rep-
resenten el temps d’aturada; vegeu Dumont i Reiter [29](2001).
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FicuraA 4: Conjunt de Julia de I'aplicacié de Chamberland estesa al pla complex.

Argumentant que l'aplicacié és turbulenta (existeixen intervals compactes A;
i As tals que 41 U Ay = f(A1) N f(As2)), Borovkov i Pfeifer [15](2000) també
demostren que qualsevol extensié continua de 7' té oOrbites periodiques de cada
periode.

6.6 EIl pla complex C

Letherman, Schleicher i Wood [50](1999) ofereixen el segiient refinament d’aquest
enfocament: estenen 7" al pla complex amb

1

F(z) = g + = (1 — cos(rz)) (z + %) + % (% - cos(m)> sin(mz) + h(z) sin?(rz).

[\]

Fixem-nos que els dos primers termes (substituint z per ) coincideixen amb l’ex-
tensi6 de Chamberland. Des del punt de vista dinamic, I’avantatge clar d’aquesta
nova funcié és que el conjunt de punts critics sobre la recta real és exactament
Z. Milloren el resultat de Chamberland provant que a linterval [n,n + 1], amb
n € Z*, hi ha un conjunt de Cantor de punts que divergeixen mondtonament. Al
pla complex, Letherman et al. usen técniques de dinamica complexa per extreure’n
resultats sobre les components de Fatou. En particular, demostren que no hi ha cap
enter en un domini de Baker (domini a I’infinit). Es conclou aleshores que qualsevol
enter o bé pertany a una Orbita periddica superatractora o bé a un domini de punts
errants.

7 Generalitzacions de la dinamica de 3z + 1

S’ha dut a terme molta recerca en aplicacions que presenten una dindmica similar a
la de T perd que no sén extensions de 7'. En aquests casos, hom acostuma a canviar
la funcid, contrariament a la darrera seccio on era ’espai el que es modificava amb
una extensio.

Belaga i Mignotte [10](1998) van considerar el problema “3z + d”, i conjecturen
que per a qualsevol senar d > —1 no divisible per tres, totes les orbites enteres
entren en un conjunt finit (en conseqiiénica, tota drbita és eventualment periodica).
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Observem que el problema “3x —1” és equivalent al problema 3x + 1 sobre els enters
negatius, considerat a la secci prévia.

Una altra generalitzacié obvia és la classe de problemes “qx + 1”. Steiner [72,
73](1981) va estendre els seus resultats sobre cicles i va demostrar que per a ¢ = 5,
hi ha només un circuit no trivial (13 — 208 — 13), mentre ¢ = 7 no presenta
circuits no trivials. Franco i Pomerance [32](1995) van demostrar que si ¢ és un
nimero de Wieferich®, aleshores hi ha = € ZT que mai no arriben a 1 per iteracio.
Crandall [26](1978) va conjecturar que aixd és cert per a qualsevol senar ¢ > 5.
Wirsching [87](1998) ofereix un argument heuristic usant mitjanes p-adiques per
afirmar que per a ¢ > 5, el problema gx + 1 admet o bé una trajectoria divergent
0 bé un nombre infinit d’0rbites periddiques diferents.

Mignosi [55](1995) va indagar en una generalitzacio relacionada, donada per

{17 72

per a qualsevol 8 > 1ir € R. El cas § = 3/2 és equivalent a T'. Mignosi conjectura
que per a qualsevol 3 > 1, existeix un nombre infinit d’orbites periddiques. Ho
prova per a 3 = v/2 i elabora un argument heuristic de qué aquesta conjectura se
satisfa per a quasi tota 5 € (1,2). Brocco [16](1995) modifica 1’aplicaci6 prenent

_J Jan+7r] n=1 (mod 2),
T () —{ /2 m=0 (mod 2)

per a1l < a < 2. Demostra, per a la seva aplicacié, que la conjectura de Mignosi és
falsa si l'interval ((r —1)/(av—1),7/(a — 1)) conté un enter senar i @ és un ntmero
de Salem o un ntmero PV*.

Matthews i Watts [52, 53](1984,1985) es dediquen a aplicacions ramificades de
la forma

m;x — Ty . .
T(z) = ———", siz=imodd
d ) )
ond > 2 és un enter, mqg, mq, ..., mq_1 sén enters diferents de zero,irg,r1,7q_1 € Z
son tals que 7; = im; mod d. Repliquen els seus resultats previs (vistos a la

darrera secci6) bo i estenent aquesta aplicacié a I’anell dels enters d-adics i de-
mostren que preserva la mesura de Haar. Es pot trobar informacié referent a tra-
jectories divergents a Leigh [49](1986) i a Buttsworth i Matthews [18](1990). Les
propietats ergddiques d’aquestes aplicacions han estat estudiades per Venturini
[80, 82, 83](1982,1992,1997). Un resultat “encapsulant”"de [83](1997) manté essen-
cialment que la condici6 |momy - - - mg—1| < 1 déna un comportament “convergent”,
mentre que les Orbites divergents poden tenir lloc si [momq ---mg—1| > 1. Una
classe especial d’aquestes aplicacions — conegudes com a funcions de Hasse, i que

3 Un enter senar ¢ s’anomena un ndmero de Wieferich si 2/(9 = 1 mod ¢2, on I(q) és I'ordre
de 2 en el grup multiplicatiu (Z/¢Z). El nameros de Wiefereich tenen densitat u dins dels senars.

4 Un numero de Salem és un ntimero algebraic real més gran que 1, tots els conjugats z del
qual satisfan |z| < 1, i de manera que com a minim un conjugat satisfa |z| = 1. Un ndmero de
Pisot- Vijayaraghavan (PV) és un numero algebraic real més gran que 1, tots els conjugats z del
qual satisfan |z| < 1.
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sén “properes” a I’aplicacié T habitual de problema 3z + 1- ha estat estudiada per
Allouche [1](1979), Heppner [37](1978), Garcia i Tal [33](1999) i Moller [56](1978),
amb resultats similars. Una revisio recent d’aquestes aplicacions generalitzades —
amb molts exemples — ha estat escrita per Matthews [54](2002).

Aparentment allunyats del problema 3z + 1, trobem els resultats de Stolars-
ky [74](1998), que resol completament un problema d*aspecte similar.” Recordem
primer el Teorema de Beatty, que diu que si o, > 1 sén irracionals i satisfan
1/a+1/8 = 1, aleshores els conjunts

A={|na| :neZ"}, B={|np]:neZ}

formen una particié de Z*t. Si a = ¢ := (1++/5)/2, tenim que 8 = ¢ = (3+/5)/2.
Stolarsky considera 'aplicacié

[[Z76%1 +1, m € A,
f(m)_{ qb’_%_" m € B.

Prova que f admet una tnica orbita periddica, concretament {3, 7}. Definint b(n) =
|nG], el conjunt {b*)(3) : k € ZT} — que té densitat zero — caracteritza els punts
eventualment periodics. Tots els altres enters positius tenen orbites divergents. Les
dindmiques simboliques sén simples: qualsevol trajectoria té un itinerari de, o bé
B'(AB)> o bé B'(AB)* A~ per a alguns enters k, [ > 0.

8 Miscel.lania

Margenstern i Matiyasevich [51](1999) han codificat el problema 3z + 1 com un
problema logic usant un quantificador universal i diversos quantificadors existen-
cials. Concretament, mostren que 7™ (2a) = b per a alguns m € Z* si, i només
si, existeixen w,p,r, s € Z*1 tals que a,b < w i

() (7)(7)
() (e )
= 1mod 2.

o)

p+T 3a+ (4w +4)(3t+2r + s
P 25+ 2t + 7+ b((4w +3)(p+ r
Gluck i Taylor [34](2002) han estudiat un altre “estadistic global”, a part de la
funcio temps total d’aturada oo (n). Si 0 (a1) = p sota 'aplicacié C, els autors
defineixen una funcié® A com

X

X

~— L — —

A(a )_alag—i—agag—i—---—i—apal
v ai+a3+---+a2

on ag,as,...,a, son els iterats consecutius d’a; per I’aplicacié C.

5 Gluck i Taylor usen el simbol C per a la seva nova funcio; per evitar confusions amb la funcio
de Collatz C, aqui emprem el simbol A.



22 Marc Chamberland

Per a qualsevol senar m > 3, mostren que

9

3| ot

A més a més, aquestes fites sén fines ja que

1\ 9
lim A ==
) ( 3 ) 13

. A(M) 5

k—o0 3k

Gluck i Taylor també presenten un histograma normalitzat d’A per a valors entre
220§ 220 4 20001, junt amb un altre histograma d’una versi6 aleatoria d’A (on els
a; s’obtenen aleatoriament). Aquests dos histogrames mantenen certa semblanca,
fet que suggereix un enfocament estocastic/probabilistic d’aquest problema.

Agraiment: L’autor agraeix a Jeff Lagarias i Ken Monks 'oportunitat de com-
partir alguns dels avengos més recents en aquest problema, i a Ken Monks i Toni
Guillamon per molts suggeriments ttils.
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