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����� ���� ��� Jj /∈ J(σ) ���� ���� pj > ∆ − qm(i)(σ) 	
 dj < di� ����

Cj(O(σ)) − pj ≥ m(i)(∆ + t).


		�� �� pj > ∆ − qm(i)(σ)� i.e. Jj �� �� ��� ����� Bm(i) ��� �� 
�		 �� ������ ������

m(i)(∆ + t).

�� dj < di� ������� ��� ��	� 
���� ��� ������ Jj ���� �� ������	�� � Bm(i)� �� �� 
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����� �� ��		�
��

)� *� ���� ��� ����	���� ��� ��� 
��� ������ dj ���� ����	��	� ���� �� ��	�����

�� ���� ����������

+� *� ���� ����� ����� rj� ��� ���$���� �� ��� �
	�$����	��	� ��� j �� �������� ��

,



��� �������� �	 ��� 
��� ���� ���������� �	 dj � ������ 
�� j ��������� �������� ���


�� ���� ���������� �������� 
�� j � ����� ����� �� ��� ��� �	 �������� 
����

����� ����	 
� �� ��������� ��� ������ ����� ����� LB2(σ) �� ������� P2(σ) ���������

�� P1(σ) ������ � ��� ������� �	 ����� �����

rj =




m(i)(∆ + t) 	 dj < di;

C(σ) ���������

�� � ����� ���� LB2 ≤ LB1� �� 	���� ��� ������� �	 ��� ������ ����� ����� ��� � �����

 �! ���� � ��� ������ ��� ����� ���������

��� LB(σ) ������ ��� ����� ����� 	�� Tmax(O(σ)) "	�� ���� LB1 �� LB2#� ���� ��

�����

������� ���� ��� ��� ����	�
 �����
� σ ��� ��� ��� j ��� �����
�� 	� σ� �����
�

O(σ ◦ j) 	� ���	����� 	� ���� 	� � ��� i �����
�� 	� σ ��� ���

m(i) < m(j), pi ≤ pj ≤ pi + (∆ − qm(i)(σ)) ��� C(σ ◦ j) − (pj − pi) − di ≤ LB(σ),

���� m(i) = m(i, σ) ��� m(j) = m(j, σ ◦ j).

������ $������ ��� ��%����� π ������� 	��� O(σ ◦ j) �� ������ 
�� i �� ��� ����� �	


�� j ��� �� ������ ��� ������ �� ��� ��� �	 ����� Bm(i) ���� � ������� ����&� �� ���

������� pi ≤ pj ≤ pi + (∆ − qm(i)(σ))� $������� m(i) < m(j) ��� pi ≤ pj ������ ����

���� 
�� i � ��������� ����� � π� '�� ���� Ci(π)−di = C(σ◦j)−(pj −pi)−di� �� ������

���� Ti(π) ≤ LB(σ) ≤ Tmax(O(σ))� '� �����%����� ������� Bm(i) ��� Bm(j) � ��� ())

����� �� ����� � ������ �������� π′ ����	��� *�������  �+� ��� Tmax(π
′) ≤ Tmax(O(σ))�

�

,



�������� �	
	 ��� σ �� � ������	 
����	�� �� i ��� 	�
� ��� 
����	� �� σ� �� 
����
�

���� ����� ��� �� ��
����	� ���
 ����� �� ���� 	�
� ����� �� σ� ���� 
����	� O(σ) �


������� �� ����� �
 �� ��
����	� ��� j 
��� ����

pi ≤ pj ≤ pi + (∆ − qm(i)(σ)) �� di ≥ dj − (pj − pi).

������ �������� 	
� ������� π ��	����� ���� O(σ) �� ��		��� ��� i �	 	
� ���� �� ��� j

��� �� ��		��� 	
� ��		�� �	 	
� ��� �� ��	
 Bm(i) �
�
 �� �������� 	
���� 	� 	
� ����	���

pi ≤ pj ≤ pi +(∆− qm(i)(σ))� �����	���� m(i) < m(j) ��� pi ≤ pj ������ 	
�	 ���� ��� i ��

�����	�� ��	�� �� π� ���� Ti(π) = max{Ci(π)−di; 0} = max{Cj(O(σ))−(pj−pi)−di; 0} ≤
max{Cj(O(σ)) − dj; 0} = Tj(O(σ)), �� ������ 	
�	 Tmax(π) ≤ Tmax(O(σ))� �������� ��

������������ ��
 Bm(i) ��� Bm(j) �� ��� ����� �� ��	��� � ��� �
����� π′ ��
 	
�	

Tmax(π
′) ≤ Tmax(π) ≤ Tmax(O(σ)). �

��� �����	
�� �����
��

 ���� �� 	
� �������� �������� ������	���� �� �������� �� 	
�� ��	���� � 
�����	�

	� ���!��� � �������	���� �
����� ��� 	
� �	�	�� �������� "
� 
�����	� �� ����	�� ���

�	� �	��� ��� ��	����� �� �������#

�������� ��

���� �� ���	 ���� �� ��� ����� ��	
 	��� ������ �� ������������ ����� �� pi# J1� J2�����Jn�

���� �� ������	� � ����� ����� Tmax ��� 	
� ������� �� $�����

���� �� %�	 i = 1� j = 1� Bi = ∅� qi = 0, (J, p, d) = (Jj, pj, dj) ��� Tmax = 0�

���� �� &� 	
��� �	 ����	 ��� ��	
 Bm ��
 	
�	 ∆ − qm ≥ pj� &� ��� ����� 	
�� 
����

'



��� ����� ���� ��� 	
����	� ����� 	�� k� ��� ��� Jj �� ��� �� �� ����� Bk� qk = qk + pj�

Tmax = max{Tmax; (k − 1)(∆ + t) + qk − dj}, �� 
������� (J, p, d) = (Jj, pj, dj) �� k = i�

���� ���� ��

���� �� �� qi − p + pj > ∆ �� pj < p� ���� ���� �� �������	�� ���� ���� ��

���� ��  �� i = i + 1� ��	��� � 
���������� �� ��� ��� Jj �� ��� !�	� ��� �� ��� ��� �����

Bi� qi = pj, Tmax = max{Tmax; (i− 1)(∆+ t)+ qj − dj}� (J, p, d) = (Jj, pj, dj)� ���� ���� ��

���� �� �� i(∆ + t) + p − d ≤ max{i(∆ + t) + pj − dj; Tmax; Tmax}, Bi = (Bi\{J}) ∪ {Jj}�
qi = qi − p+ pj� i = i+1, ��	��� � 
���������� �� ��� ��� J �� ��� !�	� ��� ��� ��� �����

Bi� qi = p� Tmax = max{Tmax; (i−1)(∆+ t)+p−d; (i−2)(∆+ t)+ qi−1 −dj}� �������	��
���� ���� ��

���� 	� �� j = n� 	���� �������	�� j = j + 1, ������ �� ���� "�


���� #� ����� �� � ��� � �� ��������� ����������� �� �������� ���� ��� ��� ���� � �

����!�������� ���� ������"��� �# $�!����� $� �� O(n2).

$	 �� ����	������� �� ��� �����	���� ���	��� ��� ��������� ��� ���
���	 ���
 %##& ��

%"& ��	����������

����� � '�� ��� ��� ���
��� # (�� ����	)* ∆ = 8 �� t = 2

Ji J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8 J9

pi # + , + - - , " "

di # #, - ,. #. #, -. #- #"

����� � '�� 	������ ������� �� ��� �����	��� �� %##&

Ji J1 J5 J2 t J3 J8 t J6 J9 t J7 J4

Ti . . . ## + / #- �� �

����� � '�� 	������ ������� �� ��� �����	���

#.



Ji J1 J3 J8 t J5 J2 t J6 J9 t J7 J4

Ti � � � � � � �� �� �

����� � ��	 
��� �� 	�����	 � ��� ������� ∆ = 12 ��
 t = 3

Ji J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8 J9 J10 J11

pi � � � � � � � � � � �

di � �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

����� 	 ��	 ���	
��	 � ����	
  ! ��	 �	������� �� "�#

Ji J1 J2 J6 J10 t J4 J5 t J7 J9 t J3 J8 J11

Ti � � � � � � �� �
 �� �� ��

����� � ��	 ���	
��	 � ����	
  ! ��	 ��� �	�������

Ji J1 J2 J4 t J6 J7 J9 t J10 J5 t J3 J8 J11

Ti � � � � � � �� � �� �� ��

��	 ��$������ %���  	 ���
�	
  ! ������������� 	��	���	��� ���	�& '� %��� ����  	

������	
 �� ��	 �	������� ������	
  ! (��� ��
 )�	� "��#&

��� ������ ��	 �
��	 ��
�����

��	 ������	
  ����� ��
  ���
 ��$������ ��	� � ����� ���	��& *����$ ��	 �����+

������, %	 -		� � ���� � ��	�����	
 ��
	� �����$	
 �� ����	����$ ��
	� �����
��$ �� ��	

��%	�  ���
� � ��
	�, %��� ��	�  ��-	�  ! �������	����$ ��� 	� � ���	
��	
 .� �& /���

��
	 �	��	�	��� � ������� ���	
��	& ��	 ��$������ ��%�!� ��! �� 
	0	��� ��	 �	�
 � ��	

����& ��	  �������$ ��� � ��
	 �������� � ��	����$ ����
 ��
	�  ! �

��$ �� �����	
��	


.� �� ��	 	�
 � ��	 ������� ���	
��	& 1	 %��� ��������	 � ��%	�  ���
 �� 	��� ��
	 ����

������  	 	�������	
  ! ��	 
�������	 ������	��	�& '� ���������� %	 ��	 ��	 ����%��$

���������� �	���&

��



����� ���� ��� σ �� � ������	 
����	�� �� i1 �� i2 ��� ���
 ��� 
����	� �� σ� ��

di1 ≤ di2 ���� �� 	��
� ��� �� ��� ��		����� ��	
�

�� O(σ ◦ i1) �
 ��������

�� O(σ ◦ i2) �
 ��������

�� LB2(σ ◦ i1) ≤ LB2(σ ◦ i2)�

������ ��� Ji �� ��� ���� 	
� �� σ

• �� min{pi1 ; pi2} ≤ ∆− qm(i)(σ) < max{pi1 ; pi2} = pj �
� j ∈ {i1, i2}� ���� �� ��
����� ��

O(σ ◦ j) �� �
�������

• �� max{pi1 ; pi2} ≤ ∆ − qm(i)(σ). ��� r1
j ������������� r2

j � ��� ����� ���� 
� 	
� Jj ��

P2(σ◦ i1) ������������� �� P2(σ◦ i2)� ����� di1 ≤ di2 ���� r1
j ≤ r2

j �
� Jj /∈ J(σ)∪{Ji1 ; Ji2}�
r1
i2

= C(σ ◦ i1) ��� r2
i1
≥ C(σ ◦ i2) ��� π2 ��� 
������ �������� �
� ��� ��
���� P2(σ ◦ i2)


�������� �� ���� ��
��� �� � �!�� ���� ��� A �� ��� ��� 
� 	
�� ��������� �� π2 ��

��� �������� [C(σ); C(σ) + pi1 ] "
������ ��� �������� π1 
������� �� ���������#��# A

$��� Ji1  %��� ���������#� $��� �
� ����� 	
�� �&���� �
������ 	
�� �� A '�� �������

di1 ≤ di2 ≤ dj �
� Jj ∈ A $� ���� Cj(π1) − dj ≤ max{Ci1(π2) − di1 ; Cj(π2) − dj}
�
� Jj ∈ A� ��� �
���(������ Tj(π1) ≤ max{Tj(π2); Ti1(π2)} %��� ��
$� ���� π1 ��

������ ���� π2 )� ��� 
���� ����� π1 �� �������� �
� P2(σ ◦ i1) ����� r1
j ≤ r2

j  *�������

LB2(σ ◦ i1) ≤ Tmax(π1) ≤ Tmax(π2) = LB2(σ ◦ i2).

• +� ��� ��� ���� ��#������ �
 ���,�� ��� ���� ∆ − qm(i)(σ) < min{pi1 ; pi2} �

�� ���� �� σ ◦ i �� ����������� ���� $� ����� �
������ σ ◦ j �
� ��� Jj ���� ���� dj ≥ di

%�� �
�������
� ���� 
� ��� '-' ��#
����� �� ���
���� �� �����
� .

/0



� �������� ��	�
��� ����������

�� ���� �����	� 
� ��� 
��� ��� ������ ����	��� �����	�� ���� ���� �� ���� ����

����������� ����	�� ��� �	� ���� ��� ��� ������� �	�����	�� 
	����� ���� �	
�� 	�

��� ������� �� ∆�

��� �����	�
� �������� 	�� ���� ������

�� �� ���� ���� ��	����� ��� ������� ���� �� ���� �����  	
���� 
� ���� �	 ���� �	��

�	�������	�� 	� ��� 	����� ��	��������

�������� �	
	 ����� ������ 	
 ����	� �������� �
 ����� ��� �	�� �	��� Bi� �� �	��

∆ − qi < pj ��� ��� ���� ��� Jj �
 ��� 
��� �	��� Bi+1.

������ !���	�� π �� �� 	����� ������� 
���� �	�� �	� ������� ��	����� "��� #	������

��� ��$����� π′ 	������� ��	� π �� ���	���� Jj ��	� ��� 	������ �	����	� ��� ��������� ��

�� ��� ��� 	� ����� Bi� %��� �� �� ���� ���� π′ �� ��	 �� 	����� ��$������ ��������� ����

��	������ � ����� ������ 	� �����& 
� 	����� �� 	����� ��$����� ��������� ��	����� "���

�

%���� ������ �� 	����� ������� ���������� �� ��� ���� ���� ��	������� ��� ��� "���

'	�� ��������& 
� ��� ��	�� ���� ����� ������� �	� ���������� ��������	��� ��� ��� "�� ��

�	�������� %��� ��	� �	
 	� 
� �	������ 	�� ������ �������� ���������� ��	������� ���

��� "��� (���� � ������ ������� σ& O(σ) 
� ���	�� ��� ������� 	������� �� ���������

�	 σ ��� 	����� ������ ������� 	� ��� ��������� )	�� 
��� ������� ��	������� ��� ���

"�� ���������

*��	�� ������� 	���� �	������� ��	������� �� �� ����& �� �� ��� ����	��� �����	�& � 	
��

�	��� �	� Tmax(O(σ)). +	� ���� ����	�� 
� �������� ���� � ���	����	� �	� Cj(O(σ)) ,Jj /∈

��



J(σ)�� ��� σ �� � ��	�
�� �������� Ji ��� ���� ��� 
� σ ��� s :=
∑m(i)−1

m=1 qm(σ)+(m(i)−1)t

�� ��� ���	�
�� ���� �� ���� Bm(i)� �� �
���
��� �� ��� q = qm(i)(σ).

����� ���� ��� Jj /∈ J(σ)� �� pj > ∆ − q �� dj < di	 �
��

Cj(O(σ)) ≥ max{s + ∆ + t − pj + 1; s + q + t} + pj. ���

������ �� �	� ��
�� �� �	��� ���� Jj ���	�� 
� O(σ) ����	 max{s+∆+ t−pj +1; s+q+ t}.
���� 
� �
�� ���� ��� �	����
�� �
��� ��� ��� ����� �	� 
�����	�� ��� ���� ���� ��

� ��
����

!��� �" #� ∆− q < pj� i.e. max{s + ∆ + t− pj + 1; s + q + t} = s + q + t� #� 
� ��� ����
���

�� ���� ��� Jj 
� ��� ���� Bm(i) ��� 
� 
� ������	� �� 
���	� �� ����� ��� ��
�������

��	
�� ����	� �	����
�� Jj� $� Jj ���	�� ����	 s + q + t�

!��� %" #� ∆ − q ≥ pj ��� dj < di� 
� ��
� ��� max{s + ∆ + t − pj + 1; s + q + t} =

s + ∆ + t − pj + 1� &����� ��	 ��� ��'� �� ���	��
�
�� ���� Jj ���	�� ����	� ��� �����	

����� ���� (	���	�� )�� 
���
�� ���� m(j) > m(i)� i.e. ������� ���� Ji ��� Jj ���	� 
� ��

����� ��� ��
������� ��	
��� ��� A �� ��� ��� �� ���� ��
� �	� ��*����� ����	 Ji ���

����	� Jj� �� ����

s + q +
∑
Jk∈A

pk + t + pj ≤ (s + ∆ + t − pj + 1) − 1 + pj = s + ∆ + t.

!����*������ q +
∑

Jk∈A pk + pj ≤ ∆+ ��
� ���	��
�� ��� ���
�
�� �� (	���	�� ,��� �

-�� �� �	����� ��� ����	 ������ ��	 Tmax(O(σ))� ��� .	�� ��� 
� ����� �� ��� 	��� /

��
�� �� ��� 0	���� �
��0 ��� ��� ��� ����� 
� ����� �� ��� 	��� ��
�� �� ��� ����	�
��

�� ��� ��
��������

��	�
 ���� �" �� ���
��	 ��� �	����� P1(σ)" �� . ��
������� �� ���� �� ����
���

�,



i.e. �� ����� s + ∆� s + 2∆ + t� s + 3∆ + 2t���� ��� 	
� ��� Jj �
� �������� �� σ ��

���
����� � ����� �����

rj =




s + ∆ − pj + 1 �	 dj < di,

C(σ) 
��������
���

�
��
���� �� ���
� �� ��������
�� ��� ��
���� �� �
���� 
�������� �� ��� ��� ��

���
�� �� LB1(σ) �� ��������! 
������ ������ "� ��� LB1(σ) ≤ Tmax(O(σ))� #������ ���

�� �
������� 	�
� O(σ) � 	������� ������� 	
� P1(σ)�

� #� ��� �������� [s+m(∆+ t); s+(m+1)(∆+ t)] �m ≥ 0� �� $��� 
��� 
�� �����������

����
� ��� 	��� ���� �� �� ����� 
��� ��� �� ����� �� �� �� ���� s + m(∆ + t) + ∆ �
������

�� ��������!��! �� ��� %
�� �������� ������� �� ��� s+m(∆+ t)+∆+ t� ��� �� �
������

����� ��� %
� ����! � ��� ���� �
��� ��� di ������ �	��� s + ∆ + t− pj + 1 �� O(σ) ����

&���� '�(� ��� ��������! �� �� t ���� �
� ����� �� �
�������� ����

� "� ������� %
�� ���� ���������! �� ����� �����

)������ �� 
������� ������� π �� ������ ��� O(σ) ��� �� 	������� 	
� P1(σ)� ����

LB1(σ) ≤ Tmax(π) ≤ Tmax(O(σ)). �

����� ����	 
� "� �
������ �� ��
���� P2(σ)� ���� �� *+ ����������� �� �����

s + 2∆ + t� s + 3∆ + 2t���� ��
�� ��� ����$� �� ��������! ����� �� ������ �� �
�

���������� ������� s ��� s + 2∆ + t� ��� �� ���
����� �
 ����� Jj � ����� ���� rj

rj =




max{s + ∆ + t − pj + 1; s + q + t} �	 pj > ∆ − q 
� dj < di,

C(σ) 
��������

,!���� �� �
��� �� ��������! ��
���� �� ���
���! �� ��������
� 
	 %
�� ��� �� ����! ��

��� �� ����� "� ��� LB2(σ) �� 
������ ����� �
�����
����! �
 P2(σ)�

(-



��� �� ���	� LB2(σ) ≤ Tmax(O(σ))
 �� ��	�� �� ��� ����� �� ��������� ���� O(σ) �������

����� �������� π �� ��������

� �� ������ ����������� ������� �������� �� ��� �����	�� [s; s + ∆ + t]

� �� ���� �����	�� [s + m(∆ + t); s + (m + 1)(∆ + t)] �m ≥ 1� �� ���� ��� ��� ��� ����

����� �� �� ����� ���� ����������� ������ ��� �� ������ �� �� ��� ���� s + m(∆ + t) + ∆

�������  ������������� �� ���� !�� �������� ������ �� ��� s+m(∆+ t)+∆+ t� �����

�� ������� ������ �� ��� ���"����� rj ≤ s + ∆ + t


� �� ��	���� !�� ����� ���������� ��� ���� ����


#����� π �� ����� ���� O(σ) ��� �� ������� ��� P2(σ)
 $�� LB(σ) ≤ Tmax(π) ≤ Tmax(O(σ)).

�

�� ��� LB(σ) = max{LB1(σ); LB2(σ)}


�������� �	
	 ��� ��� ����	�
 �����
� σ ��� ��� j ��� �����
�� 	� σ� �����
� O(σ ◦ j)

	� ���	����� 	� ��� ��

��	�� ������

�� ���� 	� � ���� Bk ���� k < m(j, σ ◦ j), ∆− qk(σ) ≥ pj ��� Ci(σ) + pj − di ≤ LB(σ)

��� �

 ���� Ji 	� σ �����
�� ����� Bk �

�� ���� 	� � ���� Bk ���� k < m(j, σ◦j), ∆−qk(σ) ≥ ps ��� Ci(σ◦j)+ps−di ≤ LB(σ◦j)
��� �

 ���� Ji 	� σ ◦ j �����
�� ����� Bk� ���� Js 	� �� ��� �	� �� ���

��� ��� ����

����� ���� ��� 	� J(σ ◦ j) i.e. ds = min{di; Ji /∈ J(σ ◦ j)}�

������ %
 ��� A � ��� ��� �� !�� ����� �� ��"������ ����� ���� Bk ��� ����� !� Jj

�� O(σ ◦ j)
 � ��� ������� �������� π ��� � ������� ���� O(σ ◦ j)  ������� !� Jj ��

��� ��� �� ���� Bk ��� ��� ���������� ��� ���������� ����� �� !�� �&���� !�� �� A. '��

���������� ���� �� ���� !� �� A ���� ��������  pj� �� Ci(π) − di = Ci(O(σ)) + pj − di

��� i ∈ A. '��������� Ti(π) ≤ LB(σ) ≤ Tmax(O(σ ◦ j)), ��� Tmax(π) ≤ Tmax(O(σ ◦ j))


(
 ��� A � ��� ��� �� !�� ����� �� ��"������ ����� ���� Bk ��� ����� !� Js �� O(σ ◦ j)


� ��� ������� �������� π ��� � �������  ������� !� Js �� ��� ��� �� ���� Bk ���

%)



��� ������	��
 ��� ��������� ����	 �� ���	 ����� ���	 �� A. �� Ji �	 �� A ��� �	 	��������

�� σ ◦ j� ����

Ti(π) = max{Ci(π) − di; 0}
≤ max{Ci(O(σ)) + ps − di; 0}
≤ LB(σ ◦ j)

≤ Tmax(O(σ ◦ j)).

�� Ji �	 �� A ��� ��� 	�������� �� σ ◦ j� ����

Ti(π) = max{Ci(π) − di; 0}

= max{Ci(O(σ ◦ j)) + ps − di; 0}

≤ max{Cs(O(σ ◦ j)) − ds; 0}

≤ Ts(O(σ ◦ j)).

�������� �� 
�� Tmax(π) ≤ Tmax(O(σ ◦ j)). �

�������� �	
	 ��� ��� ����	�
 �����
� σ ��� ��� ��� j ��� �����
�� 	� σ� �����
�

O(σ ◦ j) 	� ���	����� 	� ���� 	� � ��� i �����
�� 	� σ ��� ��� m(i, σ) < m(j, σ ◦ j)�

pi ≤ pj ≤ pi + (∆ − qm(i)(σ)), C(σ ◦ j) − di ≤ LB(σ) ��� Cv(σ) + (pj − pi) − dv ≤ LB(σ)

��� �

 ���� Jv 	� σ �����
�� ����� Bm(i)�

������ ��� A �� ��� 	�� �� ���	 ����� �	 	�������� ����� ����� Bm(i) �� σ� � ���

���	���� 	������� π ��� �� �������� �� �������
 ��� Ji �� Jj ��� ��	�����
 Jj �� ��� ���

�� ����� Bm(i). ���� ��� Ji ��� ���	 �� A ��� �������� ����� �� π� �� �� � Cv(π)− dv =

Cv(O(σ ◦ j)) + (pj − pi) − dv ��� Jv ∈ A. !�� Tv(π) ≤ LB(σ) ≤ Tmax(O(σ ◦ j))� "���� ���

Ti(π) = {C(σ ◦ j) − di; 0} ≤ LB(σ). #��������� Tmax(π) ≤ Tmax(O(σ ◦ j))� �

$%



�������� �	�	 ��� σ �� � ������	 
����	�� ��� j �� � ��� ��� 
����	� �� σ ����� ��
 ���

�� ���� ��� 	�
� ����� �� σ� �� ����� �� i ��� 	�
� ��� �� σ� ���� O(σ ◦ j) �
 �������

�� pi ≤ ps ≤ pi + (∆ − qm(i)(σ)), di ≥ ds �� C(σ ◦ j) + (ps − pi) − dj ≤ LB(σ ◦ j),

����� Js �
 ��� ��� ������ ��� 
��		�
� �� ��� ����� ���
 ��� 
����	� �� σ ◦ j, i.e.

ds = min{dv; Jv /∈ J(σ ◦ j)}�

������ ��� A �� ��� ��� �� 	��� 
���� �� �������� ����� 	�� Jj ��� ������ 	�� Js ��

O(σ ◦ j)� � ��
 �������� �������� π ��� �� �������� �� ������������� Ji ��� Js� ����


��� ��� �������� ��� ���������� ����� �� 	��� ������ 	��� Jj ��� Ji� ��� 	��� �� A� ��

���� Cj(π) − dj = Cj(σ ◦ j) + (ps − pi) − dj� �� Tj(π) ≤ LB(σ ◦ j) ≤ Tmax(O(σ ◦ j)).

�� ��� ����� ����� ��� Jv ∈ A� 
� ���� Cv(π) − dv = Cv(O(σ ◦ j)) + (ps − pi) − dv ≤
Cs(O(σ ◦ j)) − dv ≤ Cs(O(σ ◦ j)) − ds� �� Tv(π) ≤ Ts(O(σ ◦ j)).  �������� Ti(π) =

max{Ci(π) − di; 0} ≤ max{Cs(O(σ ◦ j)) − ds; 0} = Ts(O(σ ◦ j)). ���� 
� ���� ���

������� ������ ���� Tmax(π) ≤ Tmax(O(σ)). �

��� �����	
�� �����
��

�� ����������� ��� �������� �� ��� ������� 
� ������� ��� �����
��� ��������� 
����

�� �� ���������� �� !�������� !" �� ����� �� ��� ��
 �����������


������� 
�

���� �� #��� 	��� �� $%% ����� 
��� ���� ���&�� �� ���'���������� ����� �� pi( J1� J2�����Jn�

���� �� )�������� � ��
�� ����� Tmax ��� ��� ������� �� ������� ����������� �� ���� ��

�������� i.e. �� ��� ����� ∆� 2∆ + t� 3∆ + 2t���� ��� ���������� 	��� ��������� *$%% �����

����  � ��� i = 1� j = 1� Bi = ∅� qi = 0, (J, p, d) = (Jj, pj, dj)� C = 0 ��� Tmax = 0�

���� !� +� ����� �� ����� ��� ����� Bm ���� ���� ∆ − qm ≥ pj ��� Tl ≤ max{Tmax −

",



pj; Tmax−pj; 0}� ∀Tl ∈ Bk� k > m� �� ��� ���	
 ��� ����� �� ����� ���� �� �������

�	��� ��� k� ��� ��� Jj �� �� 	� �� ����� Bk� qk = qk + pj� C = C + pj� �� ��� Tmax�

�	� ������ (J, p, d) = (Jj, pj, dj) �� k = i� 
��� ��� ��

���� �� �� qi − p + pj > ∆ �� pj < p� 
��� ��� �� �������� 
� �� ���  �

���� �� !� i = i + 1� �	��� � ���	�	�	� ���" �	� �� ��� Jj � �� #��� ��� �	 �� 	�

����� Bi� qi = pj, C = C + pj + t� Tmax = max{Tmax; C − dj}� (J, p, d) = (Jj, pj, dj)� 
� ��

��� ��

���� �� �� C + t + pj − d ≤ max{C + t + pj − dj; Tmax; Tmax}, Bi = (Bi\{J}) ∪ {Jj}�
qi = qi − p + pj� i = i + 1, �	��� � ���	�	�	� ���" �	� �� ��� J � �� #��� ��� �� 	�

����� Bi� qi = p� C = C + t + pj� Tmax = max{Tmax; C − d; C − p − t − dj}� ��������


��� ��� ��

���� 	� �� j = n� ����� �������� j = j + 1, ����	 �� ��� $�

��� �����	 ��
 ����
 ������	�

%� ��
������ �� ������� �� ���� ������ �	 �����	 &�&� '�� ������ ��� ���� ���

� �� 	�� ��� � !��� �	���
��� �� ���� �� !��� &�(�

� ��������	�
�� ������

�	 ���� �����	� � ����� ����������	�� ������ �� ������ �� )����	�� �� ��

��������� ��
������� �	� �� ����������	 ��� �� �� �*�� %� ����������	�� ����+

�	��� �� ��	 ���	
 ,����� -.. ������� �	� �	 � ��� %/�00 �������� ���� 12� ��

������ 3 
	��� �� ������� ����� �� �	 4115 6 �������	
 ���� �� �����

���� � ������ �	����� �����������	 789: ��� [1, 10]� %� �� ���� �� ����� ����

1;



������� �	 �
�� [(1−C −Q/2)
∑n

i=1 pi, (1−C + Q/2)
∑n

i=1 pi]� ����� Q ∈ {0.2, 0.6} ��
C ∈ {0.2; 0.6} ����� ��� �� ��� ����� �� �������� ������� ��������
����

���������	 
� �������� ��	���� �
 ��� ������	�� �� �

� �� 	�� ������� ������� ���

���� ����������� �� n� C� Q� ∆ �� t� 50 �������� ��� ������� ��������� ���� �������

�� ���
� �� �� �� ��� ��������� ������� �� ���� ����� �� ����� ���� �� � !� "����

#� ������������ �� ∆ = 18 �� t = 4� ����� �� ������ $������$ ��� ������ �� ��������

%#� !& ��� ����� ��������� �� �� ������ ���� � !� �� ��� ������ �� �������� %#��& ���

����� ��������� � ! �� ������ ���� ��� '� ������ ��� (�) %��������
��� (���& ������

��� ��)���� %��������
��� ��� �
�����& �
������ �� ��� ��������� � ! �������� ���� ���

�������� ������� �� �� ��� �������� ����� �� �� ������ ���� � !� *���������� �� ������

�� ! (�) %��������
��� (���& ������ ��� ��)���� %��������
��� ��� �
�����& �
��+

���� �� ��� ��������� �� �������� ���� ��� �������� ������� �� � ! ��� �������� �����

� ! �� ������ ���� ��� "���� , �� ������� �� "���� # ���� ∆ = 10 �� t = 2� -� ��� ���

���� ��� ��� ������������ �� C� Q� ∆ �� t ��� ��������� ����������� � ! ���������� ���

����� n� '� ���� ����� ����� ����� ��� ��������� �� 100% ������� (����
��� ��� �
������ ��

���� ��������� ��� ��� ���� ����� �� �� ������� "��� �� ������� � ! �� 
��� ������� ��

��� ������ ���� .��� ��� ��������� ����� %�� ������� ���� �� .��� �� ������ �� ���������

� !&�

���� ��� ������������� ����� �� 
���� �� �� ������ ���� � !/ �� ����� ���� ���� ���+

�������� ���� ���� � !�

���������	 �� ��� ����	��� ���� � 	�� ������	�� �����	��� ��� 	�� ������� ����	�	��

	��� � �&� (�� �����������)�

��� �0����� ������������ �� C� Q� ∆ �� t 12 �������� ��� ������� �������� ��

���
� �� ��������� �� ������ �� ���� ���������� ���.��� �� ���� ������� �� 3�)����
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�������� ���	
����
� ���� � ����	 
�� ����
��� ����� �� ��� �����	
�� ������
��	 i.e.

Tmax(�i) − Tmax(���)

Tmax(���)
(i = 1 �� 2) ���

��� 
�� �����
�
��� 
��� ��� �����	�����	� �� 
�� ������ ��� ����� ������
��	� ���

��� ������ �� C ��� Q� ������ (C, Q) = (0.2, 0.2) ��� (C, Q) = (0.6, 0.6)�  � ��� 	���


��
 
�� ��!���� 
������		 �	 	������� 
� 0.1
∑n

j=1 pj ��� 0.3
∑n

j=1 pj� ��	���
������ �

	�� 
��	� ���	���� 
�� ��	
 "��� 	�� Ji� �� �� ��
���� 	�������  ��	� ������
��� 
��� �	

������� Ci ≥ ∑n
j=1 pj� #� (C, Q) = (0.2, 0.2) 
��� di ≤ 0.9

∑n
j=1 pj� ��� ���	�$���
��

Tmax ≥ Ci − di ≥ (
∑n

j=1 pj) − (0.9
∑n

j=1 pj) = 0.1
∑n

j=1 pj. #� (C, Q) = (0.6, 0.6) 
�� 	���

�������
 ����	 Tmax ≥ 0.3
∑n

j=1 pj� %� 
�� ����� ����
��� ��� �	  ��� ��&���� '� ��� 	��


��
 
�� ��� �	 ��
 �� �(����
 ������
��  �
� ����� �������	 �	�������� ��� 
�� )�!����

�������� ���	���� *� ����	��  � ���� ��
 �����
�� � �����
�
��� 
��� �� �&� �� 
�� ��	


��	� ��� n = 20 �����	�  � ���� &!�� 
�� ��!���� �����
�
����� 
��� 
� �� 
�� ����
�	

��� ���� �������	 �!���� +, ����
�	� -	  � ��� 	�� �� ���� �� 
�� ���� ��
���	
���

��	��
	 �	 
�� �.��
�����		 �� ��
� �����	
��	 �+ ��� �/� �� ����� ��� ��� 
���
�� �������

���	 ��
 �!���� 
�� ������� ����� �� +01 ��� �+ ��� �1 ��� �/� 2�������� 
�� �����	
��	

�� ��	 &�� �
 ���	
 ���� 
�� ��	
 	���
��� ��� ��� ������� 	�3�	 �
��	 �����	��
	 �
 ���	
 +

������� ���� /,�� ��	 �	 
��� ��� ��
� &!�� ��� )�!���� ����
������ ��	�	�

� �������	��

�� �����
���� �� ����
������ ��	 ���� ��������� �����
�� �� 
�� ����	��� ��4���

��������� �
 ��	 ������ � ������ ����
��� 
� 	������� ����
������ ������������ �� ����

�������
����� 	�	
��	� 5����
���
���� ��	
 �����	 ��	��		��� ����
������ �		��� 
����

�	 ���� ��� ����
������ ������� #� 
��	 ������  � ���� �����		�� 
�� 	����� �������

/+



������� �����	
�� ����
� ����
�� � �
����� ���	�
	�	�
 �	� 		�
������
 ���� �


���
 �	���
�
� �� �
���	� ����� ��
 ��� �������� ��
 ���� 	
 ���
��	�� � �

�
����� ���	�
	�	�
� �� �	����� � �
�
��� ���	�
	�	�
 �
���� ��
�
 
��� ���	�
	�	�


�� �
����
� ���
� � �
����� ���
 �	�
����� �	 ��
 �
�	� �������	� ��
 ���	�
	�	�
 �� 	�

��
� ��� ��
 ������� ����
� �	��	���� ��!�	" ���
 � �����	
 �� ��
�� �
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