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SUR UN PRCBLEME DE CONFIGURATIONS ET SUR
LES FRACTIONS CONTINUES

JACQUES TOUCHARD

Iantroduction. Dans un précédent article [6, §4] j'ail essavé de traiter le
probléme suivant, qui fait 'objet du présent travail: on donne 2n abscisses,
marquées 1, 2, . .., 2#, de gauche a droite, sur un axe horizontal. On les joint
deux & deux par n arcs convexes, tracés au-dessus de l'axe, de maniére que chaque
abscisse soit l'origine ou l'extréinité d'un sevl arc, l'origine étant A gauche et
Pextrémité & droite. On obticnt ainsi p., = 1-3:5- .. .- (2n — 1) configurations
et o demande le nombre de celles qui ont p points douhxes

Je crois devoir rappeler les déhnitions suivantes. Nous dirons que deux
arcs C, et C, appartiennent & un meme systinie si V'ur: recouvre auire ou st 'un
coupe 'autre ou si un troisicme arc C, recouvre C et C, ou les coupe tous les

L deux, ou encore coupe Pun d’eux et recanvre l'aut Lorsqu'ur systéme S, o3
recouvert par un arc d'un syvstime S, et qu’auccun ar df‘ S, Ccoupe par adcun
arc de S, S. et S, forment un systéme S, dont S, est un sous-sy :ttnm,, Nous
dirons qu'un systéme est pronre, lorsqu'il ne contient pas de sous-svstéme.

Ce probl¢me, je 'avais abordé en partant de la notion des systémes propres,
qui sont en effet les ¢lémunts en Insquels se décompose toute configuration. Je

o

suis parvenu ainsi & des formules gc.u‘mh«. donnant les nombres de confizura-
tions qui ont de zéro a six points doubles, mais la difficulté de former les systémes
propres m'avait empéché d’aller plus loin. A la fin de ['article en question, j’ai
indiqué le principe d’une autre méthede. Elle consiste A représenter une figure
ayant p points doubles par x”. L’ensemble des configurations de n arcs est ainsi

frv\ (y) représenté par un polynéme 7, (x), dans lequel le coefficient de x” est le nombre
de celles qui ont p points doubles. De la méme maniére, les Conﬁgurdtions de
g'h (w) r arcs, formant un systéme unique, sont représentées par un polynéme S, (x) et
celles qui forment un systéme propre par ua polynéme andé-
Yh (\9 termination de S,(x) qui est la plus directe et je I'obtiens aux $82, 3, 4 en ne

faisant, somme toute, que généraliser les propriétés d'un triangle arithmétique,
connu sous le noiu de triangle de Delannoy et que je rappelle au §1, De méme
que les nombres de Delannoy peuvent &ure engendrés par une {raction continue,
de méme la fonction génératrice des polynémes S,{(x) est une fraction continue
F(x, z) que j'étudie aux §§5, 6 et 7. Je détermine ensuite, aux 38, 9 et 10, les
polynémes T,(x) et P.(x), ainsl gue certaines valeurs numériques. On verra
qu’il y a une belle réciprocité entre les polyndmes P,(x) et S,(x) et on s'explique
mal pourquoi la détermination des systémes propres paralt si difficile, alors que
celle des systémes propres ou unpropres est facile. Le §11 contient quelques
L identités ol figurent certaines fonctions d’'un usage courant dans la théorie des
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SUR LES FRACTIONS CONTINUES 3

fonctions elliptiques. Dans le §12, j'effectue la connexion entre la méthode de
mon précédent article [6] et celle employée ici. Cette vérification était néces-
saire, car les calculs de mon article [6] reposaient sur la considération de figures
assez nombreuses que je n'avais pas reproduites et qui pouvaient préter a des
erreurs. On ne trouvera pas ici lexpression définitive du nombre des con-
figurations ayant un nombre donné de points doubles; on pourrait sans doute y
parvenir mais seulement, croyons-nous, au moyen de formules compliquées et
peu maniables. La fraction continue F(x,z) est intéressante en elle-méme et
elle donne, sur le développement de certaines fractions continues, un résultat
général qui fait objet du §13. Comme la détermination de la valeur de F(x, 2)
est loin d’étre immédiate, j'avais été amené, au cours de divers essais, 4 former
les dérivées partielles d’une fraction continue par rapport a ses éléments. Bien
que celles-cl solent trés aisées & obtenir, elles ne figurent, & ma connaissance,
dans aucun ouvrage. Les formules que je donne au §14 m’ont paru mériter
d’étre connues. Le §15 contient des tables numériques.
En suivant Perron [3] et pour gagner de la place, j’ai représenté

bﬂLZ“fﬂf parbo—l—lz: + Z|+
b+ ...
et '
b, — a, a, a, |
by —a. par b, — b, b, T
bn__

1. Le triangle D, de Delannoy [1] est celui-ci

¢
A 0 1 2 3 4 5
0 1
1 11
2 1 2 2
3 1 3 5 5
4 1 4 9 14 14
5 1 5 14 28 42 42
Il est défini par
(1) D, =D; .+ D;', D;=1.
Ona
D.=D;"=D,_,+ D, ,+D..,+...+ D,
Da=p~q+1(p+q>
¥4 P + 1 g }
2) D,=DD,,+ ...+ DDIZiZ + ...+ DD,
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Dans tout cet article, ¢(3) désignera la fonction

Lo 1= (-4
3) $(2) = ———5—
4) 26’ (2) — ¢(z) +1 =0,
(%) - ¢(z)=D;+Dz+ ...+ D"+ ...,
(6) (@) =D+ Diyz+ ...+ Do+ ...,

et l'on a, sous forme de fraction continue,

_ A s
(7 ¢(Z)“I—|I—|1-‘|I—....

2. Pourdéterminer.S,(x), nous partirons de la remarque suivante. Lorsqu’on
a un systéme de n arcs, C,, C,, . . ., C,, dont les origines respectives, comptées
de gauche & droite, sont v,, ¥a - « -, ¥a, si U'on supprime le dernier arc C,, la
figure restante est encore un systéme. Car, s'il restait deux systémes, ou bien
C, n'en couperait qu'un et la figure primitive comprendrait deux systémes, ou
bien C, les couperait tous les deux et alors C, ne serait pas le dernicr arc. Un
arc, au moins aurait son origine a droite de v,. On peut donc, pour former les
systémes de n arcs, partir des systemes de # — 1 arcs, d'origines v,, 7., . -
.-, €t ajouter un néme arc d’origine v,

Quelles sont les origihcs des arcs dans un systéme?

On a évidemment v, = 1. On avy, = 2, sans quoi C, formerait & lui seul un
systtme. On a vy, = 3 ou 4, carsi 'on avaity, > 5, C, et C, fornieraient & cux
deux au moins un systéme. En général,v, =k, 2+ 1,2+ 2,...,0u2k — 2,
car si I'on avait v, > 2k — 1, les arcs C,, C,, . . ., C,_, formeraient a eux seuls
au moins un systéme de & — 1 arcs et I'ensemble C,, C,, . . ., G, . . . formerait
au moins deux systémes. On peut donc dresser des tableaux, que j'appellerai
tableaux Q,, pour les origines des arcs d'un systéme de # arcs.

A

012,

,0123,124.

:1234,1235,1236, 1245,1246.
:12345,12346, 12347,12348,
12356,12357,12358,12367,12368,
12456,12457,12458,12467,12468.

)

ol ol ol ol ]

Pour former le tableau Q,..,, on prendra chaque combinaison du tableau Q,;
SOIt ¥, Vs - - .7V l'une d'elles; a droite de v, on écrira successivement v, + 1,
Y+ 2,...,2n— 1, 2n

On peut d’ailleurs former directement le tableau Q, par le systéme d'inégalités

@) v=1;v.=2; ... kL2255 S 2w — 2
71<'Ya<'Ya<.-.<'Y,,.
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Voici maintenant la maniére d’obtenir les fonctions S,(x) représentant les
configurations de n arcs ¢, C, ..., C,ne formant qu'un seul systeéme. Nous
I’exposerons en détail pour essayer d’etre parfaitement clair. Nous poserons,
dans la suite de cette étude, jusqu’au §12 inclusivement,

) g, =14+x+x"+ ... +5"
Pour un seul arc, on a S,(x) = 1 = a,. Pour deux arcs, v, = 2; C, peut ou non
~ couper C,, ce qui donne le terme 14 x=a,et
S.(x) = ¢.a..

Pour trois arcs, v, = 3oud. Siy, = 3, C, peut couper 0, 1 ou 2 des arcs C, et C,,
ce qui donne le facteur 1 + x -+ x> = a,. Sivy, = 4, C, peut couper 0 ou 1 arc,
ce qui donnc le facteur 1 + x ="a,, de sorte que

n

es S, (x) = aa.a, + a.a.a.

la On voit que S,(x) est formé de deux mondmes; dans le premier, la derniére

:n lettre 2 droite est a,, ce qui exprime que v, = 3: dans le sccond, la derniére

U lettre A droite est a., ce qui exprime que v, = 4. .

n _ Formons encore S,(x). Siw, =4, ce qui nc peut arriver que si v, = 3, C,

= ‘peut couper 0, 1, 2 ou 3 des arcs €, C,, C., ce qui donne le facteur 1 + x + P

i x* = a,, par lequel il faut multiplier le mondme a.d,a,. Si v, = 5, ce qui peut
arriver si v. = 3 ou 4, C, peut couper 0, 1 ou 2 arcs, ce qui donne le facteur
14+ x4+ " = a,, par lequel il faut multiplier les deux mondmes a.a.a, et

un | gg,a,. Enfn, siy. =6, ce qui peut arriver si v, = 3 ou 4, C, peut coupur'

pLx 0 ou 1 arc, ce qui donne le facteur 1 4 x = @, par lequel il faut multiplier les

'%’ deux mondmes a,a.a, et a,a.a,. Ona donc

;ii S.(x) = a,a,a,0, + ¢,0:0,0, + a,¢.a0,0, + @.0.0.0, F @,02.0.0,.

rai Le fait que la derniére lettre a droite d’un mondme est a, exprime que v, = 4;
si cette derniére lettre est a,, c’est que v, = 3; si elle est a,, c'est que v, = 0.

D’une maniére générale, S,(x) se présente sous la forme d’unc somme de
mondmes homogénes en a,, &., ..., @, que nous désignerons par R.(a,, @y -+,
a,) ou, plus briévement, par R.(a) et nous supposerons que I'on a pris soin de
laisser & la droite de chaque mondme la lettre qui a été écrite la derniére, quand
on a formé R,(a), & partir de R,_,(a). .

Formons S,..(x) = R,..(a) et, pour cela, considérons un mondme quelconque
de R,(a). Supposons que la derniére lettre A droite soit a,. Ce fait exprime que
va= netalorsy,, =#+ 1,2+ 2,...0u 2. Siva., = n + g, l'arc G, peut

Q. couper 0, 1, 2,...oun — ¢+ 1 des arcs C,, C, ..., C,, d’ot le facteur
-1, x4 2 = G
tés Ainsi, si v, = n, on devra multiplier le mondme successivement par Gpiy, oy

Queyy oo oy Qyy @, SUPPOSONS de méme que la derniére lettre & droite soit €.-,;
ce fait exprime que v, = 7 -} 7 et alors Yae, = 7+ 7+ 1, n4+r+2,:..0u
‘ M, ce qui donne les facteurs Gu-,vyy Gnory ooy Gar Oa par lesquels on devra

o= e mpp———— = — S — T
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multiplier successivement le monéme. Nous avons donc établi les deux régles
suivantes:

Premiere Regle.  Pour former R,, () & partir de R, (a), on considére tous les
mondmes de R,(a). Si un mondme se termine & droite par a,, on le multipliera
successivement par a,,,, a;, @;_,, ..., a,, a, et on additionnera les résultats.

Deuxieme Regle. 1l existe une correspondance one-one entre les combinaisons
des origines du tableau Q, et les mondmes de R.(a). Cette correspondance est la

suivante: si la combinaison des origines est 1, 2, v,, 7., ..., v, les indices des
lettres a; dans le mondme correspondant seront, de gauche a droite,
1)216'_7118—74v10_75v--'72n—7n~
Soit v, = 2k — v, ces indices, k = 1, 2,...,n, le systétme d’inégalités (8) se
transforme dans le systéme ‘
(10) ‘lely'yn:z)'-'yzé’Ykgk)-'-12<7n<nv
7:< ’Y;+11"-171’=< 7k-1+1y'--a7;< ’Yn—1+1:

qui permet de former tous les mondmes de R, (a) et, par conséquent, la fonction
R, (a) elle-méme. En substituant 'expression (9) de a,, on aura S.(x) par des
calculs qui se compliquent rapidement.

3. On peut donner & ces calculs plus de régularité de la maniére suivante.
D'aprés ce qui précede, R,(a) est unc fonction linéaire des dernidres lettres
écrites & la droite de chaque mondme. On peut donc poser, pour iz > 2
(11) R.(a) = C(n, n)a, + Cln, n — Vst ..+ Cn, d)as+. ..+ Cn, 2)a..
En appliquant la premiére régle du §2, on trouve

Cn+1,n+4+1) = Cn na,
(12) Cn+1,9) = C(n, n)a, + Cn,n — au, + ... + C(n, 9)a,
+ C(n, i — 1a,_,
d'ott I'on déduit
Cn+1,n41) = Cln, n)a.
(13) Cln+1,n)=Cn+1,n+1)+ Cln, n — a,_,

Cln+1,7) =Cn+1,i+1) + Cln, i — Da;_,,
on peut donc former un triangle

C(2,2)
C(@3,3) C@3,2)

Cn,n) Cln,m—1)...Cn, 7). .. C(n, 2),

dont la loi de formation est donnée par (13). D’aprés (13), on voit que C(n, 2) =
C(n, 3) et, en faisant dans (12),7 = 3 et comparant a (11) on a

(14) C(n,2) = Cn,3) = R,_.(a).
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Lorsqu’on fait x = 0, on a a, = 1 et I'on retombe sur le triangle de Delannoy, 4
condition de poser, pour x = 0,

Cln,n — k) = Df_,.

A T'aide de la relation (13), on peut former des triangles numériques pour les
coefficients de x, x”, %, ... dans les polynémes C(n, k). On trouve ainsi que
les trois termes de plus faible degré, dans .S, (x), sont

D=l + (n — O)DZix 4 [OD)Z — D7l
mais la loi de formation de ces triangles se complique trés vite et je n'ai pas
poursuivi dans cette voie.

4. Une expression indépendante des fonctions C(n - 1,7) peut s’obtenir de
proche, a I'aide de I'équation (13). D'une f{acon générale, C(n -+ 1, 7) s’exprime
par une somme multiple d’ordre # + 1 — 7, que nous n’écrirons pas, mais nous
donnerons, & cause de son importance, I'expression de C(n + 1, 3) = R,(a), par
une somme d'ordre 7 — 2, savoir

1+11 1+id, 1+in—a

(15) R.(a) =aa,2 Z 2 ...2 a

£1==3 13=2 {y=312

Qi e Q.

fn—a=12

Clest précisément I'expression a laquelle conduit le systéme d’inégalités (10).

5. Il s’agit maintenant de trouver I'analogue de la formule bilinéaire (2),
relative aux nombres D). Or, cest trés {acile si on se reporte au tableau Q, des
origine des arcs et & la deuxiéme régle du §2. D’apres les inégalités (8), il est
évident que si 'on considére toutes les combinaisons du tableau Q,

L2y o YeYaer o - - Yn

et si on les divise en deux tranches, l'une formée par les ¢ premiers chiffres,
lautre par les n — ¢ suivants, la premiére tranche comprendra toutes les
combinaisons relatives aux g arcs C,, C,, ..., C, et la deuxiéme toutes les com-
binaisons relatives aux # — ¢ arcs Cpey, Cyeay.-., Ca. On formera donc le
tableau Q, en associant: ‘ '

le tableau pour C, avec le tableau pour C,, C, ... C,,
3] 1 C,, C, 7 ’ ” C:” C4 L Cm
n ” C‘, C“ CJ %) ’ T C” C5 o Cn

et ainsi de suite,

Grace a la correspondance entre les combinaisons des tableaux Q, et les
mondmes de R,(a), ceci se traduit par la propriété suivante, qu'il suffit d’exposer
sur un exemple, en indiquant par un tiret la division en deux tranches

1-234 a,—a,a, a,
1-235 a,—a,a, a,
12-45 a, @, —a, Q,
123-6 a, a, a,—a,
124-6 a, @, ¢, —a,

ou l'on voit, dans la deuxiéme colonne, que les groupes de lettres placées a
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droite du tiret sont dans leur ensemble les mémes qu’d gauche du tiret, mais
avec des indices augmentés d'une unité. ILa démonstration est générale et si
nous désignons par R,(a, 1) la fonction R,(a), dans laquelle tous ies indices des
a; ont été augmentés d'une unité, nous aurons

(16) R.(a) = R.(@)R.-.(a,1) + R.(@)R._.(e, 1) + ... + R._,(@)R.(a, 1).
Posons
(17) F(x,z) = R(a) + R,(a)z+ ... + R.(e)z" " + ...,

et soit F,(x, z) la fonction F, dans laquelle tous les indices ont été augmentés
d’une unité, de sorte que

Flx,2) = R(a, 1)+ Ra, ) z+ ...+ Rla, 1) 2" + ...,
nous aurons, d’aprés (16),
(18) 2F(x, 2)F,(x, z) — F(x, 2) + a, = 0.

Soit alors Fi(x, z) la fonction F(x, z), ou I'on a augmenté tous les indices de £
unités, on aura de mdéme

(19) sFFey, — Fot+a.., =0

et, par suite, sous forme de fraction continue

(20) F(x,z):|ﬂ|_%_@_@_.“

ol je rappelle que
F(x,2) = S.(x) + S.(x)z+ ...+ S.(x)z" " 4+ .. ..

Lorsque |x| < 1, lasérie (17) et la fraction continue (20) convergent, [7, p. 45] et
[3, p. 258], pour 4!z| < |1 — x|. Pour x = 0, les équations (17), (18), et (20) se
réduisent respectivement aux équations (5), (4), et (7), mais on peut aussi
généraliser 'équation (6) a l'aide des polyndémes C(p, ¢) du §3. Soit en effet,

yo(z) = Clg,9) + Clg+ L, q)z+ ...+ Clg+ngz"+....
D’aprés (14), v.(z) = F(x, z) et 'on trouvera, a I'aide des formules (13) et (19)
que y,(s) = FF.F, ... F,_;, qui, pour x = 0, ¢ = p + 2, se réduit au premier
membre de 'équation (6).

Voici une autre remarque. D’aprés la relation (16), R,(a, 1) s'exprime algé-
briquement au moyen de R,(a), ..., R,..(a) et, inversement, R,(a) s'exprime
algébriquement au moyen de R, (e, 1), R.(¢, 1) ... R,_.(a, 1). Or, si 'on forme
les fonctions R, (@, 1), on verra que R,_,{(a, 1) représente les configurations de #
arcs C,, C,, ... C, ne formant qu'un seul systéme, mais dont les origines, au
lieu de satisfaire aux inégalités (8), sont assujetties au systéme d’'inégalités:

vi=1,v.=2,v.,=3, ..., k< v<2k—3,..., < v.< 2n—3,

Y <Y < v <l < A

llyadc¢
particul

6. L

les rédu
les obtig
en série
K. (a)z"
peut éci

ou
(21)

Or, on t

e(5) dés
dans (21
R...(a)

R

Suppx

c'est-d-¢

Flp., 2)
b2,
lexactit
F(— 1,

compley

done

Enfin, |

11.,:1"| er
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I1 y a donc des relations algébriques cntre les fonctions représentant ces systémes
particuliers et celles qui représentent les systémes les plus généraux.

6. Désignons par

A, a A, a, A,

B, 1" B, 11—z =~ B

les réduites de la fraction continue (20), qui sont des fonctions de x et de z. On
les obtient & l'aide des formules de récurrence bien connues et le développement
en série de Taylor de 4,/B, coincide avec le développement (17) jusqu’au terme
R.(a)z"" inclusivement. De plus, lorsque la fraction continiue converge, on
peut écrire ’

An | Anl—l __fl_-ﬁ An+2 ___An+)
Feo) =5+ 5. "B "B Ba.
ou
4 aa, ... Q. a,a,...a :
9 z — ‘in 13 ; r+1 n 172 n+3 _n+1 .
(Hl) F(x, ) Bn + Ban+1 z + -Bn+xBn+3 z + o

Or, on trouve facilement que

1
B,B.+.
¢(z) désignant une série entiére qui ne s'évanouit pas avec z. En substituant
dans (21), on verra que, dans le développement de A,/B,, le coefficient de 2" est
R...(a) —aua,...a,. ctque le coefficient de 2" " est

R..(@) — @@, ... 0uea — 0,05 - cay.,(2a, + 2a, + ...+ 2a, F Crss)-

Supposons maintenant que x soit une racine primitive, x = p;, de a; = 0,
Cest-a-dire de x* — 1 = 0. On a alors

F(pi, 2) = A (px, z)/Bi_i(pw 2);
F(p:, z) est donc une fraction rationnelle en z qu'il est aisé de former pour
k=2, 3,4 On obtient ainsi des relations qui sont précicuses pour vérifier
lexactitude des coefficients qui figurent dans les polyndmes S.(x). On a
F(— 1,2 =1, donc S.(—= 1) =0, n > 2. Puis, j étant une racine cubique
complexe de 'unité, on a

=1+ (2a, + 2a,+ ...+ 2a, + a,..)5 - (=),

1 —j'z4+j7

F(j,z) =
14 2°
donc
S.G) = (— 5 ">l
Enfin, pour 7" = — 1,
. 1 —1z
Fi.2) = T0 1 202

donc, en développant,
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Sh(#) = (1 +4)(1 4 20)" 7,

e s i

w2

p

2

7. Reste maintenant & trouver la valeur de la f{raciion continue (20). On
obtient une premidre indication, lorsque, dans (20), on fait x = 1 et qu’on

remplace z par — z. On a alors formellement

1, 2]

F(ly‘"z)=ﬁ+f1 +|T§’+l

4]
1

S

Clest 12 un cas particulier de la fraction continue de Gauss. On trouve en effet

que

(22) 14 2FQ, — 2) = /(1 =24 13" — 135" + 1357 — D,

formule qui nous servira plus Ioin. La divergence de la série au dénominateur
est ici sans inconvénient; on peut la remplacer par un nombre limité de teries,

siivis d’un reste. Si 'on veut,

4 ®

—u ¥
e “u"du

r
—z) _,‘ N 1 + 2=u

ez T
142F1, —2) ~

et I'intégrale peut &tre développée avec un reste. Cela étant, on sait que Heine
(2, p. 284] a généralisé la série de Gauss. Il était donc naturel de chercher &
utiiiser les fractions continues de Heine, mais tout ce que j'ai pu obtenir dans

cette voie, c'est une identité intéressante que voici, Soi
X, zs)y=14az-+ a,a,3" + aa,a,5” +

@, ayant sa signification habituelle (9); on a

1 -1 g‘_z[ B xaﬁz| _ X'a.z
X(x, 2) [ l I 1

t

x’a

i

.3

on, sauf un terme constant et un facteur %, on reconnait la fraction continue (20),

dans laquelle on aurait remplacé, pour toute valeur de 'indice 7, a; par x' g,

Si on désigne, d’'une facon abrégée, par R, (x""'a,) ce que devient alors le poly-

néme R,(a), on aura

1

X, LT RET@W - - RGET)

d’ot l'identité annoncée

R"(xi_l(l;) + a,R,,_l(xi_la.-) -}— a'xa:sRn.~2 (x‘i‘la“i) + e

+aaa,... 0, ,R(a,) =aua.ua,...

a’zn-l'

Mais, de cette identité, il ne parait pas facile de déduire I'expression de la
fraction continue (20}. J'ai donc cherché & déterminer directement des fonctions

Q.(x, 2) par le systéme d'équations aux différences

(23) Qv = Q- (1 = £%)20,.,,

Il en résultera, d’aprés un théoréme connu [3, p. 291]

n=123....

|
|
]
]
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% 1 |<1 —1—x)2| n |(1 —lx’)z n |<1 —1x’)z' L
c'est-a-dire
(24) 8— =14 (1 — x)zF[x, — (1 — £)z].
Je me donne arbitrairement Q, = 1 et je pose
(25) O =foln) + filw)z + ...+ f(m)2" + ...

avec f,(n) = 1.
D'aprés (23), les fonctions f,(n) doivent satisfaire aux équations
(26) fo(n) = fo(n — 1) = (&7 — 1)fp(n + 1).
Soit
@z(x)___;xip(pi-x)(l_x)(l_x_)-~-(1—x )
A—x0—=x"...(1 —x%
avec @, (x) = 1; et soit encore

i — _ — gL
_ (n — 2q) (m 1)(}; 2)...0m—q ._1’ m > 2g

et E(m, q) = 0, pour m < 2g avec E(m, 0) = 1. Les nombres E(m, ¢) satisfont
aux relations

E(m, q)

E(m,1) =14+ E(m —1,1)

E(m,q) = E(m —1,¢g—- 1)+ Em —1,q)
et d’autre part, on vérifiera que
(27) Bl — Bps — Brap = (7 = 1O, p2 L
Cela étant, je dis que la fonction |

P+l

(28) fin) = Z (= 1)'TE@m + 2p,i — )50
satisfait aux équations (26). Pour le voir, il suffira, dans (28), de remplacer
En+2p,7—1) par E(n — 1+ 2p,i—2)+ Emn — 1+ 2p,7— 1) puis,
aprés substitution dans le premier membre de (26), de grouper les termes qui
ont le méme coefficient numérique E(k, g) et de se servir de la formule (27). La
fonction (28) est donc une solution de 'équation aux différences (26) et c’est
la seule qui convienne, car toute autre solution ne pourrait en différer que par
une fonction ¢,(n), de période 1, par rapport & la variable #, et comme nous
avons posé¢ Q, = 1, il faut, d'aprés (23) que, sauf pour p = 0, nous ayons
f(0) = 0, d'ott ¢,(n) = ¢,(0) = 0.

Faisons maintenant #» = 1, dans (28), et observons que les nombres Z(m, ¢)
ne sont autres que les nombres de Delannoy, dans un autre ordre que dans le

triangle du §1, E(m, 1) = D) _._,, et nous aurons

g S = o8 0 e — S — TS T P P e e o e S e —
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fo(l) = D:,
f.(1) = Dix — Dy,
f,,(l) — D«;”xhs(vﬂ) . D;D_lx{rzz(p—l) _|r D:p_zxi(v—l)(p-i) — . + (__ 1>DD:.

Substituons ces valeurs dans la formule (23), en y faisant » = 1, ordonnons la
série obtenue par rapport aux puissances de x et ayons recours 2 la formule (6),
nous aurons

(29) Q.= ¢(—32) F x5’ (— 2) + ...+ 2T (= 2) + ...
ou, en posant
(30) Algu) =1+ qu+ gu + ...+ ¢ + ...
Q= ¢(— 2)A[x, 20" (— 2)].
On a donc finalement, d’aprés (24), ou Q, = 1,

B 14 (1 - x)zFly, — (1 _x)z]zﬁfl—[x_z—‘;("”

ou bien

(32) {— (1 — x)2F[x, (1 — x)z] = A—L%

On voit que la fonction 4 (g, #) se rattache aux fonctions § de Jacobi, mais ce
qui distingue la fraction continue (20) de diverses fractions continues, obtenues
autrefois par Heine, Eisenstein (3, p. 315} et Ramanujan [4, p. 215], c'est que
dans (30), on a substitué 4 la variable % une {onction algébrique.

Pour obtenir les fonctions S,(x), on a, d'aprés (24) et (23),

L= 3 (= 1)L — 2)"Sab) = 1/ S (1)

on calculera donc les polyndmes f,(1), puis les polynémes
g.(x)=(=DfMLA —x)7"

et on aura S,(x) = g,(x) et, pour # 2> 2,
Sn(x) = gn(x) - gn~1Sx - gnfzsa e e T glsn—l-

Un autre procédé consiste & poser
B(g,u) = {A(quw)} 7 =1+ B(Qu+ ...+ B.(Qu" + ...
et il résulte alors de la formule (31), aprés quelques calculs, que
(33) (L = x)"Sulx) = DiZi(1 — %) — Di7°Bu(x) + DiiiBa(x)
— DiLiBu(x) 4 .o (= 1) DB ().

Les polyndmes 8, (x) sont faciles & calculer. Comme vérification, on doit avoir,
pour # 2 2, 8,(1) =0, B.(— 1) = 2. Si on les considére comme connus, la

e —— T
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formule (33), aprés multiplication par (1 — x)”", donnera explicitement S, (x).
On trouvera plus loin des tables pour g.(x), 8.(x), S.(x), et Pa(x).

8. Connaissant S,(x), nous avons maintenant a déterminer les polyndmes
T.(x) qui représentent les configurations totales de 7 arcs et les polyndmes
P,(x), qui représentent les configurations formant un systéme propre. Pour
la bridveté, soit g(3) = go + gy + ... 4+ g:3" + ... une série de Taylor quel-
conque; nous désignerons par K (3", g) le coefficient de y™ dans le développement
de g, c’est-A-dire g,, et nous emploierons aussi un langage abrégé en confondant
les configurations avec les fonctions qui les représentent. Cela posé, T, (x)
comprend:

1°, les configurations ne formant qu'un seul systéme, c’est-d-dire S,(x);cest le
coefficient K (2", zF) de z" dans zF(x, 2).

2°, les configurations formant deux systémes; c'est 2.5,5, p + ¢ = #; c'est
donc K (3", 2" F").

3°, les configurations formant trois systémes; c'est 225,55, » + ¢+ 7 = n;
Cest donc K (3", 2°F") ... et ainsi de suite. Donc
T.(x) = K(z", zF + 2"F + ...+ 2"F")

et on peut prolonger la série indéfiniment, puisque 2" F"7, ZTFT L ne
contiennent pas de terme cn z". La somme de cette série cst

sF 1

1—zF=—1+1—zF

donc, en se reportant 3 la formule (20), T,(x) est le coefhicient de 2" dans le
développement de la fraction continue

1| _ el as
1|t |1

_ayz

| 1
On voit que si, dans la fonction R,..(a) du §2, on remplace a, par 1, a, par a,,
g, par a,_,, on obtient T, (x), donc

T.(x) = Ry.(1, a0, 0, .-+, @a), n2 1

—1+|

et on aurait l'expression générale de T,(x) en modifiant de la méme facen la
formule (15).

9. Pour avoir P,(x), nous remarquerons que tout systéme de 7z arcs est
formé par un systéme propre, dont un ou plusieurs arcs recouvrent des con-
figurations quelconques, c'est-a-dire des configurations totales; celles-ci prennent
place dans les intervalles entre les pieds des arcs du systéme propre et, s'il s'agit
d'un systéme propre de p arcs, il y aura 2p — 1 intervalles entre les pieds des
dares. Posons tout de suite
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x(x,z) = 2 T,(x)z"

(34) w(x, ) = 2 P.(x)z".
Nous avons, d’aprés le §8, '

- F(x, 2)
3 5 . 2R

et, d'aprés (17),
(36) zF(x, 2) = E S.(x)z"
Nous ferons S,(x) = T, (x) = P,(x) = 0.
La fonction S,(x) comprend:
1°, les systémes propres de 7 arcs, P, (x);

2°, les systémes propres de # — 1 arcs, P,_.(x). Iy a (*77) intervalies ot peut
prendre place successivement une figure 7', (x), d’olt le terme

P, ()T, (%),
que nous écrirons P, ("V7)K(z, x);

3°, les systémes propres de n — 2 arcs, P,_,(x). Ilya 2z —5 intervalles; on
peut placer une configuration 75(x) dans un seul intervalle, d’ol le terme
(**~*)P,_.T.; ou bien on peut placer deux configurations T.(x) dans une

combinaison de deux intervalles, dott le terme (*,°)P...7.. On voit
que ce sont les partitions du nombre 2, savoir 2 = 2et 2 = 1 + 1, qui se mani-
festent. L’ensemble des deux termes s’écrit

P, L[("TOK(E, x) + (TOKE, XD
4°, les systémes propres de n — 3 arcs, P,_,(x). 1l y a 2n — 7 intervalles,
donnant en tout 6 places disponibles pour 3 arcs. Si les 3 arcs sont dans un seul

intervalle, ce qui correspond 2 la partition 3 = 3, on aura le terme P,_, (" )T,
Si les 3 arcs sont dans deux intervalles, ce qui correspond aux deux partitions,
3=1+4+2et3 =172+ 1,onaurale terme

P (UWTLT. + 1T,
Si les trois arcs sont dans 3 intervalles, ce qui correspond a la partition
3=141-+1, on aura le terme P._.("y")7;. L’ensemble des trois termes
s'écrit
P JCTOKE, x) + (UK E, X + CVOKE, XD
59 les systémes formés de n — 4 arcs, P...(x); la partition 4 = 4 donne le
terme P._.(*v°)T.; les partitions4 = 1+ 3 =2 2= 3 -+ 1 donnent le terme
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P ("TWTT 4 T2 4 1T
les partitions 4 =14+ 14+2=1+241=2-+1+1 donnent le terme
P, ("77)3TIT;
la partition 4 =1+4+14+1+1 donne le terme
PV
L'enseruble des 4 termes s’écrit
P [(TOKEY x) + (UK E XD 4 CUOKE, X)) + (THKE, xY)]
et ainsi de suite. On a donc
Sa = Po+ P [("THK (2, x)]
+ PoL[(THKE, x) + (UK E, D]+

Dans chaque crochet, on peut prolonger la série, car il est clair, par exemple,
que K(2°, x*), K(z", x*) .. .sont nuls. De plus, on peut, dans chaque crochet,
introduire un terme de la forme K (2%, x°) = K (2%, 1), qui est nu, pourvu que
p 2 1. On a donc

So=Pi+ P Klz, (14 x)" ]+ ...+ PoK[Z, (1 4 %))
4.+ PR X

Le dernier terme est encore exact pour # = 1, car il devient P, (X)K(1,1+ x) =
P,(x), ce qui est exact, puisque S,(x) = P,(x). Le premier terme P, peut
s'écrire P.K[1, (1 4+ %)™ '] car K[1, (1 -+ x)*'] = 1 et cette expression est
valable pour #» = 1. Ainsi

Se=PK[1, 1+ )"+ ...+ PK[Z", 1+ «]

et cette formule est valable, méme pour # = 0, puisque P, = T, = .5, = 0.
Maintenant, il est clair que, quelle que soit g(z),

K[, g(z)] = K[z"", 2°g(2)];
on peut donc écrire
Sa = PK[2" (1 + )"+ P K[ 2" (1 + )™
+ ...+ PK[Z, 2(1 + x)]
et ceci exprime que S, (x) est le coefficient de 2" dans le développement de

Pl 4 x)+ P2+ x)* 4+ ...+ P (1 + )™
On peut prolonger cette série indéfiniment, car, au-deld de P,2*(1 + x)™°, les

termes qui viendront ne contiennent plus z°. Nous avons donc, d’aprés (34),

;&@f:ﬁymﬂu+mm

et, d’apreés (35) et (36),

e e 8 e P ST P S . e e



16 JACQUES TOUCHARD
(37) [1 — 2 (x z)]wl-x ___2_7] = zF(x, z).
' |_ "Il — 2F(x, 2)]" ’

Telle est 1'équation qui relie la fonction génératrice w(x, 2) des systémes propres
A la fonction génératrice zF(x, z) des systémes propres ou impropres.
Définissons une variable # par I'équation

(38) 2z — u[l — zF(x,2)]" =0,
cette équation a une racine {(x, %), que 'on peut développer par la série de
Lagrange. D’aprés les valeurs de S, (x), données au §15, on a
f=u-—2u" — (2x— 3’ — (2« + 6x* — 6x + d)u' — .

et il résulte de (37) que '

$F(x, 8)
1 - fF(.”C, g‘)
On vérifiera cette formule en faisant x = 0. Le seul systéme propre qui ait zéro
point double est représenté par P.(x) =1, dott P,(0) =1, et on doit avoir
w(0,2) = u. Or F(0,3) = ¢(z) et I'équation (38) donne simplement { =

w/(1 4+ w)’. Alors {F(0,8) = u/(1 + u) et, d’aprés (39), w(0, u) = wu.
On peut donner unc forme remarquable aux équations (38) et (39). Posons

(39) w(x, u) =

(40) Ylx, u) = — uF(x,u) = — Z S, (x)u”.
Rappelons aussi que )
(41) w(x, 1) = 2 P.(x)u".
Alors '
N ACE O
9l ®) = T T4 e )
(42) A ou ¢ est la racine, s’annulant avec u, de I'équation

¢—ull + 9,0 =0

et inversement

_ e
Yo = D)
(43) ﬁ ou ¢ est la racine, s'annulant avec u, de l'équation

¢ —ull + w0 = 0.

La fonction ¥(x, #) se déduit de w(x, %) par une certaine opération, que dé-
finissent les équations (43) et, inversement, d’aprés (42), si 'on applique la
méme opération a la fonction ¥ (x, ), on retombe sur w(x, u). Les fonctions
¢ et w sont réciproques par rapport 4 cette opération.

Voici ce qui en résulte pour les polyndmes P.(x) et S.(x). Considérons une
fonction s'annultant avec z

est

et

q!
e
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Cie)=Cz+Cz+ ...+ CT + ...
la racine, s’annulant avec %, de I"équation
 PROgE ¢ —ull -+ CEI =0
est, en poussant le calcul jusqu’au terme de degré 5,
¢=u+2Cu + (5CT + 2C)Hw" + (10C] + 4C 4 14C.C, + 2C)u*
4 (20Ct 4 22C; + 72CIC, + 18C.C, + 9C, + 2CH)u* 4+ . ..
et on trouve ensuite

oo , ﬂ
1+ CE G(CHu+ G.(C,, CHu* + ...+ Gu(C,, Coy oo, CIU" 1w

G.(C,, C,, ..., C,) étant un polyndme en C,Ci...,Ch
G. = C,
G, =C+ C,
G, = 2C* + AC.C, + C,
G. = 10C° — 5C* 4+ 15C*C, + 6C.C, + 3C: + C,
Pﬁ‘s | G, = 14C’ + 20C°C, 4 36CC, -+ 28C:C, + 28C.C: + 8C.C.+ 8C.C,+C..

Faisons d’abord C, = — S,(x), puis C, = P,(x) et reportons-nous aux formules
(40) et (41), nous aurons les formules réciproques

Pn(x) = - Gn(“ SU - Szy se ey — Sn)7
S, (x) = G.(P., P, ..., P.),

que j'ai vérifiées jusqu'd n = 4. La réciprocité serait encore micux mise en
évidence si l'on posait — S,(x) = S (x).

série de

1 ait zéro
oit avoir
ient { =
it

i

10.. Le nombre des configurations de # arcs qui forment un systéme unique
est S,(1). On obtient, & I'aide de (22), la récurrence
Sn(l) = pﬁn - Pzn—:Sl (1) - Pan—451(1) - Pzn—asc(l) — eae = Sn_,(l),

ol p,n = 1.3.5.....(2n — 1). Le nombre des configurations qui forment un
systéme propre est P,(1). Il s'agit donc d’avoir w(l, ). Au lieu de la
formule (39), on emploiera la formule

' w(x1 u) = uF(x, f) - ug—F:(xr g_)r

| qui, d’aprés (38), lui est équivalente. On a

1’ que dé- 2 3 4 L3 L D 6 78
pplique la F(1,2) = 1+ 2z + 102" + 742" + 706z" + 81625° 4+ 109960z° 4+ . .. ;

, fonctions la racine ¢ de 'équation (38), pour x = 1, est

TER— ; C=u—2u' 4w — 6ut — 34u — 356u° + ...,

et on a ensuite

g~ e —— 5 S D P T e ———
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‘w(l, u) = u+ w4 4o + 270 + 248u° 4 2830u° + 3778217 4. ..
On calculera beaucoup plus facilement la valeur de P.(—1),car F(— 1,2) =1

et 'équation (38) seréduitd ¢ — u(1 — ¢)* = 0;la racine qui s’annule avec u est

1420 — 1+ 4t
f— Zu ’

on a ensuite, d’aprés (39),
w(—1,u) = udp(—u) = Diu — Diu" + D' — ...,
donc p_(— 1) = (= 1)"7'Dit. Soit N,(n) et N,(n) les nombres des systémes
propres de 7 arcs, qui ont respectivement un nombre pair et un nombre impair
de points doubles, on a
N,(n) — N;(n) = (— 1)'""'D:7},

et Drot est le nombre des configurations de 7 arcs, sans points doubles.

11. On obtient de la maniére suivante des formules qui paraissent intéres-
santes. Récrivons I'équation (31) ou (32) sous la forme

1 1
§ [
2 E 1 — —

b =) Al 1 — (=]

On donnera a ¢ une valeur telle que le sccond membre de (41) prenne une forme
simple.  On aura une premiére identité en développant en série le premier
membre par la formule (36). Substituons ensuite cette valeur de ¢ dans I'é-
quation (38); on en déduira la valeur de #, puis 'expression de w(x, %), par la
formule (39) ou par la formule plus simple

(44) L —¢F(x,§) =

u\}
43) wlx, u) = (—) — 1,
- §

qui lui est équivalente et ot la détermination du radical est celle qui se réduit
a-+1, pour # = 0, puisque w(x,0) = 0. D’ol une deuxiéme identité en
développant le premier membre de (43) par la formule (34). On devra faire
bien attention de prendre, pour la fonction algébrique ¢(z), La détermination
(3), holomorphe a 'origine et que, a la fin de ce paragraphe, j'appellerai ¢, (z), et
non pas la détermination conjuguée ¢.(2), infinie & l'origine, seconde racine de
I'équation (4). De sorte que, dans I'équation (44), on ne peut pas donner
n'importe quelle valeur 2

e
¢ %)
Soit ¢ = L% qon 65y =2 Dapres (44)
L 4 1—=x : pres ’
' 1—x 1—x 1
(46) 1-— ) F(x, 7 >—2)\(x)’

ou
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-)\(x)=1—x—l—x’—-x'+x”—x“+....
D'aprés (38), u = (1 — x)\(x) et, d'aprés (45),
w(x, u) = 2\(x) — 1, d’olt les identités

) E S"(x)< > 2>\(x)
(48) 3 Po(x)(1 — %)\ (x) = 2A(x) — 1.
Soit ¢ = -—~1—f_—£ x~):1?—x et soit

ple) =14+ + "+t F o 427 4
on aura de méme
@© n 1 1

(49) kz (— 1) Sal)or a- =1- 1—x /.T(x—)’
(50) 5 (= 1P (1 — W) = (1= @ul) 1

Dans (38), (44) et (45), changeons x en x” et on verra d’une maniére analogue
qu'en posant

fo=—w /=), fo= —a(t 4 )/( = %), &= 21— x)/1 +x)

on a
(51 25 2 . = 0.(0]
) R

2x 1

52 {42 = = 9,(0),

& +1—x1~r.F(x’,s“,) ©)
2x 1

53 1 — 2 ——————— =0.(0),

(a) L% 1 - F,¢6) ©

0

9,(0) = 2x/* + 27 4 2™ ...,
6,(0) = 14+ 2x + 2" 4+ 2x" + ...,
0.(0) =1 — 2x 4 2x* — 2x" + .

et I'on aura des formules correspondantes pour w(x’, #). Des formules ci-dessus
on tire des fractions continues plus ou moins simples, par exemple

N (x 1 x]__ _1—x’|__1—x’|__1—x“|__
i S S e e

Supposons pour simplifier x réel et positif, 0 < x < 1. La série F(x, z) converge

absolument sur tout son cercle de convergence |z| = (1 — x). La série w(x, )

e ——————————SSE AR e LS L S S i Lo
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converge certainement pour 4 ul <1 — x, car les systémes propres ne forment
qu'une partie des systémes propres et impropres et P,(x) < .S, (x). Je ne suis
pas actuellement en mesurc d'indiquer quel est le rayon de convergence de
w(x, ). Sauf pour x = 0, ce rayon de convergence est fini, car, a l'aide des
formules que j’ai données, dans mnn article [6], pour le nombre des systémes
propres de p arcs, ayant p — 1 ou p points doubles, on peut démontrer que la
série w(x, 1) est divergente pour 14 > 4/(27x). 1 résulte de ccla que la série
(47) converge pour 0 < x < 1; la série (49) pour 0 € x < 3 — 24/2 = 0,1716;
la série F(x*,¢) pour 0 Sx<vV2-1= 0,4142; la série F(x* ¢.) pour
0<x<3—22; la série F(x* ¢,) pour 0 < x < 1. La série (50) et les
séries w(x®, u) correspondant aux valeurs ¢,, ¢, {. convergent pour des valeurs
suffisamment petites de x, car les expressions correspondantes de u contiennent
x ou x* en facteur. Mais la convergence de la séric (48) reste actuellement
douteuse, car \(x) est supérieure 4 % et la condition 41 —x) V() <1 —x
n'est pas remplie.

Considérons maintenant, et en supposant toujours 0 < x < 1, la fonction
F(x, ), prise dans toute sa généralité. D’apres (44), c’est une fonction A deux
branches, I'unc &, (x, z) donnée par la détermination ¢, (z) de é(z); c'est celle
que, jusqu'ici, nous avons constamment appelée F(x, z); lautre, P, (x, 2)
donnée par la détermination ¢.(z) de ¢(z). On peut définir sans ambiguité
é.(2) et ¢.(2) dans tout le plan s et par suite aussi P, (v, 5) et D,(x, 2), pur les

équations
1 z z
1=20,02) ‘“(*1 - x>A [ e (T‘ﬂ

m&?z) = ¢“<1 ix)A[x’ b= ¢’<1 = x):l

¢,(Z)¢2(Z) = 1/5’1 1 - d),(Z) = 1/[1 - (b,(z)]

et, d'autre part,

I

Or,

(54) A o) 4 Al Yy = Baree g gy )
ou

p(x,p) = (1 + 5) T (1 — &) (1 + 2%) (1 4 x5

n==1

x
. g Z . .
multiplions par qﬁ‘(li__;) et nous obtiendrons, aprés un calcul simple,

est une fonction 6 proprement dite. Dans (34), faisonsv = 1 — ¢, (l—i—) et

1 1 z g
(55) 1= 2®,(x,z) 1 — z®,(x,z) ¢'<1 — x> P |:x, L= (’i)‘(l — x)_;

b4

Cest la formule que nous voulions établir.  Soit alors 1 — ¢‘*(Ti"§) = — 57

on en tire
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(1 — x)
(56) g=——— p=01,23, ...,
1+ %)

et cette expression ne change pas quand on change pen — p. Le second membre
de (55) s’annule pour toutes ces valeurs de et s'annule aussi pour z = «. La

fonction générale F(x,z) admet donc non seulement les points doubles
2=1(1 —x) etz = o, qui sont les points de ramification de qS(lz?x), mais
un nombre quelconque fini de points doubles donnés par (56), pour p = 1, 2, 3,

...etquiontz = 0 comme point limite, point essenticl de ®, (x, 2).

12.  Le lecteur est maintenant prié¢ de se reporter a mon article [6]. Les
symboles et formules appartenant A cet article seront suivis de l'indication [6].
Je me propose de montrer que I'équation [6, (13)]. n’est autre chose que
I'équation

(S7) wlx, 2[1 + x(x, 2)]'] = x(x, 2)
qui se déduit de (37) en éliminant F(x, z), a l'aide de (35).

D’abord U,,(p) est le nombre des configurations de # arcs qui ont p points
doubles [6]; c'est donc le coefficient de #” dans T.(u), c'est-a-dire le résidu 2
l'origine, au sens de Cauchy, de T.(u)/1""". 11y aexception pourz = 0,p = 0,
car nous avons pos¢ U,(0) = 1, tandis que 7, () = 0. Donc, d'aprés [6, (3))],

fo(x) est, pour p = 0, 1,2, 3, ..., le résidu i l'origine de
1 -+ T(u)x” + T.()x* + .. ] u”t
1 [ 1+ x(,x%)
folx) = 2_m'£ o u,

v étant un petit cercle qui entoure 'origine.
Dapres [6, (9)], et en supposant [z’] < Ju), pour &tre autorisé & sommer,
nous avons ensuite

y(x, z) = xiJ‘ Hl + x(u, x7) du.

27 u— 3"

Mais la fonction x (%, ") est holomorphe au voisinage de l'origine et, d’autre
part, puisque ‘z_’, < |u|, le cercle v contient le point z°. On a donc simplement,
d’aprés I'intégrale de Cauchy,

(58) y(x,2) = xz[t + x(2*, x")].

De méme, (P + 7 — 1) est le nombre des systémes propres de n arcs
ayant p + n — 1 points doubles [6]; c’est donc le coefficient de z° "' dans

P (u) et, d’aprés [6, (7)], g,(¥) est le résidu a I'origine de w<u,£)/u”.
u
Ensuite, d’aprés [6, (8)], et en supposant [z’{ < [u[,

1 y’) du
59 G = | 2|
59) @, 2) 2w J‘., (u, u/u— 3z
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Mais il est facile de voir que la fonction zw (u, y*/u) est holomorphe & I'origine.
En effet,

Pn (u) = O’,,,(O) + Unn(l)u + e + Uzn(p)uv + I
et il n'existe pas de systéme propre de » arcs, si p <n — 1. Donc le polynéme

P, (u) est divisible par 2" et

P, ()

n—1

uw(u, %) =Py + ... + A S

est réguliere pour » = 0. La formule (59) se réduit donc a
(60) Gy, 2) = 2"0(, y°/2").

En portant les expressions (58) et (60) dans I'équation [6, (13)], que je récris

zy = x3° + xG(v, 2)
et en divisant par xz , on obtient
x(2"x") = wfz’, '[1 4 x(z°, 2")]*},

et il suffit de remplacer z par x3 et x par 2} pour obtenir I'"équation (57).

Resterait & obtenir les équations algébriques auxquelles satisfont les fonctions
g-(¥) ce que nous n'avons pas fait [6]. ]'ai remarqué a ce sujet que, d'aprés
(6, (14)] ct [6, (15)], les équations satisfaites par g,(y) et g, (y) sont les ¢quations

de deux cubiques unicursales. On vérifiera en effet que, ¢ désignant un para-
métre,

y=1t-=1r,
g0 =0 —1r,
) @+ 1)
BT e

13. Si l'on se reporte au §5, on voit que la fraction continue qui figure au
second membre de (20) résulte de la relation (16) et celle-ci est une conséquence
des deux régles du §2, qui nous ont permis de former les polyndmes R,(a). Ce
résultat subsiste évidemment quelle que soit la signification qu’on donne aux
lettres a,, a,, a,, . ... Nous avons donc obtenu, sous forme entiérement explicite
et sans avolr recours & la formation de ses réduites, le développement en série

@

(ZIZI a,z’ Cﬁ[ . . n—1 n
—1—~ [T | 1 + —,,Ex( 1) Rn(a)z

d’une fraction continue quelconque du type indiqué. Les polyndmes R, (a) sont
donnés par la formule (15). Sion avait 4 développer la fraction continue

+ 25

a.z|
| &,

a.7]

G(z)=b,,—{—|b

+

+ ...,
on I'écrirait

T
G(z) —1 lcz,z/lb‘,b‘l + |anz/lb,b2

a,z/b,b,
1

+l + ...,

et

un
cot
att
de
COr
on

ct,

on

En
par
qut
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et 'on aurait

G(z) /b, =14 2 (— 1)"'R.(a, b)",

ot R.(a, b) désigne la fonction R,(a) dans laquelle on a remplacé a; par a;/b;_.b;
(1=1,2,3...) ¢t 'on modifierait en conséquence la formule (15).

14. Soit

|
M=b°+}% + %’—Ur...

une fraction continue quelconque et s0i* R, = A./By la kéme réduite ou fraction
convergente, R, = b, R, = (b, +a)/byy .- Le symbole R, n'a plus ici
aucun rapport avec la fonction (15) des sections précédentes. En se servant
de la formule élémentaire qui donne J'expression de 3 au moyen d’un quotient
complet, en y remplagant a, par G 4+ x, by par b, + y et en développant en série,
on trouve

(@a,...a)"" "M

C(m A4 — 1) day ob,
= (Beoa)" T (Bi) T (Bam M — A"
[ n)By_ By M — mAi—aBro — #A - Bi_al

(__ 1>(m+n)k

En particulier

"M

L (R — Reatt = (W = RO = Ri), p 1,
2 dak
1 » 207 R s S
'_‘l (Rk—x - Rk«z) Oy » = (Bk—-l) (Bk——2) (JI - Rk—~1) ) P > 1
P ab,
D’autre part, on a aussi
(SR VX SN XS/ XX
|1 1 |1
et, en considérant (b.b.), (b,0,), (b.dy), ... comme des variables indépendantes,
on trouvera par un procédé analogue '
R 1o
P! (-Rk-x Rk—:) (bk—xbk) 6(bk—xbk)p

= (Bk_z)v (11}'{ — Rk_,)(ﬂl - .Rk_;)p.
En comparant ces diverses formules, on arrive & des équations aux dérivées
partielles qui peuvent, & vrai dire, s'obtenir directement et dont nous ne citerons

que celles-ci,
oM Y oM oM
a‘k<. 3Gk) - 0bi—s ab,, =0

oM M oM | eM

@ dax BHE; - —GK da, e

b i A s . i e e
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Inversement, certaines relations différentielles, faciles a établir, peuvent con-
duire, a Yaide des formules ci-dessus, & des identités dont nous citerons la
suivante

(Bkjt/-[ - Ak) (Bk-—xlw - Ak—l) - ak—-xak(Bkazﬂ'[ - Ak—z) (B"t-.x}"/ - Ak*g)
= akbk—-x(Bk—zﬂj — Ap) b (B M — 141:—1)’:

vérifiée quel que soit M et qui, fort probablement, est déja connue.

Sa(x)
=1

i
—
+
K

= 2 4 4x + 3x* + x°

= 54 15¢v + 21x" 4+ 18x" 4+ 10x" + 4x" + «°

, = 14 + 56x - 112x" + 148x° + 143x* + 109x° -+ 68x" -+ 35%7
+ 15x" 4 S5x*F x

S, = 42 + 210x -+ 540x" 4 945x" 4+ 1235x" 4 1353x" -k 1236x°

-+ 984x" + 696x° + 441x° + 250x"° 4- 126x"" -+ 561"

+ 21x 4 65 A X

»

LW

Pn(x)

P =1

P,=x

P, =x" -+ 3x°

P, = x* 4 4x" 4+ 10x* + 12x°

P, = x4 5x° + 15x° + 35x7 4+ 60x° + 77x° + S55x°
£.{x)

g =1

g, =x+ 2

g =x"+ 32"+ 6x + 5

g, = x" + 4° + 10x* 4 20x° + 28x" 4 28x + 14

g, = x"° + 5x° 4 15x° + 35x" 4 70x° -+ 117x° -+ 165x* + 1957
+ 180x" 4+ 120x 4 42

ge = " 67 421%™ 4 56177 4 12617 4 252x°° 4 451x° 4 726x°
4 1056x" -+ 1386x° + 1617x° + 1650x" 4 1430x + 990x°
+ 495x 4+ 132
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e ———
[}
(S]]

vent con- B.(7)
iterons la .
; ﬂl =g
Bo=qg - ¢
e Bo=—q+2" ¢
| Bo=¢" =3 +¢ 42 — g

Bo= —q + 44" = 3¢ — 3¢ + 20" 4 29" — g
Be=¢" —5¢"+ 60" + 3¢ — 64" — 29" + 29" + 29" — g™
CB= =g 460" — 100" ~ g 4 12m =307+ ¢ — 60" + 2
=3¢ + 29" 4 24 — g
Be =4 —7g" 4+ 15¢° — 44" — 194 4 1247 1 7"+ 9¢" — 37° — 6g"
TG =697 ¢ 4 207 — 39 4 27 29" —¢"

e ——————————

Sa(1)
a2 3 4 s 5 674
S.(1) | 1 2 10 74 706 8162 +69966—
o oo
P, (1)
2 3 4 s 5 (499
e A S E— 27 248 2830 37782
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