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18 ) A, BAINTE-LAGUE.

clagse est au moins p, si n=2/m est pair, et au moins p +1 si
= am-1 est impair. Dans un grand nombre de cas, lu classe
prend bien sa valeur minimum. Il en est ainsi, par exemple, s1
N o= am -1, cas on p=2q est pair, et si, en oulre, les éléments (@),
(b), ... sont deés polygones. De méme encore, siles plus grands com-
muny' diviseurs «, B, ... deaeln, betn, ...sont premiers cntre eux
doux A deux evde produit 7| 90]. Sin=2m, la classe a sa valeur mini-
mum lorsque, par exemple, les divers éléments sont formés de poly-
gons ayant un nombre pair de colés, méme si 'un deux comprend
les m diamétres. La classe a encore cette propriété si nS14. Peut-éire
en ost-il de méme pour tous les réseaux polygonaux!
_ /

99. L'éwude du rang est des plus difficiles. Nous. signalerons

simplement, quelques propriéleés données par Sainte-Lagué [90].

. Un réseau polygonal d’ordre impair, supérieur @ 5, et formé
de deux éléements est tripartie ou tétrapartie.
Un réseau polygonal d’ordre pair et formé de deux ¢léments
est bipartie, tripartie ou tétrapartie. o
EL enfin, la condition nécessaire et siffisante pour qu'un réseau
polygonal d'ordre n composé des éléments (a), (b)) ---. soit
bipartie est que soit pair et a, b, ... impairs.

30. La puissance d’un réseau polygonal d’ordre n, de degré p ne
peut étre inférieure A 2(p —1) que si Pon peut séparer p sommeLs
formant un royau (8). Elle est alors égale & p, comme ceci a lieu
pour le réseau Jordre 10 et de degré 5 formé des trois €léments :

(2))(4%(5) B

Les dimensions (8) d’un réseau polygmml sont les mémes pour tous

“les sommets. 1 existe des réscaux polygonaux associubles (8) et

méme semi-camplets. Le plus simple est le réscau d’ordre 13 composé
des wois clements @ (1), (3), (1.
J

31, Réseaux polygonaux homéomorphes. — Lragons un heptagone

végulier et les diugonulus qu sous-tendent chacune deux septicmes de

circonterence (fig. 4). Numdérotons les sommets de ce réseau cn sui-
vant le p()])fg()ﬂ«: éloilé intérieur, l)uis dessinons a cOLé un réseau
homéomorphe dont les sommets seront numeérotés  dans Vordre
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-, et au moins p +1 s1
ombre de cas; la clussej
‘ainsi, par exemple, si
n outre, les éléments (a),
2, siles plus grands com-
. sont premiers entre eux
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naturel, On voit que ces deux réseaux polygonaux d’aspects différents

. sont cependant au fond identiques (4). On.div que I'on a une corres-
rondance réguliére entre les deux réseaux; mais il existe des
correspondances irréguliéres. '

Fig. 4.

2 5 L Y

Si l'on se propose, comme I'a fait Sainte-Lagué [90|, de chercher

“le nombre des réseanx polygonaux distincts ayant » sommets, il
faudra étudier les correspondances régulicres et irrégulieres. Nous | !
nous boernerons ici au prentier cas,
Un probleme préliminaire & résoudre est le stivant

P dtant donné
un cercle partagé en parties égales

y quel est le nombre des poly-
gones converes, distincts, ayunt leurs sommets pris parmi ces
mpoints de divisions? Deux de ces polygones, uppelés pol gones (1),
sont distinets si on ne peut passer de Pun a Paute

¢ par une rotation
de & fois un n¥m de circonférence

. Le cas des polygones (T) ® un
ou deux sommets n’est pas exclu,

32. Une seconde étude, dgalement préliminaire, est celle des
semi-congruences : on appelle nombres semi-congrus par rapport
2 un module n donné¢, deux nombres @ et b tels que, soitle
soit leur différence, soit congrue a n au sens
Ceci se représente par

ur summe, -
ﬂl'il.lunétique du mot.

a-—b (mod n),

On dit qu’un nombre appartient au semi-exposant q, si q est
le plus petit exposant pour lequel 77 est semi-congru a 1. La valeur

“minimum de ¢ est m en désignant, avec Gauss, par 2m=o(n) le
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i ! nombre des entiers non supérieurs a n et premiers aveclui. Sig=m, | deélin

j I est une racine ’semi-primitive de n. _ » _

| Voici les résultats ‘essentiels de I'étude des semi-congruences : el L

!' { \ La condition nécessaire et suffisante pour que' loute solution ' sur |
i , de Uune des congruences ou semi-congruences rr=1el =1 S0l somiy
! ;- solution de Uautre est que lewr module commun soit semi-premier, resea
{ : Cest-d-dire de la forme a* ou 2.a%, a étant un nombre premier. . enw
F . Le semi-exposant g auquel appartient r, premier avec n, est ’ point
i . ‘ un diviseur de m. w foi

1 b Si r appartient au semi-exposant ¢, il en est de méme de 1¢, si des |

. | o est premier avec . ‘ _ dant
“ Il y a o ou ¢(m) racines semi-primitives de module n' _ L
| . Toutes les racines semi-primitives de n se déduisent de l'une milis
i . " d’elles r en prenant tous les nombres ¢ pour lesquels o est infé- cony

1 i , ' rieur & m et premier avec lui. ' - i f““'”_'
.5 o Sir appartient au semi-exposant q et d’autre part a Uexpo- | distis
1 sant¢'yona g =qouq =29 : : .
5| . Si n est semi-premier, loute racine primitive de n est racine ! \
{‘ semi-primitive de n.

n— 3% gdmet > comme racine semi-primitive et n=:>2" admet 3.
Si a est premier impair, n=a* admet > comme racine semi-pri-

. h‘b‘ al.
2 s

: . mitive (@ >1), a condition que 22" — 1 ne soit pas divisible para®. 34
.%I D’ailleurs jusqu’a 2000, seul @ =1093 donne une telle divisibilité Y ditleér
i 186, 87, 89]. . 1 L
J B S Si 1 est racine semi-primitive de nn', c'est aussi une racine | i Gl
:'{ Vo semi-primitive de n. , ) .
Wl © L p=arbBeY ..., avec aw moins trois facteurs premiers impairs
! différents, n’a pas de racine semi-primitive. Il en est de niéme de Loy
1 ‘ == 2003 B, avec 0> 1, ow, si 0 =1, & condition que « ¢t b sofent certa
Y multiples de 4 plus 1. cyuat
4 N A ad ow o= 3. a* admet des racines semi-primitves, mads : prod
n==8.a% n'en admet pas.
‘ n étant impair, st Uun des nombres h, an ades racines senu- st
! primitives, il en est de méme de Uautre. point
33, Pour wiiliser les résultats qui précédent; prenons (28) un joisn
) réseau polygonal (R), d’ordre n, composé de p éléments (a),(b)y e - Lewrs
Considérons les entiers a, @, ... inféricurs a mavee 2m == ()|, el

[
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définis par

ra=a, 1rPZ0, oy " (moadn),

et tragons d’autre part un cercle divisé en m parties égales, cercle
sur lequel nous prendrons les points numérolés «, 8, comme
sommets d’un polygone (T) (31). Si maintenant on forme un
réseau (R') homéomorphe a (R), en numérotant les sommels de w
en v, avec w =1, le nouveau polygone ('I") aura pour sommets les
points a -, B+w, ... et se déduira de (T) par une rotation de
® fois le m™e de la circonférence. Le nombre, que Pon sail évaluer,
des polygones (T) est le nombre méme des réseaux ne se correspon-
dant pas entre eux a I'aide d’un numérotage de & en . '
La question est immédiatement résolue si n a une racine semi-pri-
" milive’ r, car toul enlier v est de la forme r*. Elle est plus
complexe si n n'a pas de racine semi-primitive, mais il est encore
facile de compter le nombre N :f('n) de ces réseaux polygonaux
distincts. On a ainsi les résultats qui suivent :

Nouins 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
7 5 15 6 37 13 36 32 37 34 73 58-
Sy [T 20 21 22 23 2% % 2 ST 28 29 30
CN.....-2183 150 262 186 1oog 420 707 703 ;6o 1180 4639

34. Réseaux primitifs. — Se placant a un point de vue entiérement
dilTerent, Petersen [34] éudie les graphes ou réseaux primitifs.
J L’étude des invariants des formes binaires a conduit Hilbert [88],
a étudier des produits tels que '
(@) — @) (2 — -Z'a)ﬁ(fvi — )V (T — ap )t

]
Le degré en @y, 2y, -y Zu ¢lant le méme pour chaque letwre, ¢t
certains des exposants pouvant otre nuls. Les solutions primitives des
(:quutions diophauntines correspondent aux fucteurs primilifs de ces

produits qui sonl définis de fagon analogue. Clest ainsi que
| ‘ ' (a1, — aa) (&, — ) (@3—21)

est un lacteur primitif. Petersen représente chaque lettre @, par un
point, chaque terme @), -— a7y ou (2p — @g)* par 1 ou % chemins
‘inignuni les |minls Lp el Ly l.¢ |n'u|)|1"|nc de la recherche des fac-
Lewrs primitils s'énonce comme suit : wn reésean (R) réguliery Sl
et simple, avec ow suns chemins multiples étant donné, est-il
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te, si elle est identique A
n symclnque (61, 71).

ions, si 'on ne tient pas

suivant :
Groupes Groupes
de 2n2. de An*.
o de .50
6 6 de 72 1 de 144
21 de 98 15 ‘de 196
4 67 de.128 121 de 256

tableau devient le suivant :

oupes Groupes Groupes
2ni. de 4n’. de 8n%.
de

de 3 de 144

de 98 19 de 196 8 de 392

de 128 47 de 256 49 de 512

ations se rattache la notion
et qui résulte de la compa-
turelle des nombres. Clest
11— 1,2—2,7—17 el un
, comme l'a montré Sainte-

précédents. Si nous tragons

I e pups o |

la pulnumlum 1234567, nous
marqués ici par des points

C

A g,

~

-4—-,...-““—

) 0 9 O ¢

.

. u:s RESEAUX. > 3¢

5

" entourés d’un rond et le cycle de 4 qui donne un polygone ;) 8 coLés
tracé en pointillé, .

‘Oun vériliera que A, son {nyer se, sa complémentatre et sa réci-

- proqueont les mémes cycles. Une permutation est auto-réciproque
si elle n’admet que des cycles de 1 ou 2 et réciproquement.

A un schéma tel que celui de la figure (fig. 11), on peut associer
un nouveau réseau (p), en tragant un cercle divisé en 7 parlies égales.
Le cycle 1 — 1 donne le sommet 1 avec une boucle ; de méme pour
2—2et7—n; le cycle 4—3—6—5 donne le quadrilatére de
sommets 4, 3, 6, 5. Ces schémas sont quasi-identiques a ceux que
va donner le probléme suivant.

62. Probléme des timbres-poste. — On trouve dans Lucas [142]
I'énoncé suivant : de combien de maniéres peut-on replier sur un
seul une bande de n timbres-poste ? Malgré sa grande simplicité
apparente, cette question est restée insoluble.

Si, avant de les replier, on numérote les timbres : 1, 2, ..., n, la
bande pliéc donnera, de dessus en dessous, une certaine permutation.
Il fant distinguer les. permutations possibles des permutations
impossibles.

Comme le propose Sainte-Lagué [151 ], représentons par un point
d’une droite chaque timbre de la bande, et par un demi-cercle, ou
un contour analogue au point de vue de U'Analysis situs, la char-
niére qui rejoint chaque timbre au suivant. Nous associons ainsi i
une permutation possible, telle que

2—1—3—6-—-5—4—7-—9g—11—12—10-—8,
un schéma tel que celui de la figure (fig. 12). On obtient ainsi une

Fig. 12,

?m 6 5[)4- 7 9@10 8

TN

courbe quiy si Pon place alternativement les demi-cereles de part ot
d’autre, n’a aucan point double. La véciproque est évidente.
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- Nous nous bornerons a indiquer les proprié¢tés que voici : si une
permutation A est possible, toute permutation circulaire de A
est possible. Ce théoréme est fondamental, car il met en ¢vidence le
seul groupe simple que P'on puisse former avec de Lelles permuta-
tions. 1l permet de supposer que toute permulation commence par 1.
Si A est possible, la permutation inperse et la permutation com-
plémentaire de A le sont aussi. Pour simplifier ce qui suit, convenons
maintenant de numéroter les points de la droite (fig. 12) dans
Pordre habituel, puis lisons-les dans I'ordre ou ils sont rencontrés

par la courbe. On a de nouvelles permutations telles que icl :
1

y—1—3—6—5—4—7—12—8 —11—9—19,
et les énoncés suivants : le nombre des permutations’ possibles
commengant par 1, p est égal a celui des permutations commen-
¢ant par 1, n+2 — p, ce que l'on peut écrire, avec des notations

évidentes :
Kb = Ki+2-p,

Le nombre: des permutations possibles commengant par t,2 est
égal au nombre total des permutations possibles commengant
par 1 et ayant un élément de moins, ou encore :
K2=Ki=K,,

en-posant

K,= K2+ Ki+...+Kji.
Sin est pair, il 0’y a pas de permutation possible commencant
par 1, et suivie d'un nombre impair, ce qui s'écrit

Kif'' = o.

1l est fucile d’avoir des familles de permutations toujours possibles,
par ¢xemple en prenant de fugon quelconque des entiers croissants,
puis, areivé & s, vecopinten déeroissant tous les entiers restunts, On
peut aussiy de bien des fugons, déduire une permutation possible
d"une autree, Si, par exemple, une permutalion se Lermine par

N T L7 B F R

R R e L N e X B e

on pcul l'emplzlccr ces termes pav
L, on—2q, n—2g 1, ne—2g 3,

n+3, n—1, n, n—2, n—4fk L, n— g 2.
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Si, entre p et’p + 1, se trouvent des entiers r,s, ..., n tels que la
liste ‘ S '
e Py Ty S ey W, PRy g

comprennce de 7~ & « tous les entiers de p 4+ 2 & ¢, on pourrd rempla-
cer cette liste par

G Py P, o, ey, s, 0, gL,

- Disons encore que si une permutation est possible, elle ne peut
pas convenir aw probléme des,n reines non en prise sur un échis
quicr de n* cases (72). ’ ' ‘

(3. On peut donner diverses formules de récurrence. Soit, par
exemple, I, le nombre des permutations impossibles et w, le nombre
des dispositions de p timbres dans lesquelles I'impossibilité provient
uniquement du dernier timbre. On établira les formules suivantes :

I,=5.6...(n —l)wg+6.7.. (=1 ws+.. (R —1) gy,
» Iy—nl,—y = w,. ’
Les premiéres valeurs de N =/ (n), nombre de permulations
possibles de n timbres, sont données par le tableau
e 02 3 4005 G 7 8 Y 10
|/ Nooeowoo 12 6 16 50 144 448 7472 17676 41600

Pour terminer ceci, considérons une des moitiés du schéma

(fig. 12) en prenant les demi-cercles supérieurs. Lin refermant sur

elle-méme la droite qui sert de base, on est-ramené a considérer un
cercle ctdes cordes ne se recoupant pas. On retrouve ainsi, & quelques
vestrictions pres, un réscau bicubique (40), mis sous une forme que
lon rencontre assez souvent dans les questions de Géoméirie de
situation.

64. Courbes. — Aux questions qui précédent se rattachent divers
| [ur p
problémes de Géométrie de situation. Beaucoup concernent les figures
formées par un fil pos¢ sur un plan, sans nouds, et avec sculement
) 1]
des points doubles apparents [127, 128]. On a, par exemple, enonce
[ ) P ) ) 1 ple,
suivant [102] : si une courbe, sans points Larréts, n”’a que des
. » ) q
points doubles, on peut, a chaque croisement, marquer un -+ et

— I b et e = . 2 K -
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42 A. SAINTE-LAGUE.

un — sur chacun des deuw traits qui y passent, de telle fagon que,
si Uon suitla courbeyon rencontre alternativement un +etun —.

Citons encore ici la théorie des caractéristiques due a Kronc-

ker [139] el que nous allons résumer d’aprés Weber [163].

Sur toute courbe fermée, sans point double, nous appellerons seps.
positif un sens tel que, par exemple, 'intérieur de la courbe soit &'
main gauche. Prenons deux courbes ¢ et § et désignons par le mot
d’enclos la portion intérieure a une des deux courbes et extérieure
a Pautre. Un.point Jd’entrée sera un point par lequel, en allant dans
l¢é sens positif sur @, on pénétre i Vintérieur de §. On délinira de

méme un point de sortie. Ajoutons maintenant  une Lroisiéme

courbe f (fig. 13)- Associons au sens positif sur f,oerdle cycle

e w{a,"f, @ Yy fy -.., Ou en abrége f, ¢, § et au sens négauf le

cycle inverse f, §, ¢. Nous appellerons, pour le cycle f, 9,.¢ point
dentrée chacun des e points d’entrée £ de f dans'enclos ¢, ¢, acon-
dition qu'’il soit sur ¢ et non sur §. De méme les s points de sortie S
seront sur ¢ et non sur §. llya, ici, trois points E et un S. La carac-
téristique k du systéme de courbes f, o est la moitié de la diffé-
rence e — s. lei, k=1. ’

Si Pon désigne par & (fy @, ) ce nombre, on ctabliv qu’il 'y a
(u'une seule valeur de & pour un cycle f, 9, b

(5. Tresses. — Considérons n droiles 1, 2, - . -, 1t Lracces dans le
plan, et telles que deux ne soient jamais paralléles it trois concou-
vantes [150]. Coupons-les par une (ransversale variable A qui se
déplace parallelement i clle-méme, donnant ainsi diverses permuta-
tions. A chuaque pussage par un point commun A deux droites, on
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vérifiera que le nombre des inversions varie de 1, ce qui permet
Uétude des propriéiés des inversions de permutations [127 |.

On généraliserait facilement ceci en considérant une ¢ esse [150],
formée non plus de droites, mais de courbes qlu,lcnn(lut,s, coupées
pur une tansversale on une courbe analogue du point de vue de
UAdnalysis situs.

VII. — XcuiQuikr.

Echiquier. — Les points du plan a coordonnées entiéres
forment un résean que I'on peut considérer comme un échiquier
indéfini. Un grand nombre de questions de Géométrie de situation
se raménent immédiatement a 1'étude de tels réseaux. Comme elles

sont souvent insolubles dans le cas général, on se borne habituelle-

ment & des échiquiers de n? cases,.ce qui introduit les bords de
Péchiquier.

Clest ainsi que, sous le nom de carrés ou échiquiers anallag--

maltiques | 185, 187, 195], Sylvester.[iQ'Z] considére des carrés i
cases blanches ou noires, dans lesquels, pour deux lignes ou deux
colonnes quelconques, le nombre des variations de couleurs est
toujours égal au nombre de permanences. Leur étude est analogue
a celle des formules de décomposition d’un produit de sommes de
4, 8, 16, ... carrés en sommes de 4, 8, 16, ... carrés [178].

67. Un grand nombre de liaisons conventionnelles entre les som-
fnets ou cases d'un échiquier sont précisément représentées par les
piéces dujeu d’échec, ce qui introdait une ter minologie classique.

Le roi peut aller d une case m,n & 'one des 8 cases ny,n+1;
m =1, noum =, n 1. 1 parcourt {) (.haque pas un des chemms
d’un réseau régulier de degré 8.

La tour va de m,n a m,p ou p,n. Elle uullse les chemms d’un
réseau régulier de degr

Le fou vade m, na m = p, n==p. Silon considére m,n comme
case paire ou blanche, ou bien comme case impaire ou noire, sui-
vant que me ¢l 2 sont ou non de méme parité, on conslale que le fou
se déplace sur des cases de méme parité. En faisant tourner échi-
(uicr de 45°, on voit que le déplacement-du fou est identique i celui
de la tour. On considere parlois le demi-fou |1 96 qui va de m, n a

m = p, n == p, les doubles signes étant les mémes, ou élant inverses.

g
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La reine admet a la fois les déplacements de la tour et ceux du
* fou. Elle utilise les chemins d’up réseau de degré 8 Une demi-reine
admet les déplacements de la tour et ceux du demi4fou [196].

Le cavalicr va de myna m==1, n =2 oum =9, n 1. A chaque
saut il parcourt 'un des chemins d’un réseau régulier de degre 8.
Une amaszone a les déplacements de la reine et du cavalier [196].

On considére parfois un échiquier indéfini comme résultant de la
juxtaposition d’¢chiquiers 4 n?* cases. Toute case de coordonnées
an 4+ p, P+ q estalors remplacée par p, g, case congrue (module ),
dans Vun quelconque des échiquicrs a n* cases, en général dans celui
pour lequel p et g vont de o a n—1. Avec celte convenlion, une
veine placée sur la case p, g peut atteindre, ou commande une quel-
conque des cases d’abscisse p ou d'ordonnce ¢ el en outre des cases
qui, ramenées aux cases congrues de I'échiquier primitil, y occupent,
en général, outre les paralleles primitives aux diagonales, des seg-
ments de deux autres paralleles. Une grande reine cst une reine
qui commande simultanément loules ces cases de léchiquier de

nt cascsv[196]'.

-68. D'apres Lucas [186], le nombre des sauts distincts que peut
faive le cavalier sur un c¢chiquicr rectangulaire de pg cases est:
8pg —12p —12q + 10. S'il peut aller delacase m,nam = r,n + 5
oudm s, n == r, cerésultat devient 8pg — 4 (p + q)(r-s)+8rs,

"nombre a diviser par 2 si 'un des nombres r, s, 11— est nul.

Les déplacements des autres piéces peuvent se ramener a ceux des’
cavaliers, ce qui donne pour le nombre des pas du roi :

8pg— 6p —6q 4+ 4.
Sur un ¢échiquier de n* cases, ce nombre devient 4 (2n -— 1) (n — 1).
Le nombre des déplacements de la tour est 2 n* (n—1); celui des
deux fous, pris ensemble, ézn (n—1) (2n—1); celui de la reine,
%.211, (n—1)(dn—1).

AY
69. Problémes de tours. — lLes dispositions de n tours non-en
prise deux a deux sont données par des pernutations, (question
deji étudide eusur laquellenous veviendrous (71). Plus gencralement
pour un Eehiquicr de pg cusces, Lucas [180] ¢tablit ln formale sui-
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vante, dans laquelle I, est le nombre de solutions pour 7 tours
rEy=(@—=r+i1)(g—r+1k.,
d’on I'on déduit - ,
1 E,=r!C;Cy.
M Ny
Partageons maintenant 'échiquier en deux parties et soit T% le
nombre de fagons de placer r tours non en prise, telles que s soient
sur le’ premier échiquier partiel et » — s sur le second. On a les
deux formules :
;o Ee=T0 Tt T+ TS
et '
(p—=r)(q—r)Tit = (r—s+2) i34 + 5T, |,
On en déduit que ‘pour Péchiquier de 64 cases, les nombres f, de
facons de placer r fous de méme couleur sont donnés par
Pooiiiiia 0 2 3 4 5 6 7
oo, . 32 356 1704 3332 2816 632 16
le nombre IV, des fagons suivant lesquelles on peut placer n fous
blanes ou noirs, non en prise sur Iéchiquier de n? cases, est donné
par .
I, =_fn +flf)l—l '*‘f)lfu—i‘*‘- . -"“fnwlf'l "‘fu-
ce qui d’aprés Perott [192], pour n = 8, donne 22 52200 solutions.”
X . 70. Lucas [185] cherche le nombre Q. des disposilidns ou aucune

tour n’est sur une diagonale fixée, ce quidonne le nombre des permu-
tations dont aucun élément n’est .4 son rang naturel. On a la for-
mule

| ’ Q;4=("—')(an~l'+‘Qu—2.)y

~ d’ou on déduira

Qu=nQu-1+ (— 1),
Qn I

n! 2!

el par suite

! +...+(")“. ' :

+Z_! n!

1
31
On retrouve ceci a particde P, == n!, nombre des permutations de
n éléments, qui peut s’éerire :
P, = Qu-+CLQu 1+ ChQuoy+. oo+ 02 Q fmepp a1 Qy,

N

Qu — 1 Qu = 2y 00 (:m'rlrspomlunl aux pcrmululions avee n, a2,

p—
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i A. SAINTE-LAGUE,
ours sur la diagonale considérée. Ceci peut s’écrirve sy mbohque—
nent. daprés Neuberg {1901,

Pl = (Q 4 (),

-~

“es récles du caleul symbolique s'appliquant aux dérivées, la formule
. ) ¢

le Tavlor donne

(P42 = (Q+I+J‘)"‘),

qui est vraie quel que soit z, d’od en particulier pour = —1:

Q'in):(])_])m)_ ~

71. Pour les D, disposilions de n tours symétriques par rap-
hort & une dmwonale ce qui cmrespond aux permutations aulo-

Tf’Cl/'] agfues | (60" 1, on trouve que -

D,=D,—1-+(rn—1)D,_,,

d'onn - -
nin—1) n{n—mn)i{n —2)(n—23)
Dy,=1— -+ 7
2 2.4
N n(n—l)(n—'z](n—.3)(11—.’;)(11—5) .
2.4.6.

; .. . ! ;
Pour les B, dispositions symétriques par rapport aux deux diago-
nales. on a

Banoy= Bux et Byn= ?~B2n—2+(')-,”—'3)32n—5,

ce qul permettrait le calcul des termes B.
Le nombre T, des dispositions sy mélriques par rapport a une dia-
zonale. sans qu'aucune tour soit sur cetle diagonale, est donné par

Tiwsr1=o0 ct Ton=(2n—1Ta_s=1.3.5...(20—1),

ce qui conduit aux formules symboliques :
D# = (T 1) ou Trot = (D — 1),

Si S, est le nombre des dispositions symélriques par rapport au

centre et pour lesquelles ancune tour n'est sur une diagonale, on a
Sops1 =0 et Seu=1(2n—=1;Sy,0+(2n—12)S3,¢,

ce qui, en désignant par G, le nombre des permutations symétriques

. @
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par rapport au centre de I'échiquier, donne

Gingy = Gan, Gitrl = (824-1)ln), Gip=12".n!=2nP,,

Ou encore e

. . n
S = (Gt—1) = (2P —1) =2"n! — ﬁz'l"(n =D+ (=)

72. Problémes de reines. — L’un des plus céléebres parmi les
problémes de reines est celui « des huit reines », cas particulier du
suivant : de combien de maniéres peut-on placer sur un échiquier
de n? cases n reines quc deux a deux ne soient pas en prise ? [158,
18%, 194].

Toute solution d’un tel probléme peul se représenter par une per-
mutation et 'on voit que si une per mutation est posszblc, il en est

de méme de la permutation incerse, ou complémentaire, ou réci-

progue, mais non en général des permutations additives ou circu-
laires. Chaque solution-type donne ainsi naissance, & cause des
symétries, el, suivant les cas, 4 8, 4§ ou 2 solutions distinctes.

Des études empiriques ont donné la liste des solutions pour les
premiéres valeurs de n et I'on a ainsi le tableau suivant [136] :

n. f.23. 4 5 6, 7.°8 9. f0. 1. 12

Solutions - type non e ) 3
L SYmétriques. ... ..... A fook, Tl i T4
Solutions - type avec _ ' ;

upe symétrie......... g OO R . ST WY |
Solutions - type avec . . ) R e -,

deux symétries...... ' 12 4 1 42 83 329 1744
Nombre total de solu- < S ) f :

tions<type.......... I o OE 2 1 6 12 36 92 341 1766
Nombre total de solu- \ it

tions........ e . 1 0 -8 2 10 4 4o 92 352 72§ 2680 1§032

On a élabli que,-a partir de n =3, le probléme des n reines a tou-
jours au moins une solution [156], qui peut s’écrire pour n mul-

tiple de 6 plus o ou 4:

2, 4, 6, ..., n, 1, 3, 5, L, n—i,
et pour 7 multiple de G plus 2 :
j,n—2, n—4. ..., 8 6, n.2,n—1, 1, =5 n—7 ...,3, n—3.

Le cas de n impair s’en déduira facillement.

2562.X
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A. SAINTE-LAGUE.
-3, On a cherehé @ placer grclmlcs reines (67), non en prise,
« un cchiquier de n? cases [193]. On obtient des dispositions
Strigques qui conduisent a des carrés magiques. "Deux de ces

5 une Lroisieme, si I'on en fait
suivantes sur deux échi-

isitions peuvent Jonner naissance

~|
; rodudt. Cest ainsi que les dispositions

Jers, de =% et D% cases !

\—5—2—6—3—7—14 et 3—1—4—2—05,

anent comme produit pour 352 cases:

- 8—6—gr-—7-—1o——28—26

3—2—5—23—21—24—22—'25f
— 29 —27— 30— 13 —11—14— 12——15—33—-31—34—-32—35
7—18—16—19—17—10, -
- qui, sil'on construit les trois schémas, explique suffisamment le
-ns du mot produit.
Le nombre de fagons de placer p reines non cn prise deux a deux

p=2H89]:

lﬁnl:n—l)(ll——'l)(3n—l)

ar un échiquier a n? cases, est, pour

1, pour p =3 [181, 191, 199] :

%(n—x)(n—?a)(an‘—nn’*-&- 25nt—14n—+1). _
12

Esf-il possible de placer, sur un échiquier de 64 cases, 16 reines de
agon qu’é,réﬁ'fihaque ligne, colonne ou parallele & une diagonale,
‘ne reine ne soit en prise qu'avec une autre au plus? Ceci suppose
il v oait 2 reines par ligne et par colonne et conduit a des permuta-
:-ns doubles telles que la suivante qui donne une solution du pro-

_léme [156] :

@3

1

2 1
6 7

5 4 2
8 6 3 7

(&4

4

8

Le schéma suivant donne le nombre maximum de reines, qui
<t 11, telles que chaque reine soit en prise avec 2 autres et seule-
ment avec 2 [153] la dernicre colonne ne contient aucune reine):

301 05 2

4

1 3 7
8 6 7

Disons enfin que, sur un échiquier de 49 cases [156], on peul

J
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placer 4g reines de 7 couleurs différentes, les 7 reines d'une méme
couleur n'étant pas en prise 2 a 2. Si A, B, G, D, E, F, Gsont dans
I'ordre les couleurs des

/
vantes s'en déduiront par la permnlalion circulaire qu’indiquem les

couleurs de la premiére colonne : A, C,EG,B,D,F.

reines de la premiére ligne, celles des sui-

p de reines qui commandent
— 11 y a, ici, trois hypothéses
a, les p reines considérées deux a deux peuvent ou non
étre en prise:

74. Quel est le nombre minimum
les n? cases d'un échiquier? [154].
distincles :
b, chacune des p reines est en prise avec au moins
une autre; ¢, aucune des p reines n’est en prise avec une autre.
(72), & cher-

cher d’abord des solutions-type qui a I'aide de symétries donnent

1l y a intérét, comme pour le probléme des n reines
toutes les autres. Nous nous bornerons a donner, pour chacun deés
trois cas a, b, ¢, le tableau récapitulatif que voici [154] :

8 "7 %, 9

F

o

" pour commander

P
a. Solutions-type..
Nombre total...

b. Solutions-type.. |
Nombre total... |

e O e O Y| 0 D

reines groupées dans
an carré central de 52 cases, on peut'cominander les 132 cases d'un

Signalons encore les résultats sulvants : avec 7
échiquier; avec g reines groupées dans un carré central de 7? cases
on peut commander les 172 cases d’un échiquier, etc. -

75. Problémes de cavaliers. — On s’est posé au sujet des cavaliers
des questions analogues a celles qui précédent et en i)articulier on
s'est demande combien il fallait placer de cavaliers sur.un échiquier
toutes les cases [133]. .

D’autre part, Désiré André [158] a cherché sur un échiquier de
largeur § ot de longueur n quels sont les nombres de fagons Py, Qu,
R.. S, domntun cavalier, qui ne recule jamais, peul atteindre chacune
des § cases de la 27 ligne en pariant d'une case donnée. En appli-

wlwonial DES sC. NATH. — Ne 48, 4

9

\ -
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quant la méthode des arrangements complets, il a montré que,

Pu= Qs+ Ry, Ry=Poy+ Qnog+ Sp—a,
Qn-: Pn_o+ Ry Sn*, S,= Quar+ Rn—!a

d’ot, en désignant par N une quelconque des letires P, Q, R, S

?

Nn=12N,5+ 2N, + 4 Nuss+2Npg— Nps,
sulte récurrente provenant de Péquation génératrice :

(I+1)(z3—x2__:x—;)(z*;;—zx—1)=u.

TX. — MiRCHE DU ‘CAVALIER.

75. Probléme d’Euler. — Un des problémes de la Géoméirie de
situation qui, comme le probléme des 8 reines, a été étudié par de nom-
breux auteurs est le probléme d’Euler [200, 208, 209, 215, 220].
Commentobtenir tous les déplacements du cavalier qui le font
passer une fois et une seule sur chacune des cases de Uéchiquier?
Quel est lenombre de ces déplacements? Ce probléme a é1é étendu
a I'espace a trois dimensions [201]. . "

Les cases de 'échiquier forment ici un réseau a 168 chemins, et
64 sommets, dont 16, dans le carre central, sont de degré 8; 16 de
degré 6; 20 de d"egré 4; 8 de degré 3 et 4 de degré 2. 1l faut y tra-cer
des chaines complétes, ou méme des circuits complets (5) si la
case d’arrivée du cavalier coincide avec celle de départ. Ces chaines
s’appellent ici des marches du cavalier, les circuits élant des
marches rentrantes. Certains amateurs ohtiennent de 10 a 12 solu-
tions différentes a I'heure et I'un d’eux, en 1860 [215] en a obtenu
de 48 a 50 a 'heure (81).

77. A chaque saut, le cavalier passe d'une case paire, ou hlan_cht?,
4 une cisc lmpaire, ou noire (67). On en déduit, comme I'a fait
remarquer Euler | 208, 209], que, dans une marche rentran.le, la
somme des numeros dans chaque ligne ou colonne est paire. 11
en résulte qu'il n’existe aucune marche du cavalier sur un échi-
quier de forme quelcongue si la différence entre les nombref des
cases blanches et celui des cases noires n'est pas 1 ou o [215] et
aussi quiil 0’y a pas de marches rentrantes du cat'al'ier sur un
deldqulier, carré ou non, dont le nombre des cases est tmpair.

J
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/8. Pour noter une solntion; Vandermonde [221]

P . . . . a
désigner chaque casc de I'échiquier, par une fraclmn;

deux eoordonnécs. On peut anssi désigner une case par :

enfin se horner a numdroter les cases dans Pordre méme

lier v passe. Avec cette derniére notation la solutic
d’Euler [208, 209] s’écrit :

58 23 62 15 64 i 5g 53

61 16 59 22 55 14 51 20

24 57 10 63 18 “f9 12 53

9 6o 17 56 11 59 19 50

34 25 36 7 40 27 48 5

. 37 8 33 26 45 6 41 28
32 .35 o 39 30 43 4 47

138 31 44 3 i6 29 42

79. Méthodes diverses. — De Moivre [206] met en ¢
carré central de 16 cases et fajt circulerle cavalier dans l¢
cases, en passant le moins possible dans le carreé central, s:

Euler [208, 209] trace d’abord une chaine au has
longue qu’on le peut, et essaie ensuite de la rendre rent
tache enfin d’y adjoindre 'une apréé Pautre les cases inutilis

Bertrand [202] compleéte cette méthode en montrant qu’.
sible de déduire de nouvelles solutions d’une solution déja
80. Laquiére [214] étudi& les circuits que l'on peut ti

2 A ;
les chemins du reseau, ou marches rentrantes partielles:

ensuitede les relier deux a deux. 1] cherche aussi, 4 obtenir de
partielles symétriques. A ce sujet, Lucas [215] fait remarqu.
marche rentrante ne peut admettre un axe de symétrie ve
horizontal, ni confondu avec une diagonale, mais il peut ad;
centre de symétric. On en conclut qu’en général une mar
trante donne 16 autres marches. Si elle est rentrante, cg

peul y prendre 'origine de 4 facons différentes, on en ded
autres marches rentrantes.

81. Ces symétries ont engagé Euler [ 208, 209] et d’autres
comme Roget [218, 219], a chercher une solution du proble
le demi-échiguicr, limité a 'horizontale du centre. On do

symétrie et Euler a montré comment on pouvait raccorder ¢
marches.
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