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AVERTISSEMENT.

Cet Ouvrage n’a rien de didaclique. Ce n’est pas non plus

un simple formulaire. Je me suis efforce seulement d’exposer,

non la theorie, mais la suite des calculs qui se präsentem

naturellement lorsque dans une fonction uniforme on se

borne ä donner ä la variable des valeurs entieres. II n’est

pas possible d’eviter de constater qu’une classe remarquable

de fonctions est ainsi pratiquernent determinee si l’on admet

que les fonctions periodiques, introduites logiquement par

le calcul, peuvent etre systematiquement elirninees dans le

senl but de simplification. Ce postulat une fois accepte permet

d’employer des methodes elementaires, d’une commode uni-
formite. J’ai d’aillenrs intentionnellement laisse de cöte les

considerations de convergence car il s’agissait ici, non pas de

demontrer des propositions mais de les rattaclier les unes

aux autres d’une maniere aussi etroite et aussi claire que

possible.

J’ai introduit des le troisieme cbapitre la notion de fonction

reciproque. L’avantage correspond ä celui que l’on retire

de l’emploi de la fonction /(—x) dans l’etude de la fonc

tion f{x). L’autoreciprocite est une Sorte de parite.

Les coefficients des developpements en series des puissances

de log(i — z) reviennent dans toutes les formules, surtout

ceux des puissances i et — i. Ces derniers sont utilises



AVERTISSEMENT,

exclusivement dans les formules sommatoires et non les

nombres de Beriioulli.

Le calcul des sommes alternees est fonde sur iine Operation

speciale et je ne sais si j’ai ete precede dans cette voie. J’y

ai insiste dans la mesure oü le permettaient la dimension et

le but de cet Ouvrage. Les formules employees sont d’ailleurs

plutot des moyens d’interpretation des series divergentes

que des procedes de sommabilite.
La fonction F revient sans cesse dans les calculs en raison

de la maniere simple dont eile est rattachee ä

chapitre special qui lui est consacre se trouve une expression

du reste de Stirling qui est convergente et se preteau calcul.

J’ai donne aussiune nouvelle expression de la fonction entiere

qui figure dans le developpement de F(,y). Elle est maniable

et ne renferme qu’une seule transcendante qu’une generali-

sation facile rattaclie au logarithme integral.

Le dernier chapitre est consacre ä Fetude d’un groupe de

combinaisons des valeurs /(o), /(i), ● . ● qui paraissent

jouer dans les facultes un röle analogue ä celui des differences

ordinaires dans les polynoines. Ils permettent au point de

vue formel le passage d’une serie de Newton ä la serie de

facultes qui lui correspondrait. La solution complete est liee

ä Femploi des series divergentes. J’ai indique aussi tres

sommairement un procede dhitilisation de ces coefficients

pour le prolongement des termes de certaines series et le

calcul d’une valeur logique de leur somme. L’exemplc

indique — ä la verite tres particulier — d’une somme obtenue

avec quatre chifl'res exacts pour une serie dont on ne

connait que liuit termes dont l’addition ne donne que le

premier chilfre conforme, et cela sous des hypotheses admis-

sibles, m’a paru de nature ä attirer l’attention sur cette

methode. Je suis convaincu d’ailleurs que Fon peut esperer

VI

● Dans le
I -(- X



AVERTISSEMENT,

par une etude approfondie de ces coefficierits ä

reconnailre la nature d’une serie de factorielles et peut-etre

a separer les elements entiei’s et fractionnaires.

Je n’ai pu eviter quelques notations nouvelles et je m’en

excuse. Beaucoup trop de ruots en mathematiques ont des

sens diflerents et beaucoup trop d’idees tres precises n’ont

pas d’expressions suffisamment concises. Peut-etre au fond

u’y a-t-il de veritables progi'es que ceux du syiiibolisoie.

VII

arriver



LES CALCULS FORMELS
DES

SMIES DE FACTORIELLES

CHAPITRE I.
LA SERIE DE NEWTON.

1. La Serie de factorielles la plus simple esl la serie enliere

appelee s6rie de Newton pour laquelle nous adopterons la notation

(■) /o-/.X I — flf

n = 0

a-(i — x). . .{n — i — x)Xn — )
1.2. . .n

Sur Faxe reel une serie de ce genre esl
au delä d’un

en general convergcnle
point critique a;„. Elle definit une fonction/(,r)

inversement toute fonction f (x) remplissant certaines conditions
est developpable en serie de la forme (i).

D’autre

et

pan, il est Evident que les coefflcients / peu\ent eire
calcules de proche en proche au moyeii des vale
f(x) pour une suile de n
le calcul au mojen du tableau suivant.

Inscrivons dans

urs que prend
+ I eniiers superieurs ä x„. Nous feroiis

premiere colonne les Valeurs /(o) ’

./(O? /(ä), ● ● ● ; dans une seconde les differences /(o) —/(i),
f(l)—f(2), . .

une

et ainsi de suite, le coefficient /^' de la* 5

colonne elant forme en retran-{n + I ligne et de la (p + \ )
chant dans la colonne precedente du coefficient de la meine ligne
celui de la ligne immödiatement au-dessous. Le tableau sera donc

lerne

SI2R 1



CHAPITRE I.2

le construit qiielque-rectangulaiie et non triangulaire connne
fois.

on

Noiis aurons dans ces conditions

=/'ö —/''x-i— ..

i nous dösignons par N, considerc coinme fonction de «, le

Symbole dcsigno plus haut par X comme fonction de ic, les coetfi-

cients de la serie precedente satisferont aux relations

(^) ● 5

et si

./>
/(«+/>)=/ü—Xi./

dont nous utlliserons plus loin la symetrie.

appellerons diii'erence

ordonnee et nous designerons par le Symbole A/ la fonction

!2. PoLir eviter toule ambiguile, nous

car on a evidemment

AX„= X„_i.XXi=X„ = -i,

generale, la diflerence ordonnee d’ordre

XX„ = o,

D'une maniere

correspond a la serie

n

(3)

et l’on a d’ailleurs, j representant un nombre enlier ou non,

/(,r - r) = /(^) - Y, A/- Y, -..(i) ● ?

, X,, . .ayaiit le meine sens que X

La somme ordonm^e sera dofmle comme Operation inverse de la

precedente, mais en ajoutant la condition essentielle que la fonc-
. En adoptant le Symbole

Y,, \ I

tion obteniie sera nulle poiir x = o

pour definir la somme ordonnee nous aurons

= X„,QX

-(/«Xi + /iX, + /,X3 + ...)-

n—11)„=1J(-1) = XQX

Qf{x)

Les sonimes ordonnees successives se dötermineront de la meine

ajoutant chaque fois la condition supplcmentairemaniere mais en



LA SERIE DE NEWTON,

que la somiiie ordonnee d’ordre n sera nulle pour

quc

3

, de Sorten —

5) ßV(^)=-(/oX„+/,X + /^X«-I-1

Sans arabiguitö.

Ges formules se modifient lorsque l’on considere les valeurs

negatives de x. Posons

et nous aiirons

(3 bis)

(5 bis) ^9{-x) = f{i-x),

3. La suite des polynomes X peut etre consideree

lormee des somines ordonnöes successives de X

que le groupe des ̂ quations (5) pennet

d’exprimer les X au inoins fonnellement par des developpements
oü figurent lineairement les sommes ordonnees successives de la

fonction arbitraire/(ic).

Le calcul se ramene ä celui des coefficients de la fonction

inverse (au sens habituel du mot) d’une fonction donnee,

fonctious ctaiit supposees developpöes toutes les deux en söries de

puissances de la variable. Posons en effet

Xo = g„f -h -i-.. ..

Les autres polynomes X s’expriineront ä l’aide des nn?mes

coefficients par des sommations ordonnees successives. Uiie simple

Substitution dans la serie de Newton qui reprcsente f{x) donnera

donc les relations entre les coefficients / et les coefficients
iiiconnus g

com me

c’est-ä-dire0)

de —● I. TI est evident

ces

(fi)

(:) fogo — I) f pS'a + fp-‘ygi + - ■ fogp= O.

Or cette serie de relations est la meine que celle que 1
obtient en posant

[Ja + /i * + /2-Z-

b’aisons tont de suite une

^1S + ̂ ,Z2 + . . .) = I.

application tres simple qui au

on

ra



CHAPITRE I.

l’avantage d’introduire des constantes dont nous ferons un usage

parliculierement frequent. Considerons les fonctions (VI—-6)

4

X X«4-2«4-1

T« = — 32

i sollt les sommes ordonnees successives de p—

Les coefficients f„, ... du döveloppement

qui

seront ceux de la Serie ordinaire

(8)
log(i-s)

inverse de la s6rie qui exprime

ligurent dans y. D’autre part on aura, d’apres le Systeme (7), les
relations successives

^ et dont les coefficients

la1/.-2 ol/;-l +1(1 = — 2 P

qui dcterminent les coelficients i.

4. Les calculs du tableau fondamental s’appliquent ä la dcter-

mination des coefficients de la fonction f = x>’ et l’on a ainsi

entier positif, le developpement est limite et

pn = o/'—N, 1/'— —...

Lorsque p est un

l’on obtient

2X,X

ic3=Xi— 6X„+ ()X

— X|— 14X2-1- 36X2— 24X'^j

x^= Xi — 30X2-1-150X3 — 210X1-1-120X3, ....

1 —

On peilt remarqiier que le coefficient p\ de X* dans la llgne k
de la relation

peilt se calculer par voie de recurrence au moyen

P)i— ̂ ‘{Ph ' Ph-\)^

cetle iiieme regle s’applique d’aillcurs aux puissances nulles
ou



LA SERIE DE NEWTON. 5

negatives de x

I = X -X,-- X3--..I ■ ?

i=X.H
I I

X;,3X

5. La resolution du Systeme qui precede (9) nous donnerait

l’expression des X en series de puissances de x. Mais on arrive

plus rapidement au rösultat par la voie suivaute qui introduit

deux systemes de coefficients, lesquels jouent uu role important
dans toutes les series de factorielles.

Partons de la double ögalite

(10) I —(i — = sXi

log r log2 I — S 2 ! I — z

X

l0g3-^I '  3!1 1

11 suffit d’identifier les coefficients de .s dans les deux derniers

membres pour avoir le rösultat cberchö.

Inversement, nous aurons l’expression des puissances de x en
Serie de Newton en identifiaut les coefficients de t dans l’egalite

x‘'-e-,  , / xt x^f^

+... 1= Xi(i —e*)-i- X,(i—e')- + Xa(i—e‘y + ....I 3!2!

6. Nous sommes donc conduits ä Studier les coefficients de la

Serie
I

]og» ^ = a„(i) -H ̂ ai(s) + 32«2(«) +(I2)

11 est tres facile d’etablir des relations linöaires, en nombre

d’ailleurs illimitö, euti'c les coefficients a.

Nous ne retiendrons que celle que l’on obtient en öcrivant

I I

log.'+) - = >og* 3I — I 2

et qui se traduit par
^n{s)(l3) a„(,s 4- i) = .  . .+ >n -h I n I

ce que nous öcrirons

— ß
«I a/t-1

n -h I n ●Ä

relation qui pennet d’exprimer les polynomes «(a) supposes
döveloppcs en söries de Newton par voie de r^currence.



6 CHAPITRE I.

Oq obtient ainsi

Si

3  4 ’

^3 _ Sj.
5  3b 4 ifi ’

Si
^2= ̂a, = >

2

Sl S, ^3
4  3 8’

«i =^3= -r

S, Sr,11S2 17S3S,
“5= TT6

?  ● ●

48 6  3-23o

Les valeurs que prennenl ces poljnomes poiir s entier, positif

ou negatif, jouent un röle important. Eu particulier pour.9

on retrouve les nombres i de la formule (8) au signe pres.

Si nous posons maintenant

t-s{e‘—iy= ßo(«)-t-<.Si(0 +

de meme pour determiner les series ß la relation de

(i4)

nous aurons

recurrence
ßra—1ß 1ft

ß« = —ß 5

(« + i)!
t 2n \

d’oü par suite

Si S,s,
ßa— -'1

4 ’
j 62

Si 5S, S3 SiSi S2 , S3
ß4 = 16’8 ’24 6 120 7‘-2

^  7^ Si , Sä
720 45 96 3212ßa ’ ●

Nous retrouverons aussi les valeurs que prennent ces polynomes
ce sont les nombres de

pour s entier; eu particulier pour a- =

Bernoulli, ä un facteur pres.

La comparaison de la formule generale (16) indiquee plus loin

celle dcjä obtenue (9) nous donne une expression simple

pour le cas de s entier

— I 1

avec

p\

n

— Ni i/>—N.2 2/' —...—N„rt/'].3'iJ («) =(i5) p-n

En introduisant les coefficients a et ß dans les formules (10)

et (i i) nous obtenons finalemenl les expressions generales impor
tantes

X”-oc

= «n—l(l)pj

= ß„_i (I ) Xi - ß,i-2 (2) X,. ̂ 1 ßo («)

2(2)^+...+(-1) *o(«)
n—\

^n- :nXn  I

(16)



LA SERIE DE NEWTON,

et les tableaux joints permetlent de foriner les preniieres equations

du groupe (i6). En particulier

X  x’’-

7

X X

X X,= 3 — 3 62 2 2

«4-S. «0. a.1 a.,. «3- “5**

I

—4 2 ()I
6 6 720

3 I II
—3 oI

240 4 8022

I I I
— I—2 I o

240 24012

319I I I
I

●i4 1602 12 720

o o o oo I ü

I I I II
I. . . . I 3 /

4 62

180

I 7o
2 I I 612 IO

3 469i5 293 I
4 8 2402 13

9<i7 8917
4 2

6 2402 20

ß.-s. f-3* 1^4-’O* ’2-

I I I)
I   I

24012 12 720
I I I

— I . . I O o
2 12 720

0 I o o o o o
I I I I

I I
6 242 120 720

3iI I
2 I I

4 36o12 40

3 3 43 2333 r.4 4 1602 120

i3 81 ■7o
4 I 2 0 3 80 7‘^



CHAPITRE I.

7. La premiere des öquatioiis (i6) montre que les dörivees des

polyiiomes X döpendent des nombres a. On obtient facilement la

foi-mule generale en derivant s fois l’4galite

g.r log(l-i) =Ü7)

ce qm donne

(—i)-'—1 log-'- _ (i— sX,— s=X. —...) = :-^'f

— jX 3”- X; . . l * 7

I
-J- 3® -t- ,

et Ton a par suite l’expression de la derivöe d’ordre s de X en Serie
de Newton

d«) ( — X,f=<Xn-s(s) — x Xi—. . . — ao(«)7i—,S—1

On peut resoudre le Systeme qui precede et expriiner inver-

seinent X,i en fonction des derivees X<-'b Pour y parvenir rapide

ment, on peilt remarqiier que, dans les ̂ quations de ce Systeme, les

coefficients ligurent de la meme maniere que dans les (^quations

du type (6) et que par consequent ces coefficients et ceux du Sys

teme des Solutions correspondent ä deux fonctions inverses, en

l’espece
I

--.7- log* -i_
I   3

3^ log

de Sorte que nous aurons

(iSöis) (—I)-'- X„ = a„(—s) X/)-l-a„_i(—i) X'^, -(-...-H ao(—s) X'fb,.

En particulier pour ,s- = i

XnX ^■2I —1lx;,= n — 2 In n —
X XoI 0 f-. . .-h XH-Q2Q Oj

71 n — I 71  2

X X Il hl—ln—i — ^1—1 ■/o

les coefficients i etant ceux de (8).

8. La dörivee de/(ic) a donc pour expression

/s , /●
(19) fx = — /id 322 2

Quant aux valeurs des derivees successives ä l’origine, eiles



LA SERIE DE NEWTON. 9

s’expriment facilement au mojen des nonibres a pour s positif

/■. fl fl ^/
4●2

II
/2+ /s -+■/o =(■20)

3
/3H--.Afl =

et iuversemenl, les coefticieiits f s’expriment en fonction des
derivees ä l’origine au mojen des nombres j3

I
● ?

f" j_ .Z -t-/o ■ ■('20 bis) /.= fl ● ● 7

3

,,/o/—/i — 0

Comme application simple prenons le döveloppement
I

=  Y(20

oü l’on a posü

(22)

On obtient irnmediatemenl

.r -h -1- I

{X —

●  ● J

(n —1)1

 1) (X -h ■>). . .{.V H- n )

II 2
(23) "9 ● ● >

+1.)' !
2! I I

?:)+ — $0 + ● ● ●1'2(a.' + i)3

et ces formales suffisenl ä moiilrer que le role des coefficients a
et ß s’etend aux series de facultes.

9. Si l’on introduil quelques conventions qui ne sont artificielles
qu’en apparence, on v^rifiera que l’inOgralion conduit aux niemes
calculs que la dörivation. En posant

.r

f;  P X„ dx,n+l =

^1 ^0
P 'j ) _J  /1+2 —

(2/,)

I
dxpis) —‘ fl+i



IO CHAPITRE I.

et en integrant s fois la forinulo (17), ce qni donne

32 X, = log-'- (I — ̂) [ p«> — 3I— 3X -3^ PS.-...1,

on trouve

(-25) (—1>- P'fi,= :(o(—i) X ( + (— -S ) 1 -H f- {—S)Xn-j-s

formule identique ä (18 bis).

En particulier

= P.-.£
I'« —l 1— X yn

2 ll

— Ot—i Xi H- ̂n—'i X« -h , . . H- Xu

ot noiis voyons aussi que les coefHcients i dcjä rencontres pouvent

etre definis par la relatlon importante

1

£0(■26) X„ dx.1/1 =

Nous aurons aussi

c^0
dx = 2 /,n i n -

3

/0
X,i dx = 3 in — 2 1 11—1 -i- In-i-

En resiime, si nous posons

££'^0
= o(^) — 9(0) = —9iXi~ 92X.2 —. . ● j

nous aurons les deux developpements indefinis

-r- llfn +?o/«+|-i-.<?«= iofn— 1 ●  ● 5

(●^7)
-/n y/< — 3■2

10. Remarquons des ä present que les relations (27) qui pre-
cedent peuvent se gcneraliser. Posons

ihfü-+- H-. . . = /J/i,

(■28) i 9/1+1
+ ■ . .= <//„h A + i
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fh et cp/, etant les coefficients de deux series de Newton dont la

seconde est l’intdgrale de la premiere, nous aurons

11

T- iqn—\ +● ● ●+ C/i—1 ^1,Pn = Hqn

(28 bis) .  Pt
●● ● ● . Pnlo qn ^ ”n n — I

et ces relations s’etendent d’une maniere analogue ä deux suites

cpii satisfont aux relations (6).
Les preniieres des relations 28 bis auront la forme simple

— (p=P\,/n =—<71,
II

//., = — -fy,,2 2

III I
-q-i = 3/>i + -7>! + /03.Pi — — <73 + 2 '72 12 ‘’

11 . On peut evidemment permuter les dilfcrences et les deri-
vations, mais par suite de la couvention faite ponr la somme
ordonn4e, on aura

/. .A
0'/— ö/' = [ Q'/].r=a = — /o +('●'-9) t32

ou SOUS une autre forme

(/-1 h
)

X,.dx = —(29 bis) 3

D’iine maniere generale la difference

f iimf{x)dx●A
r f{x)dx
0

—

polynome de degre m dont on döterminera les coefficients
.  . . Par exemple? M ●

sera nn

par les valeiirs du premier membre ponr o
1

/ f{x)dx●/of"o.f^x)0 J üfdx0
dx — 9- — X

puisque les deux membres s’annulent pour o et i. En derivant et
en remplacant / par f on trouve

1

f Qfdx + [Q'f] ,i-=0 — —/o,(3o)



■1 CHAPITRE I.

ce qiii correspond ä une identitö. Mais en prenant pour limile de
l’intöijrale x et x + i ou ohtient la relation

/  Q.f{x)dx^ / /(
*/o

l

(3o bis) X) dx =
0

d’une applicalion facik“. Par exemple pour /’= log(i q-a?) on
trouve

l logr(i + j;) rf.r = (./■ -H I) log(^ -h i) — + i)-^ log y/a-,

formale bien connue.

12. Les calculs relatifs ä la multiplicalioii el  ä la divisioii
reposent siir l’emploi de la form ule

= uiX„i— («j + I) X^Xm
On a d’abord

(3i) ^ ) = (/o —/l ) X, + . . . + m [fm-l —fm ] X,„ +

On en d^duit le döveloppement de {x + y)f et ensuite par simple
Identification celui de /

● En particulierX  y

/(■^) ■/o + ./i /» + /i + ■ ■ ● + //»-i= /o- X X rnX 4- I m
(3a) X X..I l

31

Pour j = o, on peut utiliser la formule

X m = 1 —X, —X  Xm m—\X

et en posant

f 'o — /i 2 3

la formule generaleon a

fix)—f(o)
= /'o - (/o + /1) Xi - (/„ + /. -H ) X, -. . ● ?X

La considöration des fonctions röciproques des polynomes X.
(Chap. III) permet de simplifier les formules de ce genre. En
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remarquanl que pour o

on peilt supprimer le lenne/„ et ecrire

(/i+

/(o)—/(^) X3 -i- . - . .= /, x,+(33)

tilisc pour simplifier le d^velop-Le meine procedö peut ötre

pement de f {x — i). Dans le cas oii la limite

u

/(—l) =/o+/i'+-/i + - ● ●

est convergente, le calciil formel donne

/(X-I) =/(-l)-X, [/(-!)-/„]-X,[/(-i)-/„-/,l-...

et par conseqiient pour x> o

f{x — l) =/o Xl ■+- (/o +/l) Xo -t- (/0-I-/1 +/2)

Gelte dgalit4 peut d’ailleurs subsisler sous la reserve indiqiiee,
meme si la limite designöe par/(— i) n’est pas finie. Par exemple
la form ule qiii procede donne

(34)

9(,+ i)x,+ (
II

- = X,+(34 bis) I ^
2X

13. Le sYiubole X„ peut elre gön6ralis4 et envisagö com me une
fonclion de Tlndice n

rf/i —.r)X(35) n —
I I T(— x)r(«

(oii r dösigne la fonction eulerienne) qui se developpe en Serie de
Newton

(x + I ) {x -+- a) N, + . .X„=N„+(a; + l)N ● J2:

commode pour les valeurs X„(
Les uombres i peuvent ainsi elre considerös comme des fonc-

tions de n döfmis par la formule (26)

x).

T{n — x)
V( a + I) r(— x)

-f. £0
dx.X,i dx ~ —hl =
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Gelte expression peut etre transformee. Partons du deveiop-

pemeiU classique

r f -H -4-1)

r (,r -f-1) r (/i -f-1)

qui devient, en prenant les difförences secoudes par rapport ä la
variable x.

= — X, -t- X^i Ni -H X,. N, -I-....
r(/t-t-3)r(a- — I)

Integrons de o ä i par rapport ä x noiis obtenoiis d’abord

i X(x n I)
“ dx —  12 "4- 7;J Ni —{— 74X2

l\7i + 3) r(a; — i)

D’autre pari si nous faisons le changeaient de variable x = i —y
noiis trouvons aussi

1 I

I. I r (' 77 + -2 —y)
(36) - r/x = dy = — 7),+2

3)r(a; —i)r(77 r(77 + 2 +1) r(—y)

et aous obtenoiis par suite le developpement de i
Newton de la variable n

(37)

n

7„+j = 72— 73 Ni — 74 N„ —.

en scu-ie de-h2

On voit que satisfait ä la relation/(n) — /„ et que par suite

les nombres i d’indice superieur ä 2 forment une suite auton'ci-

proque d’apres la definition donnce plus loin. Comnie consc-

quence <3st susceptible de developpements de forme speciale

tels que
X, 2549I I I 07

X4- Xc- Xs—,7',r-4-2 = ● J
45 945

oü les indices des X sonl tous pairs.

En dfn^eloppant le premier terme de (36) d’apres la form ule de

Slirling on trouve que pour n tres grand

14175 4677752

/

1
n^~' a

- clx — — I) dx ,?/<-+-! —
r (7C 1) n-

p designaut un nombre compris entre le maximum et le minimum

daiis l’iatervalle d’iutegration.
I

de
r(.27--i)
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D'autre part
1

I.
●in — In — I

x{x — I) n ^ dx =■ Jo"-n

et l'oa Yoit qiie in devienl poiir n tres grand infiniinenl pelit

● D’ailleurs la Serie qui a pour terme general
I

comme
n log- n

I I
i n

●1 n

et qui s’obtient par inlegration de (34 bis) esl divergente.
Les noinbres i. sauf ip, sont tous positifs et forme une suite

döcroissante qui a pour somme l’unite. \ oici leurs preniieres
Valeurs :

3 863 33953
3 628 800 ’ I o36 800 ’

8i83■270I I 19
720’ 160’ 60480

) )-)  J —75
24 1922 12 ■24

13695779093 244^05790933 2.50 433
449001600’

4671
5 23o697 472000788480 2615348736000



CHAPITRE n.
LES FONCTIOXS ELEMENTAIRES.

1. Gertaines formes des polynomes en X correspondent ä des

combinaisons interessantes. On pent les obtenir, soitparnn calcul

direct, soit plus simplement en general par application des formules
de somine oii de diff4rence. Nous nous contenterons d’indiquer ici

quelques groupes simples

●r (IH- j;)
  jX.-X,=

x{\ — x) (i + j:') (2 )X, —2X3-eX,.=(«) /
.'I ■

x„ — X, X . .-X„x,„«-M  ●

■r( I — .r). . .{n — i — ,r ) (i H- .r) . . . (« ^ a:)
(  2 7( ) !

On verifie facilement en forniant le tablean fondainental relatif

au Premier membre qu’il correspond ä un polynome nnl pour
.  . , net aussi — i, — 2 , -(«-I) :o, I }  ●

X„-X,= X0)I

‘2 -h XX 2 X-2 -e X3 _ (X,-X»),1
('y) 3

3 ■+ X /
(X,= 3X,^3X^ X; = X„-2X,-|- X,),

Ges polynomes sont respectivemeut les differences des prece-
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deols :

,c(i — _
X,-X,= 3!

«(i — X-) (2-— X-)
- ■ ■ . )

ä!
X,—2X,+ X5 =

x(l —  ^2) (32  ^2 )
Xv—3X,,-+-3X6—X,= !^ I

Ces polynomes sont les somnies des polynomes (a) :

Xi — 2 X, = 2 — )
I

X^(l — x^)
i'O X,— 3X3+2 Xi =2

4!

x^)(-r-—x“-)
X3 — 4 Xi -f- 5 Xä — 2 Xf, — 2 6!

Ghacim des coefficients est la somme de celui situe immedia-

tenient au-dessus et de celui ä gauche de ce dernier.

e. Los fonnules suivantes dont nous n’ecrirons que les pre-

iiiieres introduisent un groupede coefficients compliques que nous

retrouverons ä propos des söries intermediaires :

2X3 = X^,

Xo- 6X3+6Xi = -X^,

2Xi+ 30X3—20X3= Xr;,

Xi— 20X5+ goXi — 140X7+ 70X3 =— X^,

X 1 —

X:

2. La fonction log(i -|- w) s’exprime en s4rie de Newton

(I) log (l + x) =   dl Xi + Xo+ X3 + . . .)

et les coefficients L, . . . auront pour valeur d’apres le tableau
fondamental

.3 1.33

”23.4’
/, = logi, L= log /:l=log

On peut facilement les exprimer au moyen des noiubres i. 11

suffit de conslderer l’cquation qui pröcede coinnie obtenue par

2SKR
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iategralion de
X, X,I

3■2

el d’applicjuer les forumles (2-) du cliapilreprecödent. On obtient
ainsi

'1'0ln(2)  — ●  ● ?
n-^-2n In

l
— — ln-\~n(3) 32

Ge groupe se coinplete par uno applicatioii appropriee des
foriniiles (28) el, (28 bis).

D’aiUre part uoiis trouverons plus loiu la valeur des series

. = -C,
u  G IZ

32 4

3  ' 4 5

mais les s4ries analogues qui prolougent ce groupe ne paraissent
pas avoir des valeurs que l’ou piiisse formaliser sous une forme
simple.

Nous renconirerons d’ailleurs d’autres s4ries formöes avec les

nombres l. Par exemple :

h  h

I
+ ... = —log — »

2

I 2
= - log

22-' 2*2-

Les uombres l döcroisscnt lentement en valeur absolue

0,698147, 0,068664,

0,287682, 0,006167,

0,169899, 0,047218,

o,ii665fl, o,o4o532,

0.087127, 0,035370,

et leur suite diverge comiue logo.
3. Le developpement particuliereuient simple

(i — — «X[ — a- X., —. .

correspond ä une Serie de Newton convergente lorsque a<Ci.

(4) ● 7
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D’autre part on a aussi

a-^= I— (I — a) Xi —(i — ap X.. —.. .

et l’on peut rernarquer que le coefücient/„ de l’une de ces deiix

equations correspond ä la valeiiry(/i) de l’autre. Lorsqne a=

les deux equations sont identiques. Les coefficients de 2

pondent douc ä la proprietey(Ti) =fn-

Pour a = I noiis avons I’equatiou reinarquable

0'<^= I — X,   X-2 .

qui est nulle pour toutes les valeurs positives de x sauf pour a; = o.

Pour a = — I nous avons le dcWeloppeiuent limile

—X corres-

*  ■ j

(5) 2'*' — I —f- X.| — X2 X.3

Pour a >. I le second meiubre de (4) ne correspond plus ä la

valeur du premier que pour les valeurs entieres de a; ä moins de

Convention particuliere.
Sous cette röserve on a

(—1) — 2X1 —a^Xo —....

Pour o = “ onobtient uuefonction qui joue un role fondamental

au point de vue de ce que nous appellerons plus loin l’autoreci-

procite. On peut aussi noler des ä präsent la correspondance que

l’on peut etablir entre les valeurs de a“® et les sories divergentes

qui correspondent aux valeurs negatives de x dans (5).

I
●  ● 7

2

I
= I — 2-4-3 — 4 + ● ● ● j

2-

4. On obtient immediatement au mojen des formules gönerales

(i — a) — (i — a )- Xi — (i — a)^ X^ —. ,

Xi —(i — a) X«—(i — a)-Xg —..

■ j

ü a '' —

et l’on en deduit

a-^— I
(6) a'c{i — a), Qa-^ =

I — a
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Ces formiiles out. un sens qiiel que soit a. D’ailleurs la pre-

iiiiere tont au moins peut s’etablir par im calcul direct.

Pour a = o on peut ecrire

20

Ao'^= I —X| —X, —.. .=

— Xi—X.,-...= o-^--00^; =

et pour a =
Qia;=_Xi.Ai^= o-^— I,

5. Les döveloppenients des fonctions trigonomötriques se

rattachent aux prdcödents par la relation habituelle

g«3.tx— cos2a.r + i sin2aa;,

de Sorte que si nous posons

1 —■ e-** = p(cos ,3 H- i sin |3),(7)

ce qui entraine

[3) = {ik + i)~,2(ap = 2 sina,

nous aurons les deux formules

cos 2XX = I — p COS ß Xi — p- cos 2 ß X.j —.
sin 2air = —-psinßXi — p2sin2pX, —. . .;

dans lesquelles il faut supposer les expressions cos/tß et sinnß des
deuxiemes membres exprimös en ot.

On aura par exemple

cos2aa; = I — p sina Xi -t- p-cos2aX. + p^ sinSaX

— p* cos 4 5t Xi— p» sin5 aXj —. . ..

Les expressions obtenues sont compliquees. II n’y  a d’ailleurs
convergence quesipest plus petit que i envaleur absolue. Onpeut
supposer at compris entre —ti et + tt et meme entre o et ti de

Sorte que la condition se rainene ä g et l’on peut alors se

borner pour ß ä la valeur « —

On peut deriver et integrer soit par rapport ä«, soit par rapport
ä sc etobtenir ainsi des relations plns ou moins interessantes. Par
exemple en derivant sin2aa; par rapport ä a; et faisant op = o, on

●  ● ?(8)

.1

TT

2
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obtient

p sin ^ ^ 2T ^
IX — ● J●2

et en integrant la meme eqnation de o ä

(i-)-I- Np‘-^sin2
I — cos 2 a

= ?i p sina

D^ailleurs, pour 2a = 1, la valeur de

I
p = 2 sin - 0,959 . ..2

est plus petile que i et pav suite les d4veloppements directs

COS^ = I — CiXi — CoXo —. .

L Xi H- Xn -i-. ,

● J

sin^ =

sont convergents.

Pour a les formules se simplifient. On a par exemple

X[ -h X., — X7 -H Xio— X13 .2 cos — = 13
^ V''3[(X,—X3)-(X3-X„) + (Xs-X»)-. . .J

et des relations telles que

^V/3 i\ H 1%
i-,2 22- 2

D’autre part, si nous reprenons les relations (8) en introduisant
dans le premier membre la variable ß nous obtiendrons cette fois

cos ( t: — = I — p cos [i Xq — p- cos 2 3 X, —.

sin( — p sin [i X| -I- p - sin 2 ß Xj-f-,●2ß)x =
● ● ?

●  ● 5

avec comme condition acosß i.

Nous pouvons vörifier que le calcul direct au moyen du tableau
fondamental conduit au meine resiiltat pour deux fonctions telles
que cos(7T —■ 2ß)x et cos7rcos2ßa; dontla difference s’annulepour
toutes les valeurs entieres de os. II suffit d’ailleurs de substituer

une valeur quelconque non entiere pour öcarter une fonction
impropre, sous la reserve naturellement qu’on n’aurapas introduit
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precisement dans cette fonction impropre une constante corres-

pondant ä la valeiir de v4rification.

En particulier, les deux fonctions

22

(— i)-t'= cos;:j; + i sinsa;cos sa;

se representent par la möme Serie de Newton divergente.

6. On obtient facilement les formnies de difference et de somme

ordonnöe des fonctions trigonomötriques. En partant de

T.
a.e ha

Ax e'2a;) = p g V

on trouve

A.r cos2aa: = 2 siii2(a; + i)a sina, Aj: sin 2 a = —-2 cos (2 X 1) a sin a

et, inversement,

sin(i — ■ix)ct cos (I — 2 X) aI cosa
öxCOS2aa; = ü,r sinaaai =

2 sin a 2 2 sina 2 sina

Pour sc = ^ les formules se simplifient
cos - X — I

(9) A cos-a; = 2 cos;:a:. ß cosai:c =
2

et l’on en deduit les expressions interessantes

üx cos TZ X fix)

relatives ä une fonction f{cc) quelconque, au inoins formellement,
de la maniere suivante :

Nous avons d’abord

Ar cos-a: fix),

A( I — a)r cosjtai = ti — a)*(2 — a) cost.x,

a )x cos ~x — I(i
ßti — a)x cos-x = s

2 — a

et en developpant suivant les puissances de a les deux membres de
cette dernierc formule et en egalant les coefbcients de a nous
obtenons le groupe important de relations

x„ X X I Iln—\
(lO) 0 COS7ZxXn ~ COS TZ X 2-●2
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En portant ces valeurs dans l’expression de /(-c) et en posant :

'!■ ti) — /) + ●  ● ?2

fl, fn^‘It,
(II)

2'^2

on trouve finalement :

O cos-x f{x) = — t„-^ cos;: Xi — tiX,

Dösignons par 0 f{x) le coefficient de cosTia; dans le deuxieine
membre et formons la difference des deux membres de (la); nous

Irouvons apres avoir divis4 par le facteiir cosTta; :

(i3)

(I2)

20/(a;) —A0 fix) = fix).

C’est l’equation fonctionnelle ä laquelle satisfait ©/(x). On
verifie d’ailleurs directement que la liinite, quand eile existe, de la
suite indöfinie

/(.r) —/(.r+ i) + /(a;H-2)—. . .

satisfait ä la meine equation et eile coincide avec 0 si l’on pose

«0= ./(o ) — /(!)-)- /( 2.)—. . .

de Sorte que l’on a dans ce cas l’ögalite

/(o)-/(i) + /(a)-.. .(i-i)
●2“2 2''
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SERIES ET NOMBRES RECIRROQUES.

1. Reprenons le tableau fondaniental et considörons cette fois

les söries de Newton ayant pour coefficients non plus les nombres

d’une meme ligne mais ceux d’une möme colonne. Prenons d’abord
la sörie

/(O)—X,/(l) —X,/(2)

qui est ainsi detinie formellement. Nous l’appellerons la sörie

reciproque de /et nous la designerons par l’une des deux notations

R[/(^)J.

Cette Serie sera en general convergcnte au delä d’une certaine

valeur critique qui ne sera pas la meine que pour la fonction /.

Dans les memes conditions les nombres de la {m + i)'““'® colonne

deliniront uue fonction qui ne sera d’ailleurs que la fonction prece-

dente oü j; a ete remplacd par x-\-m et qui sera dösignee par

[R/](.2; -f- m), la röciproque de /(.a; + m) etant d’autre part desi-

gnee par R/(a; + m).

L’examen du tableau montre immediatement que

/« )] = A'«[R/](a’ ),

relations qui ne sont pas independantes.

D’une maniere gendrale, y etant un nombre qnelconque,

R / (,r + j) = K [ / - Y. A/ -Y, Ay/ -. . . I

et par suite en designant plus simplement par p{x) la r4ciproque

de/

X3/(3)-...(T)

(V R[/(>- [R/](.r + m) = R[A™/(^lJ,

(3) R/(x + 7) = p{.T) Yip(xH-i) — Y.jp(a:-h2) —...
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Les formules (2) ne s’etendeut en dehors du tahleau que si la

sdriey est convergente eii deca de (— i). Ou aurait dans ce cas

j  — —Q[R/](>) = R/■(—!,
(  [R/](.r-,)-R: .Q/(^^| = [/]y

les sjmboles qui figureiit dans le second membre representant les
sonimes supposees convergentes :

2a

(1 )
I),

2. 11 y a des exeinples evidents de fonctions reciproques : En
particulier les formules (4) et (8) du Ghapitre II indiquent qu’il y
a i'(^ciprocite entre

Hl

a-'\ Ci — a) '' \

(2 sina)'^ cos ( a — '2
cos 2 a./’ o’ ;

(2 sin01.)^ sinsi!i2a,r.

De meine la formule (3) appliquee ä

reciproque montre que

qiii est sa propreI

I I I
(5) R. Y \

●r -f- y H- I ■r -T- 2

I
— Y.

r(xH-y 4- s)

et noiis voyons qu’il y a reciprocite entre les fonctions

(«i ^ I) !I

(27 -f- I ) (■ a- -f27 -+● /II 2 I . .. (.V -h //I )

ce qu’on peilt verilier directement par rexamen des coeflicients.

Le proc4d4 de la formule (i) n’est pas toujours le plus simple
pour former la reciproque d’une fonction comme nous le verrons

par la suite. II est Evident toutefois que tous les procedös revien-
dront ä remplacer dans un developpement oü figureront des
binaisons iv/, fonctions linöaires des coeflicients /„ /] . . . ces
combinaisons wu respectivement par d’autres combinaisons com-
posees de la meine maniere avec/(o),/(i), f{h).

Gelte consideration condult ä considerer a priori d’une pari les

com-
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groiipes de combinaisons lineaires des qui garderont la meine

valeur lorsqu’oii remplacera les fa par les/(/i) et d’autre pari les

groupes analogues oi'i la Substitution amenera un simple change

ment de signe.

Parmi les premiers on peut noter des ä present les nombres qui

figurent dans la diagonale du tableau fondamental :

/i-/u ■ ■ ■

et parmi les seconds d’aiitres ä peine plus compliques :

/:;—i/tH-5/s—'i/e

dont la loi de formation est evidente. D’autres combinaisons

ressortissent aux proc4d6s indiquös au paragraphe  9 de ce chapitre

et au paragraphe 3 du Chapitre VIIl.

h

3. Les s4ries de Newton appelees « developpements de zero »

correspondent aux fonctions reciproqiies des polynomes X. On a
tout d’abord :

}'v(l)=I—X,— X,— X:, —.

C’est 4videmment le developpement de(i —i)-^qui d'ailleurs

SOUS cette forme correspond bien ä la reciproque de i-*.

La reciproque de X, est ensuite

H('X,) = X,-t-aX»+3X3^.(:) ●  ● J

et l’on a

AHCX,)— R(Xi) = [RX,](x + i) = KCl),

R(X,) = (i —

D’une mauiere generale R(X„j), qu’il est inutile d’ocrire, peut

etre interpröte comme representant (i — Ces fonctions sont

donc egales ä i ponr a; = »2, nulles pour toutes les valeurs supe-

rieures et infinies pour les valeurs inferieures.

On peut remarquer que ces series jouent un role correcteur en ce

sens que, si dans la suite des valeurs /(o), /(i), ... se glisse unc

valeur erronee et si le terme f{tn) par exemple est remplacö par

/(m) -c- £, le developpement obtenu sera une serie de Newton qui

ne deviendra convergente que si l’on en retranche la serie £Pi(X„j).
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Nons avons vu aussi (I, 12) qu’on peut les utiliser poiir simplifier

certains developpements.

27

-4. II est evident que la Serie

n(x-) = /(^) H- R/(x)

a  le tableau de ses coefficients sjmötrique par rapport ä la

diagonale de sorte que Um = u{in). i\ous dirons pour simplifier

que celte serie est autoreciproque positivement.
De meine la serie

a un tableau de coefficient symetrique par rapport a la diagonale,

qui est forme de zdros, mais avec cliangement de signe; eile est

autoreciproque negativement.

L’examen du tableau montre que si u est autor4ciproque les
combinaisons suivantes le sont aussi :

(8) \u — A-h, A-/I — 2A-'m-r-A‘m, A''« 3A‘a;-H- tA»i( —A««.

Par exemple en partaut de la fonction et en posant

I

?«= A"'S,,X -h I

on determine une suite de fonctions autoreciproques :

i9)

dont le type general peut aussi s’ecrire :

Im:

(a; -w« + I). . . (X' -h 2 -h I)

On determinera de möme la suite de fonctions autoreciproques

avec changement de signe :

(10) c
2?o, 3?:!-^ 2?i, ?3  1?1 + 5 ̂5  2?6-

o. Les series des types ttetepeuvent etre mises sous une forme

speciale qui met en evidence le fait que leurs am premiers coeffi

cients ne dependent que de m constantes seulement. Les deux
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fonclions

I—
2

sout evidemment röciproques; la somme

2-»’[ (i — a )-‘’+ (i + «)■»] = — «'>Xi —. . .]

esl donc autori^ciproque pdsitivement quel que soit a et il en est
de meine de toutes les expressioas 2~^'X.<2n tandis que les expre.s-
sions 2~®X., sont autoreciproques avec changemcut de signe.

Les formules de transformation

(wH-l)(/l+2)
(II) 2^-" X„ = X„ —(« + !) X„+1 + X,

2

sont assez compliquöes et les dernieres representent la limite pra-
tique des series de Newton convergentes.

Quoi qu’il en soit, si l’on met une fonction quelconque sous la
forme

(I2)

sa reciproque s’en deduit imm4diatement puisqu’il suffit de chauger
les signes des coefficients des poljnomes X d’indice impair.

/(a;) = '^(^0— iHi Xi— a-iX., —. . .),2'

6. Les differences des fonctions mises sous la forme (12) ont
ime forme analogue :

/i(/i — I)
/ = 2 \'‘ah A„ H ^a{x) a 4 -—X

2

et, mversement,

A*a = 2^[/—lli2> A/—1I.,22 A^ f — y-].

Si / est autoröciproque positivement, a{x) n’a pas de coeflicieut
de rang pair et il en est de meine de A‘^”a. Par contre A, n’a
que des coefficients de rang impair. G’est l’inverse si /est autorö-
ciproque uögativement.

On peut ainsi former des combinaisons autoreciproques dout la
plus simple est

(i3)
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Considoroas aussi le produit

2 X \ f = '1 ^ [ ( «0 ~{- (^2) X| -i- {ci[ -T- «2  ) X-2 -h (ct.2-{- X;j -f- . . .

On voit que si / est autoreciproque positivement, ce produit Test

n^gativeinent et inversement. Par suite la difföreuce

2-A/

est autoreciproque en meme teinps que /niais de paritö differente.

(14)

7. Formons maintenant les sommes ordonnees des fonctions

inises sous la forme (12). Nous avons successivement

■i Ae--»-’ = ■2A(e—X,) = 2-^(X, + X„) ,

●i A(e--»’X„) = 2--r(X„-i- X„_,),Ciö)

et par suite

2-^ X„ = 2 A [ e-^ (X„ — X,

ou encore

(16) ß2-^X„= 2.2-^(X„—X„_i-1-. . .] + (—l)”2,

le deuxieme membre ötaut uul avec x. Si nous reinplacons la
constante par le developpement :

-2 = -2--r(i H- X| — X,H- X3 —. . .),

nous obtiendrous enlin

(17) 0-2 ^X„—2.2 ^(X„—X,j+i X,i_^2 —. . .),

et le resultat se prdsente sous forme d’un developpement illimite,
mais il a la forme (12) et il s’annuie pour o, i.
l’appliquant ä f{x) nous aurons

= ’2.2--*[a„Xi—(«0+ ai)X.,— (a„+ «1 + a2)X3 —. . .].

Remarquons que si nous formons

Q/(^)

1. En.  . . , n

a a^ «1 + «3^ X(19) ^X X2-4-3
_ .,\-x i1 —

2 4
Hq “i“ (^2 -t- «i. '»i-t-as + 'Ts

X3 X„~^. . .6 7
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nous voyoas que cette serie est auloreciproque en meine temps

qiie f mais avec un signe difförenl. Cesl au fond la meme proprietö

que celle qui resulte de la forme (i4)-

8. Gomme application immödiate, repreuons la double egalite

(i — x)y=\ — — x-Y«— Y;, —. ..

= I —y lo
r- 1I

+  log^
” i I   X— x

Supposons les logarilhmes dbvelojipes en a; au moyen des coeffi-

cients or.{s) du Gliapitre I, puls dans l’identitb forniee en conside-

rant les denx derniers membres remplacons les pnissances de a^par

les jiolynomes \ d’indice correspondant en posant

Kk = a,(/f)XA+, +{●10)

Nous savons d’autre pari que

1’ (X + r + I)
= i + X| YiH-X,Y2 + . . . ,

l’(^ -f- ij l’( y 4- I)

et par suite la Substitution nous donne
/3}

et nous obleuons ainsi le developpement de W en j. Onpeut donc
dblinir les fonclious A par la relation

(21)

1

dy'“ Ja

Formons maintenant la diff^rence ordonnee de W par rapport

Aa = (—I)*-
—0

ä je :
r-w rI

= — AiV-i H- AAj— AAs +. . ..— - A.I.W =
X -h I

La comparaison nous montre que

n\ nI
AA( 22 ) AA, = n — —

X H- IX -r- I

En posant pour simplifier

A„= —AA ny
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nous aurons entre les fonctions ). les relatioiis successives

3i

I n
(■23) Q XAl = A n n — ̂  ● —

,r -h I

La promiere fouction 6taut auloreciproque positiveiiieiil les siii-
vantes le sollt aussi d’apres (19), celles d’iuclice pair negativemeut,
celles d’indice impair positivement.

II est d’ailleurs possible de les mettre sous la forme (12). Oii a
d’abord

(24) X., X, XI fi—X

3 0 J

et eiisuite par a])plicatioii de la formule (19) :

^  .r) X:,fxI
(25) c = 2-^

l’ ( 1+ X)2 (,r -h 1)
/
4

X,I I

3 5

mais les resultats se compliquent rapidement.

9. Les fouctious \ se developpent donc tres simplement en series
de Newtou au moyeii des coefficieiits st(i) pour les valeurs entieres
de (^):

X, XI X Xi;i
Al = I

2 0j 4
AI0(20) - X, - X: -x .●5 — ●  ' 72

— X, —
-7X1—42

Los coefficients de Tune quelconque de ces fonctions foiment
ime suite de noinbres autoreciproques mais äla condition que Ton
introduise les coeflicients o des preniiers polynomes X. On veri-
fi era de la sorle qne les suites

I I I I
I -»

2 3’ V T )7
O

3 i5y
o, o, I7 - )

2 4’ 8
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soat aulorociprocjues positivemeiit et rpie les suiles

II 5 IJ7

i«o ’
o. I I, )  >5 i)l i

17
o, o, o, I 2,j (i

oul auloreciproques uegativenieut.s

10. Gelte propriete des coofficienls des piiissauces deIog(i — ;)

s’elend aux puissances negatives mais ä la condition de prendre

comme coefficient initial celni de la preniiere pnissance de ;; dans

le developpeinent. Nons i’avons dejä verilie pour la pnissance

( — i). Ou a en effet

’n
7-2 - l-.i Z--r- lit Z“ -I

logd—

et cetle suite est autoreciproque positivement [Cliap. T, eq. (S^)].

D'autre pari si noiis appliquons la transforiiiation (i9)äla fonc-
lion nons tronverons la serie

('-i 4 i4)X,3 4 j Xi -I- (3 i'i(28)

qui coi’respond ä
I I

— i -i -
logdi — 3)

2

comme on le verifierait par une simple derivalion de la relation (27).

Ge procede s’etend sans difficiilte.

On deduil de ce qui precede la consequeuce suivante : Si Ton

considere le developpeinent

I’ = a, z -h a-2 z- + «3 3-* —.

Oli les coefficients formenl une suite autoreciproque, les coefficieuls

du developpeinent de abstraction faite de ceux des puissances

negatives ou nulles, forment aussi une suite autoreciproque de
meine nature. On le verilie en metlant la fonctiou e composee par

exeinple de coefficients autorcciproques positivement sous la forme

V = hi log(i— z) -+- h« logdi—s) .

«
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(en supposant pour simplifier que b^ n’est pas nul). Par siiiie

I

H- Gl log(i — s) -H Gä log3(i — 3) -t- G3 logsfi  — 3) + . .
61 Jog(i— s)V

Oll encore
I 'I

3 ̂
^2P a\

Ol la suite des coefficients

positivement.

De meme si nous avions considerö uue suite de termes ä coeffi

cients autori^ciproques negativement

.  . . est bien autorcciproquyii 'a>7 c

3^ —1— —H (t^ . .P =
● ?

le developpement inverse serait

I I

3 4- s2 H- Y3 3^ -t- . .1 ● ?3-^p

oü le teriue y\ serait d’ailleurs nul et la suite serait autoreciproque

negativement.

11. Le groupe des equations (26) peut se rosoudre en X au

moyen des coefficients ß :

X, X3 At

2! 3! ●  ● )4!

— X, -H X3
12

● )

Ni —N, 2«— Ns 3" —... — n
\„ = i;(—1)«-‘ I7U

On en deduit qu’une cqualion quelconque peut se nietlre sous
la forme

/(●*) — ~ +
/.) >^3-. .

(29)

et sa reciproque s’en deduit par simple changemenl de slgne des
coefficients d’indice impalr.

On pourrait verifier directement que les combinaisous

/● /-0
—  J‘2, ■ ■ ■

SBR 3
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remplace les /„ par les/(«) et que lesue chaugeat pas quand on

combiuaisons aualogues ;

/o 7  - 3 , ./o

●242

chaugeut de signe par la Substitution.

12. üne suite particuliere de nombres autoreciproques joue un
role important, c’est celle des nombres bab^ bo dout le premier est
egal ä uu et oü tous les b d’indice impair, sauf b^, sont nuls. Les
relations/(«) = /„ les döterminent de proche en proche et l’on
obtient ainsi :

II
= - > ^2 =

●2
*0= 6’ oo

Ce sont les uoinbres bien conuus de Bernoulli.
La sörie formelle

2  O OOb{x) = I —(3o)

etant autoröciproque nous pourrons poser

‘i^b{x) = «0 — «»X.,—«4X4 —. . .= a{x)

coefficlents d’indice impair. Si nous considcrons malntenanl

la suite autorcciproque aussi,

saus

a„+a{o), ..

nous voyons que ses trois premlers termes sont doubles de ceux
de la s6rie des b et que ses termes d’indice pair sont nuls de sorte

que nous avons

● J

an = (2 — 2«)6/fa(«) = 2"6(3i)

Si nous considcrons mainlenant la suite autorcciproque avec

cbangement de signe:

a(o) — a a(i) — «1, a{-l)—a,,i'i ■  ● ?

les termes d’indice pair sont tous nuls, sauf le secoud. Les trois
, determinent donc tonte la suite qui est par con-premiers, o, i



SERIES ET NOMBRES RECIPROQUES.

söqueut formee de noinbres entiers e. On en deduit

e„ = aiii) — an =2(2”— 1)6(32) nj

35

avec les valeurs

= 3,

qui permettent le calcul relativement rapide des nombres b.

ei= I, e,.= i, e,o = i55,ei = —I, es = —17,

13. Les nombres b se rattachent ä la sommatiou ordonnee des

piiissances de x. Posons

(33) ßisn-i = X -Jr- n) x^- + }X3{n) x'^ .

et considörons le developpement illimite

(l + x)P=l

oü P est le Symbole habituel aualogue ä X. Gelte scrie apourrbci-

proque en p :

xV x^-P.>-hx^PI

(—x}P=I — (x-hl)Pi—{x-h l)’^Pi— (3; + l)3 P

Prenons la somme des deux expressions par rapporl  ä x en remar-

quant que par delinition

i)« = nx’‘ — x>‘.

La rcclprocito continne par rapport äp. Par consequeut les deux

suites de polynome en x :

ü(i), -Q(^),

ß(i), Q(x)-x,

n{x^-) -Q{x'-<), .

Q(x'-) — X-, Q(a;3) — x'-^, .

sollt rociproques.

Prenons d’abord les coefficients de a; :

Pi(i)) —Pi('^), l-ii(3), —|i,(4),

Pi(i), tn(2) —I, Pi(3), [ii(4),

La valeur initiale et la röciprocite les determinent et Ton troiive

J2l(2/n) = o.

Ge sont donc les nombres b au signe pres. On a d’ailleiirs

J5=0 = (  l)"^«—1,

1
H-i(i) = —I Pl(2)= - 5

2

(34) j'
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et la formule [Ghap.I, eq. (i4)] donne aussi

36

i: dx.bn = (—i)««

Le caicul se conttnue de la möme maniere pour les coefficients

de x\ . . . et Fon trouve saus difficulte que d’une maniere

generale la succession des coefficients de la puissance

suite (33) est toujours autoreciproque, positivement si n est pair,

negativement si n est impair; eile est formte de  n —● i zeros suivis

- et les coefficients d’indice /t + 2 A + i sont

dans lanX

du nombre (— i)n—I

nuls.
n

14. Preuons la somnie ordonnee des deux termes de la for-

le (16) du Ghapitre I :mn

a„(7l)
X~ —f- . .. — (— I )

nX Q^ —n^\ — !i! n\21

en tenant compte de la formule trouvöe pluset integrons de o ä
haut (34). II vieut

^/t + 1 ■  ● ?
i!

portaut ces valeurs dans la formuleet en

I I
4 4- -h -l- . . .

log(l — 3)

nous troiivous, apres avoir pose i — 3 = e' :

formule bien connue et qui correspond simplement, d’ailleurs, ä
des formes de Fequatiou (i4) du Ghapitre I.

-T H- A, —, bi —i ! 2! 4!
■  ● J

nne



CHAPITRE IV.
SOMME ET FORMULES SOMMATOIRES.

1. L’operation par laqvielle nous avons defini la soiiime ordon-

nee d’une f'onction est purement formelle mais on peut moiitrer
comment eile revient en fait ä une sommation des valeiirs de la

foncüon pour la suite des nombres entiers.

Reprenons la Serie des equalions (2) du Chapitre  1 donl les

coefficienls sont forines au moyen du tableau fondamental :

et additionnons membre ä membre depuisp=^o jusqu’äp = h — i.

D’apres la loi de formalion du tableau,

ft' = /(I) — i),

f% f'p ~ f^i ' = //j-i ft I ■

Posons maintenant

/(^) + fi^ + I) +. . .+ /(X + /(—!)= S/,(a-),

/(o) + /(i) /(/(. —1)= Sa(o).

D’autre part, reiiiarquons que

,n Xi /? X, - /§ X, +.. . = - Q /(^),

/o Xi+ /“f x,-i- /^Xs-h. . . = — Q f{x + /t),

car ces ddveloppements illimites sout bien ce que nous avons

defini comme les sommes ordonnees, le premier de f{x) et le

second de f {x h).

Avec ces notations la formule que nous donne l’additioii des

termes peut sV-crire

● y

(I) /I

(2)

(3) = S/,(a:) — S/,(o) + 0/(^ -t- /().
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Son interet provient de ce que, en general, la Serie ̂ /{■x + /i)
se rdduit lorsque h augmente indefiniment ä un noiiibre limile de
termes. C’est la consöquence habituelle de la formation des diffe-
rences successives.

2. Prenons sucessivement quelques cas simples. II est evident
d’abord que lorsque Q,f{a;-\-h) tend vers z^ro pour h infini la
formule döfinit Q,f{x) comme la difference entre les sommes
SA(ic) et Sä(o).

Ces sommes peuvent etre couvergentes separement. Par exemple
pour 5 >● I, on aura

E I -EI
(4) ö

{x + a -h n.y («. -i- n f{x a f
n = 0n = 0

puisque les coefficients de + Ä) sont successivement

I I
■ ■ ■

et tendent vers zdro quand h devient infini.
Lorsque a =; i les deux series S^(x) et Sa(o) ne sont plus s6pa-

rement convergentes, mais on pourra considerer les differences
terme ä terme et öcrire en particulier

(a + /i ’

=E I II
(5) Ü

X -hl -h nX +1
71 = 0

‘PO
_ r (i + a;)

x) + C .ce qui definit la fonction —

3. Le cas oü ülf{xy-h) n’a qu’un terme est ä peine plus
compliqiK^. Prenons d’abord/ = log(i + x). Ici

/g=Iog(i + /i),

et ce coefficient de meine que les suivants s’annule quand h devient
infini de Sorte que l’on peut ecrire

— xlog(l-r/7) ,(6) ßlog(i 4-a7) = lim
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foraiule qui pennet d’iutroduire d’une maniere tont ä fait 614meii-

taire la fonction log r(it: + i).

4. D’uue maniere generale la fonction log'“(a;+i) correspond

pour m > I ä une formnle on 12f{x + A) n’a qu’im seid terme. Par

exemple pour rn= ̂ :

/^= Iog2(i + A),
T-A

/'? = log Iog(i +A)('i +A).
2 + A

2 log A
Ge second coefficient se ri^duit pour h tres grand ä

s’annule par suite de Sorte que l’on peut ccrire

Q log2(i + a;) = lim[Iog2(i -i- a;) + log'i(2 + x) -I- . . .

— (log-2 . .-i- log^A) — X log^(A 4

Io(7)

«)]

et
A

g2(A -Ha;)

■

5. Examinons inaintenant un cas oii -p h) a deux termes.

Prenons _/'= logr(i + x). Nous aurons ici

/'? = —log(i-H A),
2 -+- A

/t= >og/A= iogr(iH- A), -H A’

de Sorte que

r(i -H x) r(2 -H a;) . . . r(A -H x)
ß logr(i-H a;) = lim log(«)

r(i)r(2)...r(A)

— Xi logr(i-H A)-H Xälog(i-H A) .

6. Prenons le cas general de xp oü p est positif et coinpris entre

deux entiers m et to -p i. II est facile de voir que 12/(a; ~pA) a

m -p 1 termes. Soit par exemple ^ :

3  3,-4

2  4
fl = ' ' 1

et finalement

ßa;- = lim a;^-H (a;-H r)-H-. . .-H (a;-h A — i)(9)
2

1 \ ji 't i T

— i)V—A=X,h-^ A^X, .I ̂  -H 2- -H . . . -H ( A

7. Nous allons inaintenant utiliser la formule (3) pour la deter-

mination de la sonime Sa(o) que nous axons definie d’abord
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conune elanl pour It tres grand la sonime

/<o) + /(O ●

Üue premiere expression d<> 8^(0) s’oblient en faisaul x — h

dans la foriiiule (3) qui s’ecrira

S/,(o) H- I D/(a^)].r=Ä= S/,(A) + + Ä)].r=A =( IO ) o.

C’est övidemmeul uiie simple identite que l’on peiit verilicr de
bien des manieres. La suivanle montre bien comiiient cette idenliti^

se raltaehe ä la formalion des lerines du tableaii fondamenlal. On

a en eifei

[Q/(.r + h)l^h = - r/oII. + /aH,-.. .-e fk 1 h I,

les autres termes etant niils pour x = h.

Si l’on remplace les coefficienls j'n par leurs valeurs

/(o) - Ni N„/(«),In

on Irovne que (10) peut s’ecrire

-■/(or

+ /(-A)

H-2 -1- 2 II;( -i- . . . -h ( /.  

( A —11:, + . . .

l) IJ/2 ]

!)(/. 2 )
'-ih, ,

2

Or si nous nous reporlons aux formules ('y) du Cbapilre III rela
tives aux developpemenls de zero, nous vojons que le coefficieul de
/(o) est, Loujours i pour h > o, que celui de/(i)est loujours
pour h > I et ainsi de suite de sorle que l’identite (10) est loujours
\eriliee.

I

8. L’application au cas oü f x'\ p dianl un entier positif. est
immediale. Les formules (9) du Chapitre I donnenl les develop-
pements de / en serie de Newton et par suite la formation de Q.f
est immediate. Oii obtient ainsi

h — III  2

i'-'-t- 2^^. . (/i —

i3-)- 23-f-, . .-I- (A _i)3 = _H5-f-6H3 —611

2;

)2= —II,+ 2lI3i

etc.,
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el d’une nianiere generale poiir p positif quelconque

2^’+. . . + (A —l)P

= — 2.iF+2i>)H3+(—3.ii'+3.'2F—

\P

9. Dans le cas general oü n’est pas connue, la for-

innle (3), par cela meine qu’elle correspond ä une simple idenlite,

esl d’nne applicalion sans avantage generalement. Mais 11 n’en est

plus de meme si la somme ordonnee de est nnc fonction connue

ou determince par alllenrs.

Par exemple, ou aura :

I I — a*
h-iQa-^ =OI t

— aI — a

r'(n- /i)r'(l-ho:) II
H-C.I -f-

/l-Ir (I-H ) 2

i)"-* Xi + (—l)2-^+' [X )«22“ Ü2--*"X //.n —

[Ghap. III, eq. (i())]-
Pour « = 1.

h -)- 1h — I3I 2

2Ä-12^—^2^ 2»2

Pour rt = 2

lh — I A(/l + l) — 23 5I

2*—12- 2-2

et pour h infinl la limite est toujours 2.

1 + XI

= 'Og;●i log-)U log I3»
(2-+- .cr)'2_ -\- X

A+i

(-?)(-Ji) ■ih

4" On peut genAraliser l’exemple qui precede en remarquanl
que

r(^r -H a)
ü log(a) -!-«)= — log r(os)

Par suite, si Fon pose

I
P(ir)- I —

(^-1-1)='
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On aura d’abord

— ßlog[i —(a^-H2)-3] = log
r ( +1) r (.r + a;,) r (a? + 3:3)

l’3(3: + 2)r(.*,)r(^:0

les trois valeurs i, ct ctant döterininees par l’equatioa

{x ●i'f — 1 = {x {x X,) {x X-i).

Pour k qiielconcjuc,

^ ^{h-^i)V(h + x,_)T{h + x:,)
V^{h-^i)V{x,.)\\x,)

et pour h iufini,

6x
limP(A) = = o,8of). . ..

r(^.2)r(a;3) 7r^/3 t:/3

e  ̂ -t- e

5“ On Irouvera de möme en parlanl de

Qlog I —

la valeur du produit

(-S) a-

{b-^hy\'" r(6 —u)r(ö + a)’

et pour /a = I, on retombe sur l’egalite bien connue

a
I

(6 + ipJ- - -

r^a
P(' — <2) r(n- a) = —sinxa

10. Reprenons maintenant la formule (10) et cherchons

nouvelle expression de S^(o) dans laquelle figurera cette fois la
fonction

une

f f{x)dx.(II) ?(^) =
» 0

Pour cela, inlögrons les deux membres de (10) de  o ä

quant que

en remar-

f f{x)dx.J (\f Sa(^0
x) dx =
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Nous obtenons la rolation

f f(x)cLv— C V.f{x + h)dx=— I' 0.f(x)dx(r2) Sa(o) —
●^0

que nous poiiAons (^crire en nous reportanl aus formiiles (aS) du
Chapilre I :

{riMs) S/,(o) —

= /() 4 /l -I- 4 /2 + ● ● ● ●

Lorsque Sa(o) est flnie pour h infini son expression est tres
pröcise. On a en eff’el, d’une part,

= O

et, d’antre pari,

(i3) X f(x)dx = ®ro)

©0 designant une constante qui pent etre nulle de sorle que Sa(o)
a finalement pour expression

(i4) Sä(o) = ?o + fl /i) + 4/i + 4/2+■ ● ● ●

11. Comme application simple, prenons le cas de la foncllon
supposee developpee en s6rie de Newton

cTiX, —a,X, —. . ..

II est Evident que, pour ä >● i, le coefficient qui est egal ä
(A + i)“* esl nul ainsi que les coefficients suivants. D’autre part,

(i5)

i: I
(x 1)-* dx =  )^  ’ s — I(.6) 'd —

de Sorte que l’on a ici

ii7) Sa(o) = ?(s) = -f- il ^2 '^1 + ^3 '^2 ●
I

Comme autre exemple prenons la fonctlon pour a <  i ● On a
immödiatement

X 1
/„= (i—a)dx = —®o =

log«’
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et par suite?

I

Sk(o) — — -h /i-f- — a) -H /3(i — a)-H“. . ..
log«

En comparanl avec la forinnle (8) du Ghapitre 1, on relroiive

pour Sä(o) la valeiir
I

1  — a

12. Lorsquc l’on coiinait le döveloppement en serio de Newton

de l’integrale

(i8)
/><

X ) (fx —— ?1 ̂ 1 — 9,X,-=3X,-.. ● J

on peut transformer la formule (8) de maniere ä eviter l’emploi

des coefficienls i. Les formules (28) du Ghapitre  I montrent que
Ton a

'●> /i -e f3./« — (
?3Y2'1 fn 3 \

ce qiii conduit a la deuxienie expression

S/d o) — 0(1 —
9t h?2

(l<») Y32

Gf ?2i
O *  * j32

9o ayant la ineme signification (jue pröcedemment.
Gette formule peut aussi .s’ecrire

S/do) -h fOo(ic + /Ol.',,

et SOUS cette forme nous voyous immediatement que si dans la
formule (8) nous avions considere la fonction cp et les sommes o-(cr)
et it(o) relatives ä cette fonction il aurait suffi de deriver par
rapport ä j; et de faire x = o pour retomber sur l’expression pre-
cedente :

Gomme application simple reprenons l’equation (lo). 11 est ä
peu pres evident que la fonction cp a la meine forme que /. II sera
donc plus rapide d’ecrire

Ü (x + I)—■'■ = — (' -T,, Xi X- Gl X., -!- Gj X:j  . ).

?

En derivanl et en faisant x = o nous trouvons

’O .'Z—0

"^2

2 2

ou oncore
3i(s —i; — 2)

(20) (i — lK(i) = G„(5 —I) X- 32
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C’est celte derniere formule, du reste, que nous aurait donne la

methode indiquee ci-dessus, apres usage de diverses relations

entre les coefficients g{s) et — i).

13. Les formules (i4) et (19) ne conduisent pas ä des calculs

tres rapides; on peut dans la pratique remplacer les series primi

tives par d’autres plus convergentes en op4rant de la maniere sui-

vante : Soit k un nombre aussi grand que le permettra lo calcul

direct de la sorame

Sa-(o) = /(o) -H /(I) . i- ./■( k-i ),

on aura les deux egalites

«^0

f o.f(

■r ) dx - (A + 4 /t + ■ ■ ●) - jT 0.f(

x) dx^St(o) =

X) dx,S/,(o) =

et par suite

Idk
S/,(o) = Si(o) +

La derniere parenthese n’a qu’un nombre limite de termes dans le
cas general et eile se röduit meme ä zero quand la somme cherch4e
est convergente; il est donc certain que ravanl-derniere parenthese
n’aura qu’une valeur tres faible pour k suffisamment grand et
qu’elle pourra se calculer au moyen d’un

Comme application, calculons ^(3), c’est-ä-dire la somme des
inverses des cubes des nombres entiers. ün a ici

(21)

petit nombre de termes.

I II
/ =

2 (a; -1- i)-(a:-t-i)3’

et en prenant par exemple /.■ = i o on trouve

= 1,19653199,

L A -h 4 ^2 = 0,00552890,

I T

23 9’

II—
20

IOIOIO

soit pour la valeur approchee i, 202006.
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d4. Lorsque les trois expressions

f fd-r, f 0/(37 +
●^0 ^0

hS/i(o),  A) da-

ou tout au moius la premiere et l’une des deux autres grandissent
indefiniment avec

pour des calciils de limite comme on le voit par les exemples
suivants :

a. Preuons la fonclion

h les formules (12)et(21) peuvent etre iitilisees

I
● Oll a ici

I -h X

r0

dxT I
S/,(o) = iH h

2 = 'og(i-+- A),h I -H X

r'(i --I- 3-) XI
.1  Q

r(i^x) r(i)I -h X 32

La formule (la) noiis doune

r'(i)I Im I —
2 1'(0

et la forinule (12 bis) doiine pour la meine limite la scrie

i»
(22) + . . . = c,32

C elaut la coiistaiile d’Euler.

D’autre pari la seconde iiicthode conduit au rösullat suivanl :

0 =—liX,— l,X,— l,X
k  k l

3  4 ■ ■ ■ ■

Les deux scries trouvees pour G peuvent d’ailleurs se rameiier
l’une ä l’autre au nioyen des relations [Cliap. l, 6q. (27)].

b. Prenons la fonction log (1 -h tt) :

(23) c =
●2

ffä.'^0
S/,(o) = logA! = (A + i) log(A + 1) — A,J

Qf = - logr (,-r + I) = - k X,— l, X, — k X,. —.
/ü = log (A + i), /A = ,/! = . ● ● = 0,

●  ● J



47SOMME ET FORMULES SOMMATOIRES.

la formule (12) donne comme expression de la limite :

lim iog/t! — (A-hi) lo2;(A + + ^ log(A + logV(x + I) dx

et la formule (12 bis) exprime cette valeur par la scrie

t'a /t -+- dl dä -e d di -H . ● . = log y/a :i — I,(●4)

d’apres la formule de Stirling.
La deuxieme mcthode conduit ä des resultats analogues. En

appliquant la formule (Sa) du Ghapitre I, on trouve, en effet :

/f(x)dx = (ai’ + i') log(irH-i) — X

= — (2/[-I-i)X| + (3 /●> —- 2 li) X2 -|- (4 dj —  3 d^ ) X3 -T- . . .

et fmalement, en tenant comple du rösultat precödent,

3^4 5

Los relations (28) du Ghapitre I ramenent ces deux resultats
l’un ä l’autre et l’on trouve aussi apres un calcul facile :

+ ● ● ■ = log \j27i —

I
—logv/(25) 2 7Z -\ ●

2

C^I'3 li
(26) 32 2

c. Gonsiderons maintenant le cas de la fonction (a; + i)'', p ctant
cette fois un nombre positif compris entre deux entiers tu et /w + i.
Le developpement en scrie de Newton,

{x -+-1)/' = — :tiXi— j:., Xo —. .

a ses coefficients qui döcroissent indefiniment (§6).
Nous aurons ä conserver les m + 1 coefficients

fi = (h + i)P,

Nous aurons d’autre part

(27) ● 7

/i‘=(d-hi)P—(A-H2)/',

I
X + \)P dx =

p + i

Dans ces conditions nous pourrons ocrire

(h +
+ d/o-H . .-H imfin(28) lim S/,(o) —

p + i
I

+ ^1 Jto -1- -f- + . . . .
P + l
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Sous cette forme le deuxieme membre est identique au deuxieme

inembre de la formule (17) oü l’on aurail fait s  = —p. On pourra

donc definir la fonction ̂  ( — p) comme etant la limite pour h infini

du premier membre et le deuxieme membre en fournil une premiere

expression.

Nous eu aurons une deuxieme par l’emploi de la deuxieme

methode et nous trouverons apres un calcul sans difficulte

a/.-i +.,. + hP-' _ 1 ^ .
,  M,

(29) lim \P—^
m  I

3Tl 2
0 32

ce qui correspond ä la formule (20).

Nous devons faire toutefois au sujet des formules qui pröcedent

une remarque importante; nous avons eu sein de faire passer dans

le second membre le lerme —^ qui correspond ä l’expression (p,,

des formules generales. Gelte precaution etait indispensable pour

assurer la continuitö entre les formules (28) et (17) d’une part et

(29) et (20) d’autre part.

d. Prenons maintenant la fonction xp dont le developpement en

Serie de Newton, que nous avons d’ailleurs dejä rencontro pour le

cas de p entier, peut s’ecrire :

xP = + Xi)X2+ (3^0+ ~iH- ;:2)X3H-. . .,(3o)

les coeflieients tt etant ceux de (27) comme on le verilierait en

remarquant que
xP — ̂.rP= {x + \)P.

Nous aurons ici (en mettant A + i au licu de A)

(h^ )P+i ●h+\ I  : f/i+1.  . . <-mJ Hl(3i) lim lA-h 2/' + . . .H-Ap — + *i/ü
/3 + 1

=   I91 3to + *2("(l+ ”i) + £3(330 + 33iH- X») + .  . .]

ou encore
iji-^i)pP-l -h 2/'-l + . . . + A/3-1lim

P

/^' +J/r'+- - -+ + f

TUp -h ^0 ^2 ,
0 32
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15. La uotalion <p„ se justifie non seiilement par la forme des

formules (i3) et(i9)inais encore par les considerations sunantcs.

La fonction reciproque de/peul s’ecrire :

/r=/(.0)—/(l)X,—/(■2)Xä —. . .

et si S^(o) est convergent, on a pour x =

1 = S/, (o) = — ?o “t- /l/o + '»./l

49

I

1

et ]’on peut ecrire

?o — 'o/—1 -+- lifa + i-ifi y

formule qui prolonge le groupe gön4ral [Ghapitre 1, (27)]

On peut d’aiileurs luiliser la forme pour le calcul de cer-
laines sommes. Par exemple si Ton prend

I II

(./●■ -h I) -h 2) . . . (.2- + {n — I)! .r -f- /?.

On trouve

I I I

‘2.3 fl H— j) 3.4.{fl   I ) I (   I) I . 2 . . . /I 2;

11 peut arriver que certaines formes de dependant d’un
parametre a, gardent une valeur linie lorsque, a quittant l’inter-
valle oü la somme etait finie, le developpemeut auqucl il corres-
pond devient infini. Pour f = a

f.c = ii — aY,
T

/-I — I — a

et cette valeur reste finie meine lorsque a est plus grand que

16. On voit par ce qui precede que, le terme cpo mis ä pari, toutes
les llmites d4pendent de la somme

un.

l

/  Q'fdx — + '3/3

dont la valeur
Serie de Newton X

s’obtient tres simplement en remplaeant dans la
par im+K.nx

SEK
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En gonöral cetle Substitution condult ä des formules peu con-

vergentes mais on peut, pour faciliter le calcul, utiliser Fögalitö

1 1

I X Si(o)— r fd.
^0

X -+- ilfi *2/1' + ● ● ●, =

ea prenant k assez grand pour que les termos /* et suivants
docroissent rapidement.

Supposons que nous ajons ä calculer

(5^
1

log(i + a;)
■X ^logHÄ + l) ■= limQ hI + X

Le doveloppemeut indique au Ghapitre VII est peu av^antageux
mais par la methode indiquöe ici et en faisant seulement k = 9
nous aurous

log2 ^ logS logg = 2,46192,

= 0,1,62,

32 9

99 9 2,578,3,
- log- IO2

= 2,65og5,

ce qui donne dcjä la valeur 0,0^282 au lieu de 0,0^28,08.
II est naturel d’essajer d’utiliser les resultats proccdents pour la

detennination d’une valeur qui correspondrait utile,ue,it ä la somme
illi,nltee S*(o) lorsque cette deruiere est divergente. L’adoption
d’une des deux expressions

1

f ö fdx
●^0

— 9o —

ou
—■ CO,' 0

parait logique ntais renfernient toutes deux le terme qui reste ä
pröciser. Dans la pratique on peut le doterminer quelquefois par
contiiiuite, par exemple, comiue nous l’avons vu, lorqu’il est fonc-
tio,i d’un parametre a et que l’integrale (i3) est fi nie dans un cer-
tain Intervalle de Variation de ce para,iietre; 90 prend alors u,ie

valeur qui peut rester finie meme pour les valeurs de a qui ren-
draient l’integrale infinie. II parait douteux qu’on puisse sans
Convention artificielle aller plus loin dans le cas general.
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Une autre difficulte resultc du clioix de la fonction f{x) dont

Ics valeurs, pour les nombres entiers consecutifs, reproduiront la

suite divergente donnee. Si, Fon considere par exemplela succession

2'', 3'‘, . . ., on voit par les exemples qui precedent (14, c et d)

que le choix de la fonction

I-'

{X-+- 1)3 = 1 + 7X1=-12 X,+ 6X3,

ou celui de la fonction

X, —6X,-f-6Xs,

qui correspond ä la suite O'q i“, 2^, 3^, .. oquivalente en appa-

rence ä la premiere, conduisent non seulement ä deux expressions

difförentes inais ä deux expressions auxquelles il faudra appliquer
des modes de calculs differents.



CHAPITRE V.
SOMMES ALTERNDES.

1. Nous avons utilise l’operRtion ilf pour l’etude des sommes
ordiuaires. Nous allons nous servir dans des conditions analogues

de l’opöration Q.cosizxf{x ) definie au Chapitre II et plus particu-

lieremenl de la fonction &J\x) pour l’etude des sommes altern('^es

Nous appellerons d’abord pour simplifier la fonclion &f{x) la

somme alternee reduite de la fonction f.

Nous avons trouve que cette fonction

e/(x) = oXi— /2X2—...n)

avait pour coefficients

fn+t/!+!(^)
2ä 232

ou encore

tn — 2 —fn — 2^ 2"-*/o—● ● ●—2»/„—1

et qu’elle pouvait etre defmie par l’equation fonctionnelle

(3) 20/(^) - A0/(^) =f(x) = [0/](:r) + [0/K^r H- i).

On peut remarquer des a present que l’operatiou 0 est susceptible
du möme calcul formel que l’operatiou ß. On a par exemple :

ey- e/',

Gonslderons maintenant la somme alternee directe et arretde ä

uu terme tres grand

Ta/(^) =/(^) —f{x 1)

A0/= 0A/.

(2)



T
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qui satisfait ä une equatioa analogue ä (3)

2T;.-AT,=/(^) + (-I)V(^ H- h)-

Lorsqiie J\x->r h) tend vers z6ro les deux öquations fonction-

nelles coincident et en ecartant la solution pcriodique qui corres-

poud ä 20 — A0 = o, oa voit que &f{x) est la limite de Thf{x).

53

(6)

2. On trouve dans ce cas, pour x — o,

limT;,/(^)x-o=/(o)-/(i) +/(2) . .(7.)

fj/o /i
-H . . . — <|).

232 =2

II n’est pas possible de verifier celte egalite importante par un

calcul formel au moyen des relations fondamentales du Ghapitre I,

car en realite l’egalite susceplible d’etre appliquee ä tous les cas

est celle que nous retrouverons plus loin (3o). On peut cependant

l’dtablir, sous certaiues conditions, au mojen des considdrations
suivantes.

Prenons les deux döveloppements :

●)
9=-/„X„+/,X,-/,X, + . ●  ● )

fm+i-— fln-, ?2n+l —

Les deux combinaisons

2-^(/—?)?),

sont autoröciproques, l’une positivement, l’autre negativement, de
Sorte que l’on peut dcrire

/(i) + ?(i)/(o)+ ?(o) X„- Xi-.?)(«) ● ● ?2l2'

/(L —?(■)/(o) —9(o) Xo -t- X2”^(/— 9) =(9) I
2>2“

et l’on a par suite

(lu)
/(O /(■o x,+. . . ./(o)X„-H X, H—X2

2'32

Si l’on compare maintenant les deux valeurs de <p pour x— — i,
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on trouve

/(o) , /(l) ̂  /(2)
/o—/1-+-/2 —(II)

‘1- 232

ce qui revieat ä la relalion (7).

La formule (i i) est d’ailleurs susceptible de nombreuses appli-
cations.

a. Examinous quelques exemples simples oü la v4rificalion

directe de (10) peut se faire aisement. Dans le cas de/

eile se traduit par

I

I -+■ X

I I I  I

2 22

I  I

3 23

I

3 22

ou encore

log2 = —log^I—

La meme verification conduiralt poiir les fouctions \ du Cha-
pitre III ä I'egalite evidente :

i0g«2 = (—1) log(i-j).
n

b. Prenons encore la fonction [Chap. I (3^)]

— '3^1 — I 'i. X, —. . . .

Nous aurons ä vcrifier

i. 4
(12) ^4 ● ● ●

4  82

Or si dans le döveloppemenl

I I
'3,z-+ .- = l^Z-+- l-i ● J

log(i —z) z

I
nous donuons successiveinent ä 2 les valeurs — i et - nous retrou-

vons regalitc dout il s’agit.
2

c. Pour/— la relalion correspond ä

{i~ay-I— a
I — a -h a2

4 82



SOMMES ÄLTERNEES. 55

ou encore
I — a

I -i- a

egalile Evidente.

3. La formule (lo) du Chapilre precedent s’applique lout parli-

culierement au produit cos nxf{x).

En partant de

— io“l- cosxa:0f{x),U cosx^ f{x)

on a pour tonte valeur entiere de h :

T/,(o)=/(o)-/,i)+...+(-iy‘-*/(Ä-i)

= — [ Q cos :r a:/(a^ = <„ — cos Ä [ 0/( X )],*=/(.

(i3)

Les siibstitutions successives 2, 3, ... ne font, d’ailleurs,

que redonner des relations dcjä connues (2).

Le dernier membre de (i3) se compose de deux parties, l’une

fixe et l’autre variable avec h. Les variations de ce terme döpendent

de la nature de/. Dans riiypothese simple oü f est toujours positif

et döcroissant, la Serie du premier membre est convergente et tend

; 0 tend vers zero ponr h infini. Lorsque, au contraire, lavers t

suite alternde est divergente, «o restant convergenl, 0 tend vers

0 >

l’inlini.

On pcut vdrifier la formule (i3) sur des exemples simples.

Solt f— a;; on a ici

0 — 1 + 2 —3+... + (— — I) = — -^ + COSTc/iG+)
et des formules analogues ponr/= X„.

Pour/=a^, on obtient
a

.  .    COSTth--
^  ̂ i~h a I -

i~ a -ha- —(i4) h a

4. La formule (3) donne un moyen d’etablir formellement le

ddveloppement de 0 en serie de Newton. D’autre part, lorsqne T

est convergent et coincide, par consdquent avec 0, il est souvent

possible de le former directement.
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I

Par exemple ponr / 5 nous avons immediatement
X + I

I I
T =(i;j)

X -h 1 ' X -h 3

V'(i-i-x)
= loga —

\'(i^ x)

Oll ii’a plus qu’ä egaler ces series avec la Serie de Newton

obteiiiie par la formule (3) :

(i6 )
I)X, —^4 log2 0^-0 =: log‘2   (2 log 2 —

^2” log 2
. I I — _ Xn

2 n

Les A'aleurs numöriques

<„= l0g2, =
5

?.. = 41og2—

= 3a loga —

 2l0g2 — I,

if) i3i 661

3^’
8Iog2—h = t;, = l6 10g2

12

sont faibleinent döcroissantes, car 0(— i) est inlini.

tu integrant, la formiile (i5) de o ä i, on retrouve d’ailleurs la

formnle de Wallis :

,  2 3 3 5

'»«r Mi- alogr^i+ .q = log^-
(●7) . . = loga +

3. Gelte möme inögalite pennet de calculer les dillereutes valeurs

de
I (i-t- a:)

On a d’abord, en faisant x — i :

ponr x—1™.

= 2 — 2 log2 — C — 0,o3649- ● ●

'■(-0
Ensuite, en faisant a. = et remarquant que

I I
T 143  5 9J
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on trouve

(■n) ,r
^ _ 3 loga — C = — 0,22745. . ..

7> on a ä calculer :4
Pour X =

I

/2f-■X
dxI I I 1  sj‘1 s- log5  9 ' i3 I  x’*17

2 — ^2 _

et, par consequent.

-X X = 8 4/2 2 -h , 1 JC
41og2- _  4;r -f-log — C = —0,3875....2 —2

La suite du calcul conduil aux dvaluations successives des inte
grales de la forme

1

I0

dx

que Ton peut thöoriquement exprimer sous forme fmie.

6. Nous pouvous obtenir une autre forme de la fonction 0 rela-

tive ä ^ de la maniere suivante :

Partons de l’equation

r(^ -t- i)r(jK -I-1) Yi Y,V =
r(^ h-jk 2) X H- I X -h 3X -h2

Forraons directement la somme alternde par rapport ä y ;

Vi.r, o)—V(,-r, i)H-V(a;, 2) —. . .

en remarquant que

V(X, 7/( ) :
Im 1

(x-hi){x+ 1). . . (x ^

ce qui douue, par suite,

T = ?3-. . ● 5
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D’autre part, d’apres la formule generale, nous

58

aurons aussi :

III
e = ●  ● !

●23(a?-t-3)-H 2)i{x + i)

conduit ä la relalionce qui nous
III

?1  ?2+ ?3 8  -j- 3)(18) 4(2; + 2)2(^ + 1)

et en integrant de o ä i,

(19)   l\-+- li
log3 ^ log4log'^

2^2»22

Si, maintenant, nous prenons la röciproque des dcux membres,
nous avons linalement

?1 ;iI1
(20) 2^22^ -f- 3 2^ -h 2X  I

et en integrant de o ä )

L  h h
4 ^ 8 16

.^. . .= log3.h
(21) 2

certain nombre de cas,7. La metbode suivante permet, dans

de fonner T(a;). Ecrivons d’abord :

r„u{x) =f(x) -fix -H I) + . . . —fix + 2 Ä — I)

un

et ensuite, d’apres la forinule (3) du Chapilre IV

fix) +fix + l)^. . . +fix + 2 A-I) = Q/+ S,a(o) - ̂ fix + 2Ä).

Si nous retranchons la deuxieme öquation de la premiere, nous
aurons ä dvaluer la somme

/(x + l)+/(2^H-3)+. . .+/(^^2/i —I),

fera, d’apres la meme formule, en posant

fix-\-i) =fiix'-^i) = 9(2:'),

j

ce qui se

%x' = X,

de Sorte qne nous aurons

+  — i)=öcp-t-TA(o)
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La formule cherchee est donc

r,hf{x) = S,;,(0) 2<Ja (?)(22) (o) + Q /(^)—-20

(?-'●)]■ fi fi^x + 'lh')  2(p

Gomme exemple simple, reprenons le cas de
d’abord

I
● Nous aurons

I —t— X

r'(i + a;)
S2a(o) = ih- ^

D’autre pari,

I
-o/- = 4- C.2/t ’ r(i + x)

I
f{x 4- l) =

2(2:'4-1)’

et, par suite

2CfA= S/, -ü? = 4- C.
Xr
2

II ne reste plus qu’ä calculer

r'(i4-/i)]
r(i4-/t)_

et nous retrouvons finalement la formule (i5).

lim rr'(i 2Ä)
= (Iog2A —Gj —_r(i + 2Ä) (log/i —G) = log2

8. Nous avons supposö jusqu’ici que T(a?) elail convergent.
Prenons maintcnant le cas general oü, pour h tres grand, / croit
indöfiniment; on aura alors une relation de la forme

+ h) X,-. . . /i X

le nombre m + i des coefficients etant en gönöral limite.
Supposons d’abord que /„ soit le seul coefficient non nul. La

smtc

T — To = \f{x) —/(o)] — [ f{x 4- I) —/(!)] 4-. . .
+ (-0'‘-‘[/(^+Ä-l)-/(/t_l)]

est convergente, et l’on a

lim[TA(2;) — T/,(o)] = 0 —

Formens les deux expressions

2(T - T„) - A(T — T„) =/(a;) — 2To4-(-i)A/(^’ .4-/i),
2(0-«„) _A(0-t„) =/(x)-2/o.
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En ögalnnt les deuxiemes membres, el eu remplagant + h)

par/(A), nous obtiendrons la relation

= lim T/, ( o i -I- (— I)

6o

/( h) ~h+\
(23)

formule qui coincide avec (lo) lorsque/(/t) tend
i X To est connu directement, on peut

vers zero.

Remarquons que

döterminer au moyeu de la relatiou

S1

T (i) — T(o ) — 6(i) —■ ^0 = — fl —/o '■* fo)

ce qui doune

(24)
T(o)-T(i)

f(i =/(.->- 2

Comme applicatiou. formons au moyeu du procöde iudique pl
haut (§ 7) :

US

Ta(it) —T,,(o) = log(25)

log (.-!)●
u~\-- ( — I)

Nous aurons successivemeut

X

).-hloglog 'Ih — I

= logr(14- ^ log2 Aj

)log^Ig(,^_£) + iog(i^|)

X

Io 2 A — 2

iogr(i f-f)-f log/*-
D’oü, finalement,

)-H2logr^^ +1^T„= X log2 — lügl'(-2^ ^T

En remarquant maintenant que

2logr(^i+^) =
= iog4T(o)—T(i,i = —log'2 —

obtient la valeur deon

I 7- log-
2  t:

fr loga — logr(i -4 fr) 4

eIog(i-4.r)==(26)

2iogr(i+^)-
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On peut deduire de cette formule une propriete bien connue de

la fonction F. II sufflt d’applicjuer la relation fondarnentale (3), et

Fon tronve une expression logarilhmique qni correspond ä

6i

X
I

ou, plus simpleinent,

x).(27) i-x

G’est la formule bien connue deLegendre.

9. Prenons ensuite le cas moins simple, oö, pour  h tres grand,

on peut ecrire

fix^h) =/A_x/t=/(A)_jy(Ä^-/(Ä + i)]Xi.

Fa sörie

T„(x)- T„+T^X, Ti = 2T0—/o-f- (—!)*/(/p)

est alors convergente. Operons comme precedemment, et formons

2|T-T„-^TlX]-A[T-T„^- T,X]

=/(^) + (-i)n/5+ 2X/r,-/Ax,],

en remplacant f{a; + h) par sa valeur äquivalente.

D’autre part,

— A(6 — t„— tiXi)=y(;r)-r-fi —

de Sorte qu’on a les deux relalions

( ti —2««= Ti —iT„-+-(—i)A/A,

( 2ti= iTi-h (— IjA+l/f,
(28)

d’oü Fon tire

(29) <0 = To+ (—
2^2

10. Le calcul se compllque rapidement, et Fon arrive eu fm de
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coinpte ä la formule generale

,A/o A
...= lim[/(o)-/(I) i)V(/0(30) 3'2

/(Ä)
(_l)A+l TrT

/(fe) —2/(/t + l) +/(/t+ 2)
2^

dont la vdrification formelle directe n’estpas apparemment impos-

sible.

qu’elle fait11. La formule (3o) prdsente uu rdel interet par ce

correspondre d’uue mauiere logique une Serie supposöe conver-

gente t» ä une suite Tq qui ne Fest pas.

Nous avons döjä trouvd quelques valeurs

des fonctions simples :

mdriques de poi“'nu

II

«o[log(n-^)] =

w-Mtü (X„j) — ^
>

Prenons maintenant la serie de Newton :

{x + l)—  ^iXl  33X2 . . . .

calcul direct, et, d’autre partNous aurons, d’une part, par un

par la formule (2 ) :

)?(*) =
I

(3i) 23
●  ■ >

Tr2*'—1 2

ce qui donne un nouveau dcveloppement de ?(ä).

En remarquant que

?(0 = j— +C + C'(^ —1)4-.. ● y
 I

(.V—l)3I
log3 2-t-. .= (s —l)log2

2-323-1

nous aurons le dcveloppement

+ i)-3] = log2-H (s —i) Clog2

‘l0g3 2 ̂  ̂ log3 2
6  ‘2

log^2~
2

C' log2
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et par suite, des ögalites telles que

_ log3 ]og4 „, Ioe^2
.. . = G loga 1—,

_ ]og^2
+ G log-2

3 42

Iog2 2 'og^3 logM
 + aG'loga.3 4 32

12. La formule generale (4) permet de deduire de l’expres-

sion ta, relative ä une fonctiou, celle qui est relative ä sa diffö-
rence ;

0 A/= 20—/.

On a, par suite,

Ü„[A/] =G = 2io —./'o,

to [ A»/] = = 2« — 2«-l /o —. . . — !●

Par exemple,

L(?l) = log2, «o(?3)= 41og2 —= aloga —I,

et encore

log(

On pent aussi operer par derivation,

?o[log(i + a;)] = ilog
I

= log^-X-hl

-h y

ou par intt^gration
/Xy

= log(l+jK).u
X -i- I

13. Considörons la serie

«0 — Ö!l ^ + «2 — «3 + . . . .

Elle definit une fonction / dans la rögion de x oü eile est conver-
gente. Si nous donnons ä x une valeur ^ non situde dans celte
rögion, la relation

/(d) = «0— ai« + —. . .

sera purement formelle. D’autre part, le Symbole
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döfinit siu moyen d’une des methodes que nous avons indiquees

tme fonction qui coincidera en göneral

region de convcrgence, mais qui ne

dehors de cette rtigion, de sortequ’on pourra le considcrer comine

im prolongement de la fonction f.

Nous avons rencontre plusieurs exemples de ce prolongement :

64

avec la fonction y dans sa

sera pas forcement illusoire en

● = logtn-.«,
s

Go^0
I)-]t,[{x 82

Ce rosultat doit, d’ailleurs, pouvoir se justifier dans chaque cas

calcul de limite, dont les diverses formules indiquöes danspar un

ce chapitre fournissent les elöments.



CHAPITRE VI.
LES FACULT^:S ORDINAIRES ET SUPERIEÜRES.

1. Les facultes ordinaires, qui sonl les differences successives

de—!—
X -i- I) s’expriment facileraent en series de Newton, mais la forme

simple SOUS laquelle eiles sont dcfmics esl elle-meme susceptible

d’un calcul direct formel qui utilise d’ailleurs aussi les meines

uombres gendranx o£ ei ß et aussi les nombres particuliers i et l.

Si nous posons

(«-!)! X X,I
(0 1?« =

{x . .{x + n) n n -t- I n H- 2

nous obtenons immediatement uu grand nombre de formules dont

nous n’ecrirons que les principales :

x\n = (n —

I
(2) — ?

n

(3)
c

S/i-Msn(4) ●  ● >X -h I n n -f- I H- St

n!

—  ( ̂) ( ̂) ^2 ( ̂ ) ● ●
{x ̂  l)«+l

~ ßo(^)
{x +

● ?

(5)
?n I

ßi(«) + ,3,(n)
 i)"+i {x -+ l/i+2

et, en particulier.

it I.(6) in — ?«+l +

?;!+! = d ?/

- ;

/

«+2+ j ;n+3 + ●  ● 7

(7) + ̂2 ?//f+l 1+2

II fallt j ajouter l’avantage qui resulte de la forme simple des

fonctions rdciproques des facultes

I

a -h ;i

SER



CHAPITRE VI.66

2. On peut considerer comme fonction de son iiidicc. Si 1 on
devient unedonne ä ce dernier une valeur quelconque r, c,y+\

fonction symetrique en x et j' :

r(^ + -f-1)y-

?(8) ,r+i — r.(x + y + 2)

On trouve directement

i)t'( r + ●!)V{x
J

r(.'^^+y + 3)
r(a;-hi)r(j) I

r(icH-y-i-i) r

fonnules identiques ä celles dejä trouvees pour le cas dey entier.
La derniere peut servir, au moyen d’un calcul de limite tres simple
ä döterminer la valeur pour y = o de

5

T'(i — x) + C£2?i = -(9)

inais nous ne nous y attar-
une voie plus

et d’autres valeurs du meme genre

derons pas, devant rencontrer ces rcsultats par
simple.

II est facile de göncraliser pour y quelconque toutes les for-
aussi en obtenir de plus

5

mules obtenues poury entier. On peut
etcndues. Par exemple, en nous

toire (io) du Ghapitre IV, nous obtenons

reportant ä la formule somiiia-

I _ r(a;)r(y+ i)
X  r(a;+y + i)

II est bien evident aussi que Ton peut utiliser la relation gene-

;ale (5) du Ghapitre III.
En particulier, on en deduit le developpement des facultes

söries des puissances de x :

rs
en

I
r(.r + pr(y + i) I — a: R= R ●  * 7

(y + ir- '
Y, Y, Y;,

r (a- -i- y -H 2) y H-I
II

R
i)s i-s 2'' 3' 4

Ges dernieres series n’ont qu’un nombre fini de termes pour les

r>
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valeurs entieres de y. On trouve ainsi :

67

3 i5
?.= -

2
4^2
8

+ . .- X
16 ● j

(10) 85 575I

108 ●  ●)648

3. Les calculs de la s^rie de facultes

J’(x) — «0?! + £*1?2 + «2?3 — . . ●

s’effectuent au moyen
exemple,

des formules indiquöes plus haut. Par

)-(
«0 a Ol

fx — ^0 ?i ■)-
1)

-H-a, -H«. ?4+. .3 ● ?■2
(II)

I
y.rs — «0 vl (a„ «1 )?-2 +

12

et ainsi de suite, les dcrivöes successives se formant ä l’aide des
coefficients x du tableau.

La somme ordonnöc a pour expression

" L(_L±^ n
r(i + 3T) ‘

I
ß/= —«0 —l) «2 C  1S2

2 ●  * f

et si ag est nul

./(0)+/(l)+/(2)H-. . .= aH-
2

«3

3

Si n’est pas nul, la söriea 0

Cl() “+~ gp a > ^ g,t -i- g,i
32 4

est, en genöral, divergente.

4. On peut mettre une Serie de facultas sous la forme

b„ h I

X-j-3X + I X -h 2

et inversement ä l’aide de la formule (i) et de sa röciproquö.
Nous rencontrerons un certain nombre de s4ries de ce type.
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Notons, en passant, la formule

r'C+.y)' r' (I + 37)I

r(i+r){x -i-y) 1_ r(n- 37)
II

(37-t-2)(y-H2)
● >

(37H-I)(y-+-I)

dans laquelle on peut faire varier j, ce qui permet d’obtenir des

relations telles que

1 + t-2= (i — y'i )>To=^R(t'i)>

yo et y, designant les faculti^s sup6rieures qui seront döfmies plus
loin.

s4ries de facultas aiitoreciproques, elles seront evi-Quant aux

demment des sommes lincaires des combinaisons indiquöes au

chapitre III, (9) et (10).

5. L’intögration de la faculte Ei introduit naturellement la fonc-

döjä defini les coefficients ltion Iog(i + a;) dont nous avons

[Ghap. II, eq. (i)]. Si nous posons d’une maniere gönerale :

^0
dx — L/i—\^~ ln—ly(12)

de log(i + x)
lerne

aurons en forraant la dlfference n

Ln = hl  X,

log(a;H-jK + i) = Lo— YiLi — YoL, —...

●  ● 5

nous

(i3)

et aussi par simple Integration de (6) et (7)

,  L
= Ln H

«+1
-I(i4) ●  ● ?32

«0 + b ?/!—1 + hl En—2 -r- ●I. ●  ● 5n —

. Nous aurons aussi, bien entendu,

öLn = Ln—1 — ln—\●ALn — Ln—1,

sauf pour n = o

D’autre part, nous pouvons former

L„ = (3; + ra -h l) Ln — uLn-l — (« —l) h, + «G-1

X

f.
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et eil döduire par un calcul facile

69

d L„ + d L + .. . = (a; -I- 71 + i) L„— (77 — i) L„_i,

l'l di 7-2 di H“ . . ■ — ( 77 —1— I) di  ( 77 l) di—1-

Pour 71 = I le deuxieme membre de cette derniere cquation so

r^duit ä 2 Zj -1- I et pour 71 = o, on a, comme nous le verrons,

72 Zi + 73 Z2 + d Z3 + . . . = log ̂ 2 X — I.

6. Les sommes successives de ne sont plus des facultes pro-

prement dites. Nous les appellerons facultes supcrieures et les

designerons suivant leur rang par la notation j/,, j/o, .... Nous

avons dejä rencontrö [ Chap. IV, eq. (5) la premiere d’entre elles

qui a pour expression

'r'(i + 7K) X2 X3
(i5) -hC XTo = —

. r(i + 7T) 32

Le developpement de en serie de Newton resulte immedia-

tement de l’equation precedente mais on peut le mettre sous une

forme plus reduite. La methode la plus simple consiste ä utiliser la
relation

I I
02 ■h xQ = ü(i),I + X I -h X

ce qui nous donne, en opdrant de proclie en procbe,

I 1
(:6) Tn-i = — X,i-i 77 — I

On a d’ailleurs les relations generales

X, = 7oTo+ 7] YiH- 7»Yj + . . ● J

?/i — 7l ^,i_l H-. . . + 7,J_1 H- 7„ Yo+ 7il+lTl  + .  . ■ ■

Les facultös
Ti, To, ^2,

forment une suite illimitöe dans les deux sens, qui se continue en
allant de gauche ä droite par dilferences successives.

●  ● ● , Y2,

7. Nous avons laissö de cote la faculte singuliere^- Ses diflc-
rences se forment immediatement mais pour sa somme ordonnee
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une difficulte se prösente. La methode einployöe pour £, ne peul.
etre utilisöe car la suite

70

I I I

X -H I X -I- 2X

ne peut pas etre rendue nulle pour ä; = o par radjonction d’une

simple constante.

On peut avoir recours aux formules ( 5 bis) du Chapitre I appli-

quees ä la fonction y = Nous aurons ici

ö/[— (-^ + 1)] =

^ I / ^ r'(i —
ö

X

- = y(— =—   ( — c.
X  r(I —● x)

X

= T«(-^)-To(^)=-2
IX

■Vy

(17)

Par suite 1

(iü

I

n’est pas ^On voit donc que la somme ordonnee de
mais bien

x{x + 1)

I
— j: cotgKic.

X

C’est un exemple frappant du röle que peut jouer une fonction
de Periode i dans un cas particulier : mais par contre les formules
sommatoires des Chapitres IV et V deviennent inutilisables.

8. Les integrales des facultes suporieures forment ^galement
une suite continue, les fonctions logariihmiques se prolongeant ä
gauche par d’autres fonctions dont la premiere et la plus impor
tante est log(i»). On peut ainsi constituer une suite de fonctions
qui se döduisent l’une de l’autre en allant de gauche ä droite par
simple dilference.

Nous nous bornerons ä introduire les constantes

1

I. 7  . f n—1
Y„_l äx~ ln(18) Cn-i = — ●  * ?2

dont la premiere est la constante d’Euler [IV (22)] et la deuxieme
a la valeur indiqude [IV (26)]. Les suivantes se rattachent aux
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Valeurs de t^{s) poiir s enlier et impair et de pour s entier et pair.

Par exemple

(19)

71

2C-2—2Ci—Co-t-?3= /(JcHaCä —c.),

en raison du fait

se metlre aussi sous
L’equation qui ddfmil los c peut d’ailleurs,

qu’elle se rattache au type (6) du Cliapilre I
la forme

c„  in = il C;i+1 -H H C„-h2 -I- «3 C„+3 + . . . .

On retrouve aussi ces constanles en formant la serie de Newlou

de la derivce de la fonction

1
r( ,r -4-1)

r(^ H-1) r(y + 1)

= Co — Ci X1 — Co Xo —...

● y

On a aussi
C3X1 cXj-....(ix+1 )'x = c-2

Les premieres constanles c ont pour valeurs :

C3 = o,o53o5,

Ci= 0,04070,

Cä = 0,o329'2,

La Serie qu’elles formcraient est d’ailleurs divergente. Par contre
les sommes

Co = 0,57721566,

Ci = o,i3o33o70,

Co= 0,07665317,

3‘2

qui correspondent aux döveloppements en serie de Newton de V

sont convergentes.

On peut obtenir facilement l’expression du carre des cons-
tantes c en fonction des nombres i et 1. Effectuons le calcul pour

la constante d’Euler. En partant des deux relations

3  '

,r«

l..l

ln=-
Cf)=G = il + ̂

● ● J●  ' J
Al -h in

nous formerons le Systeme

)
HI

2 ( 71 -h 2 )i(n -h i)rin
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dont iious multiplierons respectirement chaque öquationpar in- En
additionnant nous obtiendrons

72

i h
( 20) 3^ 32 2- 2

{cf. Appell, Nouv. Ann. Math.., iQaS).

On obtiendra des formules analogues pour los carres c\ ou les

produits

Voici encore im groiipe d’autres formules donl la premiere siir-

lout est d’une symötrie remarquable.
Considerons la Serie de facultes

Developpons-la en Serie de Newton :

d/ = 70— (7iXi— g-.,X.2— <73X3 —

Les coefficients ont pour valeur

?i= G,7o = — I,

l U l31
qn =

-f- 3n -h I

Reportons-nous maintenant aux relations (27) et (28) du Gha-

pitre I appliquöes aux deux fonctions

I

9 = log(iH-a;),I + X

nous aurons, d’apres les nolations adoptees,

I
/« = ?,r= n i-11

h h
Pn — Gn—\ qn =

n-^l n -\r -3.

et, par suite,

— <71= C„, Co = l« ?!

Co
— 92 = - +2 Ci = it) 7‘) iiq\,

Co . Ci
— = -5- H- — + C2,3 2 Co — io5'3“t* ii?o-f- iiq\.
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De Sorte que la fonclion a aussi pour troisieme expression

i]; = — (I + coyo + Ci Yi H- c.;ä Yj + . . .

En integrant mainlenant de o ä i ces trois expressions on trouv^e
d’abord

(21)

On peilt ensuite integrer de o ä i les diflerences successives des

trois 4quations, ce qui donnera

73

h bj-f-i ● J

Ci C,i-hl -h . . . = — (h Cfi—l -f- . . . -i- C,i  ) -t- /i //i -H -i- ● ●CnCn
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CHAPITRE VII.
LES FONCTIONS EULERIENNES ET LE LOGARITHME INTEGRAL.

1. Partons de la Serie

I

^.1)

La somme ordonnee par rapport ä k est une fonclion de i

puisque les variations de y et de x y- y i sont les memes. Oii

peut donc definir une f'onction par la rclation

V'jx -hy ̂ 1) Y'(x -h i)
= hYi+bY3+LY3 + ....(2)

r (x+j + i) r (x + ij

a. Integrons de o ä a? nous obtenons

r(.r + y + i)
(3) = Y,Lo+Y.,Li+Y,L,,OS

r (a; -f- I)

les fonctions L etant celles qui onl etd dcfinies (Gliap. VI). En

derivant par rapport ä y et faisant j'= o nous trouvons d’abord

I L.>
(4) 3●2

et ensuite en tenanl coinpte des relations du Chapilre VI (5). et de
la formule (25) du Chapitre IV,

r(a; L„ , Lr(a; + i) ●)1 L..I 1
(5) log I= X  —

432 2

b. Integrons cette fois de o a i par rapport

r'(x 1) -h Gii-H 4(2 + L^3 + . ● ●●(6) log(3r + i) = r (a; +1)

En prenant inaintenant la somiue ordonnee des deux membres et
en remplacant la somme ordonnee de j/q par l’expression en Serie
de Newton [Chap. VI, (6)] nous obtenons un developpement qui

'S
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ne contient pas d’autre irrationnelle que c et 27: :

73

XX,G-h ITZ ●iX
2log^7) I “I-

r(^ + i) 32

+ 12 + * 3 ?2 + 4 ● ● ● ●

c. Eu integrant de o ä l’equation (6) et en tenant conipte de
la relation (26) dn Gliapitre IV, on obtient une troisieme forme
qni met en dvidence ia partie asymptotiqiie :

Y{x -H l)

Le tei’me p(a;) en effet tend vers zero lorsque x grandit indefmi-
ment. En döveloppant ce terme en serie de facnltes on trouve

P ( 27 ) = 1-2 Ll -|- IS l-*-: ^ 4 b;{-t- . . .

d’apre.s les relations (i4) du Chapitre VI,

p(x) p(x)Zl)i(io^K-i- 4?

On peilt remarquer que le coefficient de est le meine que celui
de dans

(-0 log(.r + 1) — (a;H-i) — p(2;).(8) log

(9)

ou encore 1

-f-«+1

I '0I
T — *1

log(i — Llos(i —

et l’on obtient finalement

(10) p{x)= is[(2 7l + 2) 4,^1—(2« —l) in] ^

ix + »»is
720 720 3o64 IO 080

Le calcul des valeurs de F au moyen de cette formule n’est pas
impraticable. Par exemple pour obtenir F(io) nous formerons

lOlogio

11

y 3 499 L
3 628 800

?3 6

2

8745 5838

log\/2JC= 0,91893853

-^1= 0,0083 3333

10 = I 7

12

2

12,8018 3024

0,0000 02107
720

I
—  0,00000049
720
10

^3= 0,00000012 0,0000 0271
8 064

d’oii la valeur
au licu de. . . .

12,8018 2753
12,8018 2748
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2. Posons

(II) = «0  Ml Xi —■ U>Xi . . .
r (.^7 -1- a)

Les poljuoraes u sout ea relation evidente avec les poljuomes de
Lagiierre. La relation de recurrence est facile ä former en ecrivant

x+ly.-C+l /

)
r y

— Ml — M2 Xi — M3 X2 —. , .
X -^-1 j r(a;-l-2)

et, par suite,

i'o = X, «i=r — ^ >

(in -I- 2) M„j_i,, + ( _ 2 m — i) M

2

m(12)

D’autre part,

mu,n—i = o.

■f
aM-1 OH-l OM-1rA X dy,r(i£n-2)’ r(ic + 2) r (a; + 2)

ce qui donne

(i3) Mn — Ufi Mn+ I nn+ I —● Mo “f- Ml 4- . . . -1- Uji'

Eufin on verifie facilement que
hy

(I4) gA-1 _ j — ^2 — n^JiZ — _

Si nous posons mainteuant ßw„— nous aurons
/  hy

● ● 1

hy — 1

Qyei‘“i= (gi'-' — I 7

ce qui conduit ä la formule

{y + hv^-\- h”-Vi^. . .) [mo(i) + /imi(i) + h^u«(\) .  .J
—  -h hll\ -h W3 H-. . ,

et en derivant par rapport ä y et faisant y~o

(i — A) (i + Ar'„ H- A2 p'i -I-. . .) = _|_ Ami (i) H- A2 m2(i) + . .

qui permet de determiner de proclie en proclie les coefficients e
d’ailleurs en prenant la somme ordonm^e de (i i) par rapport ä y
puis di^rivant et faisant j = o on trouve

-E, Xi-e',X2-. .

la fonctiou ^ etant la fonction de Riemann.

ce > .

S(-^) ..7(i5) 0
r(^ -H i)

● j
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3. Les diff^rences de F s’exprimeut tres simplemeat par la
formule

77

^ ̂ = i — Ni.r — Nox(n-a7) — N3.r(n-ic)(2 + ̂) —i

Pour exprimer la somme ordonuöe, posons

Qr(a; + i) = 9r(a7 + i),

la fonctiou arbitraire ® satisfail ä l’öquatiou fonctionnelle simple1

o — (^H-i)o(a; + i) = i

eL les coefficients de son developpement en Serie de Newton sont

determim^s par voie de recurrence :

(i6)

ce qui donne

?«+i
— 9„_1 + 2 9„ — 9„+i = n

— 9 ~ Xi -h -h 2 Xg + 7 X-, 4-
6  4

●>
4 X3+. . .13,  (17)

On obtient une forme plus simple en fornlant9(a;  + 2) dont les
coefficients, d’apres la formule (16), decroissent plus rapidement
et l’on trouve apres une Ibgere modification

X, Xo X31
I  — - ●  ● ?3o 36or(.?: + 3) 3X +1 12

ce qui correspond pour h entier ä la formule

H II 3 Ih1
I + I! + 2 !+. . .4-(A-H i) ! = (Ä + 2)! I 3 3o12

4. La fonction © relative ä F se forme d’une mauiere analogue;

poussons le calcul un peu loin ; en mettant 0 sous la forme
g'{x)T(x + i)nous aurons, d’apres l’equation caracteristique habi
tuelle de 0,

ff (x) ^ {x ̂ l) g’{x 1(18)

et les relations entre les coefficients de g supposee developpöe en
Serie de Newton s’obtiennent par la recurrence

—2(»i-f- (m^i) o.(19)
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Od peul reniarquer tont de suite que les coefficieuLs g
forme a

mojen du tableau des differences. Les nombres de la troisieme

colonne ('■tant egaux ä ceux de la premiere multiplies respeclive-
I  I

ment par -) -

nombres de cette premiere colonne pour determiner les trois pre-
miers de la troisieme et prolonger la premiere, et ce proccde se
continue ainsi indefiniment.

Les coeflicienls a correspondent d’aillenrs ä

sont de la
— bm- Les suites a et b se forment tres facilement au

m
O'0

I
● ● ● ) il suffit de connaitre les trois premiers3’ V

a{x) {x -i-i ) a(,T ~ i) = o,

equation qui est satisfaite par la suite (— i)"^ et ce sont par cou-

söquent les nombres reciproques de cette suite et leurs premieres
Valeurs s’obtiennent d’ailleurs facilement par le procede indique
plus haut; on a ainsi la sörie

34 209 i546 13327 130922
3!’ 4! ’ 5! ’ irr' ^ 1/ ●

2
pI ! ‘2 i

Les coeflicients b correspondent ä rhypothese go  = oetla fonc-
tion qui correspond ä cette hjpothese prend les valeu rs

I I I
f20) b{m) =

m {in — I) tm m ;

Voici la Serie des premiers nombres b :

4  20 124 920I
o 3!’ TT’ ty’, il’ P2 !

79 lo 78010
-yr’ 7!

ite des rapporls ~La SU )

0,5. . ., 0,57. . ., 0,5961. . . ,

tend vers la constante bien connue

g<> = 0,5963 4736 2323 lol

5. La formule (5) du Chapitre VI s’etend au cas oü m q
avions considöre comme entier prend

u e nous

une valeur quelconque s. 11
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suffit de faire les generalisalions

n ! = r (i -i- i),
Y{x +1) r (.i +1)—

79

On olilient ainsi

(i H-I)a,(s)r(x 4-«-1-1) Äo(.')
(ai)

(,a; + s + i)(a:^-t-i4-a)(.?; -H 4- i)

(i 4- I) ('« 4- a) a., ( s)

(a; 4-i + i) (.r + s 4-a) (ar 4-s 4-3)

et pour X — o

● ■●=/' log*7o

gp(^) a,(.0 I
(aa) r(s4-i) = dz.

^4-3 I — z

Si nons reiiiplacons les polyiiomes «(●?) par leurs ddveloppe-

meiits et effectuons les divisions, noiis voyons cpie le deiixienie

memhre de (22) peut se diviser en denx parlies, Time meroniorplie F

et l’aiitre eiitiere E; la premiere a ponr expressioii

I II
(23) F(.9 4-I)==

2 ! ( i 4- 3 )l! (i 4- 2)

comiiie cela resulte de

I
a„(—n —I) = (—i)« n !

On verifie iminediateinent d’apres cette forme de  F que

I
F(s 4- 2) = (.5 4-1) F(s(24)

On pent aussi ecrire en developpant les fractions en series de
facnltes

e F (s 4-1) = —^
I I

(i‘4(i 4 -I)(5 4-2)(ä'4-3)- I) (« -H 2)

on encore
I

eF(ä 4- i) =  Q
r (s 4- 2)

Qnanl anx valcnrs de F ponr n eniiers, elles sont de la forme

r„
F(n 4- I ) = « ! e

Les nombres r
I, 2, 5, 16, 65, .
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sont, pris tous positivement, les reciprocpies de la suite (

et le nombre e est la limite de
n!

La fonclion reciproque de F a pour oquation

(25) R = -

et l’oii voit tont de suite que c’est la fonctioii

I 1

(s-t-l)(«+2)(s-|-3)T- I

I)" n !

I I
0
r(s-^2)

et Fon en deduit Fcquation fonctionnelle de R

R(^-w) = i — (s-i-i)R(^).

Un calcul facile luontre que Fon a aussi

(26)

-i:
1 I

e Ta — dt.1 2 ! 5 -h 3I  I S H- 2-H 1

6. Prenons maintenant Feqiiatlon de E. Les premiers coeffi-

cients calcules au mojen de «(ä) sont dcjä compliques et le deve-

loppement

3^ — 4

2  24

cpioique convergent, se presente sous nne forme difficilcmenl

utilisable.

Gomme E + F = r(«+i), on voit que E prend pour n la

valeur et par suite grandit rapidement comme il fallait s’y

attendre.

L’cquation fonctionnelle

E(x + 2) = (s + i)E(5-I-i) + -6

donneralt par la metbode des coefficienls indetermines la serle de

Newton

75.s- + HO« — 48I
(27) ●  ● ?

48 5760

eE(i + i) = — Sö-t- I! Si— 2! S2+ 3 ! S3 —.(28) ● ● 5

qui est evidemment divergente,

quement

peut ecrlre sjmboll-mais on

T(2; — s)'

l’(—«)
(29) eE(s + i) = e
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et celte notation n’est pas illusoire. Les coefficienls u du dövelop-

pement

8i

r(.r —i)
= ««o — «1 Xi — u« X» —...

r(-.)

sont des polynomes en s constituant la premiere ligno du tableau

fondamental oü la premiere colonne est formte des polynomes

(— S„, de Sorte qu’en appliquant la formule gönörale on

obtient la serie suivante dont iious n’ecrivons que les premiers

termes :
I -h 2.S H~I

eE(s + i) _ -(3o) 2‘■2“2

+ 55'2—

25

1 + 9« —15«-+ i5«5— 5«4+ «5
2®

II n’est pas impossible de retrouver dans ce developpeinent les
valeurs de E pour s entier. Dans ce cas en efl'et la premiere colonne
du tableau des diflerences n’aura que 5 + i termes; le terme

fonction linöaire de son indice n de degrö s
au moyen de

general u{s) sera une
seulement et Ton pourra calculer la sonime 2 2

—n

la formule (Ghap. IV, -4, h).
Par exemple pour «● = 2 on aura

i3 1 + 2N1 —N-,
2‘ “*”■ ■ ■ ^4

-7I o  = 5.eE{3)= - -h2 2^2-

Si l’on considere separement chacun des polynomes  u on verifie
.  . des valeursainsi qu’il prend pour la suite des nombres o, i, 2

croissantes; il croit donc lui-meme rf'gulierement (sauf peut-etre
accidentellement dans l’intervalle de deux nombres entiers). On

?  ●

peilt admettre par suite que la sörie prec4dente croit rdgulierement
avec la variable ou tout au moins n’a pas de discontinuitö, et comme

eile est convergente pour les valeurs entieres on peut la considörer

comme toujours convergente.

7. D’ailleurs la formule (a4) peut s’ecrire en remplacant i + i

par — .V

(3i)
I'(a; + « + i)

eE(—«) = e„ r(s + i)
6SER
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^{s) etant la fonction definie par la formule (i8) ä propos de

@r(a;+ i) de Sorte que nous aurons finalement

I  ● I II I I
(3a) r(s) = -s 3 ! ̂ -h3t 2 ! S -h 2I: ,9-1-1

7^0—4 s(s^- i)I

e  + 1 1r 2 1 2 :11

34g-Q — 20 s(s -hl)(s -h 2)

3 ! .3 !

döfinie par peut seLa constanle gQ que

calculer en faisant dans la formule qui pr^cede ,? = o et Ton a

nous avons

ainsi

II
G-hi —(33) 3.3! 4-4!I2.21

Voici des premieres valeurs des coefficients g :

ffe =0,01044625,

= 0,00694234,

g-s =0,00474420

gg = o,oo33 1744

^10 = 0,0023 65i I.

'^1 = 0,19264736,

^2= 0,0872 1577,

»3= 0,04596839,

gi = 0,0265 2495,

,§■5= 0,0162 7518,

Ö 7

5

y

On a d’ailleurs les relations Evidentes

n
2^« = i, = 1 — ^0.

71-1-2

8. On peut genöraliser ce qui pröcede et poser

l’(« -4- i) = 4>(jk, s) + il{y, s).

La fonction O prend l’une des formes

(34)

ILy
(35) 2! (. + 3)i !(« + 2)

,r"-y= e-y
(sH-i)(s + 2)S   I

et satisfait ä l’equation fonctionnellc
S —l— I

<i>(jK, s -t-1) = —7- 'f>(y, *■)(36) e-y.

Celle de H est de meine

'1(7, s)+ e-:»-H(j/, ^ + i) =(37) y
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et correspond ä la serie divergente

83

S,t
(38) e.vH =

y y«.

On peul la remplacer dans les meines conditions que nous

l’avons fait pour E par ime serie convergenle. Noiis determinerous

d’abord nne fonclion g{y, s) par l'equation fonctionnelle

s -h
-ffiy, i + i) = I.

r

La Serie de Newton correspondante a des coefflcients de la

forme cingo — b„, les suites des coefficients a,, et b,i otant des

polynoines en y qni sont respectivement les reciproques des deux

suites

Y- y3Y'i y
(—lyi i i’ n  n{n — i) ̂  n{n —1)(« — ’-i)

Nous aurons finalement par un calcul identique ä celui du para-

graphe precedent

n !

y- I IV
(3g)

s t2 : I -i- 2

/  \ / \ ^
g-oiy)^ giiy)-+ ff-iiy)—:^

e-y

y‘-1. y-- yZ_ y- y-y-

I I II ' «1.

●2 ! a, .

3!«3 ●

4 ! «* .
5 ! «5 .

G ! «c ●

7! «7 .

I  !öi..

3!Ö3..

4! 6....
5 ! b,..
6! 6c..
7 ! 67.. .

4 I2

6 18 I9
9624 1672 I

600 600 25120

720

200 I

4320
35280

2400

29400

365400

52920

45o I

2646 495o4o 7350 I

I

3 I

8II I

58 i55o I

274 444
3708

33984

24 I177
2016

23544

351764 416 I

i3o68 656o 835 48 I

3ER
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9. L’expressiou du coefficient g'o(j') se forme facilement en

faisant ä = o dans l’equation precedente, et l’oii a ainsi

—  = logr + C
j'"-.r

I 3I 2J' .3 !.2 ;

Le second membre de cette equalioii definit le logaritbme inte

gral li{e~y) pour j' positif.

Mais la methodc emplojee permet de considörer aussi ce loga-

rithme integral coinme defini par la limite dn rapport des polj-

nomes bh et ah lorsque h croit indofiniment.

La valenr de «a est tres simple

h{h-i) y^- AfÄ —i)(A —2) jK» ,
I + ÄJ 3 ! ‘ ■3 !-H I!2 I 2 :

mais celle de b est beaucoup plus compliquce. Ou peut remarquer

que le coeflicient de a pour valeur limite

Le tableau ci-joint donne les sept premieres valeurs numöriques

des coefficients de a et de b. Le rapport de b- ä a-, donne des

valeurs assez approcbees lorsque y est voisin de l’unilc.
De la relation

^0 (7) + (r) )-+■● - ●= I

011 peut deduire une autre expression de go{y)-
Enfin, en formant la somme ordonnee de + i) et en döfi-

nissant une fonction ’E, genöralisation de (17) par la relation

S 4- I
'Fi'F( s ~‘-i,7) = Ls,7)- y

on obtient

j-serr(s -f-Oifis,/)

r'(i -f- s) ___ _L
1  S + 1r(i + s= logr — li{ey) — y

7= 74 II

3  (s-i-i)(i + 2)(s-e3)

s(s -i- i)(s + 2)

2  (s-h l)(s-H 2)

- go(7)7 + gi(7) +^-2(7) 3!



CHAPITRE VIII.
LES SERTES INTERMEDIAIRES ET L'EXTRAPOLATION.

1. Les series de facultes se developpent imm4diatement en

s4ries de Newton. Examinons, au point de vue seulement formel.

comment peiit s’opcrer le calcul inverse, c’est-ä-dire la deterniina-
tion des coefficients a de la serie de facultes

f{x) = «0^1-t- «1^2+(I)

en fonction des coefficients/„ ou des valeurs/(«).

En considörant la fonction röciproque de /, nous avons le Sys
teme de relations en noinbre infini

a. «1 a-i
(2)

TI —H 3n +1 n  2

qui theoriquement peut conduire ä nn döveloppement formel pour

les inconnues a, mais il est plus simple d’introduire le Symbole
auxiliaire

/’ji — , X,o = — $1.

Nous pouvons poser

Y - -ddi fj.. P//-1(3)
X  'I X ̂  n

les coefficients p ayant pour valeur evidente

(4)
X--P

Remarquons que ces 7t+i coefficients de x« peuvent 6tre
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determines par le Systeme d’equations linearres

O =:
n -h II 2

j

i^7i+lH-‘2
o = 5

n + 1 inn

(n !)’- - _JÜ l^-i
(_!)«+< »

( 2 7^ H- l) ! n +1 77-1-2 2 77-1-1

qui est iine simplification du Systeme (2). Or si nous formons avec

les combinaisons de ces equations (cp designant la

6i—3ej-i-3e3—e^, ...ei — 2 60-+- 63,ei— fio,

un nouveau Systeme, nous retom])ons sur celui que nous aurions

obtenu en posant

(— 0" 7.'> — y-‘ ● ● ● + I

ce qui nous montre que les produits sont avitoreciproques posi-

tivement pour n pair et ndgativement pour n impair. On peut

donc les exprimer soit en fonction des inverses de x  1

a; -p 2, . . ., soit en fonction des facultes Ei,  , les coefficients

)

restant les meines avec un simple changement de signe pour

impair (Tableau I).

Les formules (3) et (4) donnent apres un calcul facile

(5) 71-+-1 J

n

3 !I  !
-(N3-2N3-HNOE3+...,(6) (—l)"X,n= No^i-H (Ni-NOL

(o!)2 (I ip

les coefficients des polynomes en N etant les coefficients bino-

miaux, ou encore (Chap. II, a)

n{i — n)...{p I— 77) (77 -1- 1) (t7 2)..,(77+j0) ,
(7) ( -2,— ip'-r-

et inversement les E s’expriment en fonction des  y par la relation

particulierement simple (lignes du Tableau II)

bi+i = S;,(— i)P{ip -i- i) 'Pp{n) 'ipix).(8)

2. Sachant que les produits y sont autoreciproques, on peut

ecrire immddiatement leur developpement en Serie de Newton.
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Par exemple
X I 2X, 3X3

X-l = ●  ● ?
3.4 ' 4.5 ■

i.aX., 2.3X.,

3.4.5 4.5.6

I.2.3X

4.5.6.7

3

2.3

(9) ● ● 7

yj =

On retrouve les coefficients relatifs ä pris tous positivement

et multipliös par 2 /; + i daus la p

La resolution de ce Systeme, c’est-ä-dire l’expression des X en

series linöaires de y, s’obtient par im simple calcul direct

lerne colonne du Tableau II.

n . . .(p — I — n) {n
(io) Xp = y (—

●«/l
(2« -4-l)x.„.(p'-y

L’examen du groupe d’equations ainsi obteuu muntre que les
coefficients de yn pour un indice n sunt ä un facteur pres ceux que
nous avons rencontrös dans le döveloppement de yn en

Les series en y qui correspondent aux X se presentent evidem-
ment, pour les valeurs non eutieres de ac, sous formes divergentes
et le Probleme consiste ä former des combinaisons lineaires utili-
sables.

3. Portons les valeurs de X sans nous inquieter de leur conver-
gence dans l’eqiiation de Newton f{x) et ocrivons le resultat sous
la forme

/(^) = 3ut/_i + . . .-H (2/) + I) Wpy,, + . . .,

que nous appellerons, pour simplifier, serie intermödiaire.
Par reciprocitc nous aurons aussi

/r= 3wi 7,1+ . . .+ (—1)/’(2/) — l) . .

et inversement par analogie avec les formules (7) et (8) les coeffi-
cieiits w s’exprimeront en fonction des coefficients /„ de la meme
maniere que les y en fonction des ^ (Tableau I).

Les coefficients (v jouissent d’ailleurs d’une propriöte qui cor-
respond ä l’autoreciprociffi des 7;. Ge sont en eilet des invariants

de reciprociffi au sens defini au Ghapitre III. On peut le vörifier
de la maniere suivante. Formons la reciproque de /(a?) en chan-

(II) (V,
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geant de signe les w d’indice impair, et revenons  ä la fonction pri

mitive mais cette fois en remplacant les coefficients par les

Valeurs f(n). Les nouveaux coefficients w ainsi modifies seront

egaux aux anciens ou de signe contraire suivant la paritd de n.

II est evident par suite qu’une fonction autoreciproqne aura

seulement des termes en d’indice palr ou d’indice impair.

D’autre part, il y a lieu de faire une remarque importante. Les

coefficients particuliers relatifs ä une facultc d’indice p seront

nuls ä partlr du On pourrait d’ailleurs construire le groupe

du Tableau II en partant de cette proprietc. Ce tableau donne par

ligne les valeurs des (an i)tv„ relatifs aux facultes.

4. Les calculs effectuos sur les scries intermediaires sont assez

compliques. La diffdrence ordonnde s’effectue au moyen de la
formule suivante :

I n + In
(12) '/jL-l -H - X'i

■2(2« -H I)2(2« 1)

La sommation s’effectue directement sur les expressions des 1

en ?. Pour une valeur h tres grande de la variable x, la somme

ordonnde prcnd la valeur

(i3) X«(o) + X«(i)^- - --"X«(A)
T'fi -t- h) II

hLr(i-^Ä) 2

La ddrivatlon s’obtlcnt aussi en operant sur les developpements
de facultds, mais les derivees ä l’origine ont seules une forme

relativement simple. Les formules relatives ä l’integratlon pre-
sentent un certain intdret entre les limites o et i. Si nous posons

y^tL(i4)

nous aurous immediatement l’expression de ces valeurs en fonc
tion des nombres l ou des nombres i par intdgration de (7) ou

de(9):
X. = 0,11778,

X, = 0,00484,

Xj = o,ooi35.

Xi = — 0,69.315,

— o,oi355,

X5 = — 0,00236,

A3 =
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La suite des nouveaux nombres ainsi obtcnus est allernativement

positive et negative et docroit peu rapidement.

On peut remarquer que les equalions precedentes donnent pour

les expressions de i en ’k la möme solution formelle que celle des

poljnomes X eu Par exemple

Q = — Xi H- 3 X» — 5 X

5. Comme exemple de sörie intermediaire ä forme simple, uous

avons eu particuller

89

(i5) — i 3

= x<i(«) yA^) + («) ’/AA + 5x,o(«) x-2(^) +● ● ●●(16) n  IX

La reciproque par rapport ä x pour les valeurs entieres de n n’est
autre que ce qui explique la formule (8).

En derivant la sörie par rapport ä n, nous obtenons

I
^17) X3 —— ~ X.0

(■r+ ij-

et d’autres formules analogues. Par Integration nous aurons la
Serie

ii8) = Xi ^0 + 3 Xj + 5 A3 +.. .Io j&

dont les coefficients X sont ceux des formules (i4)-
Cherchons encore le döveloppement en serie intermediaire

de (i — aY en posant

( I — a)r = -1- 3 «<i + 5 -i-. . ..

En prenant la difference des deux membres et en utilisant la
formule (12) on obtient par identißcation la relation de rccurrence
suivaute entre les coefficients w :

)(j—)
n In

Wn + i = O.
2 2

Elle se simplifie lorsque a = o, i ou :

(19) ● ?

i^ = -Xo + 3x.i-5x3+. . . ,
1.3.51.3I

(20) TgiSxe-. . .:2.42.4
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Le deuxieme membre, malgre sa forme, speciale est convergent

pour toutes les valeurs positives de x.

90

6. Le passage d’iine Serie de facultas (i) ä la Serie intermediaire

correspondaate est immödiat et les formules (8) donnent des

expressions ä forme convergente pour les coefficients tr.

Mais le probleme inverse se presente sous un toutantre aspect

et nous ne ferons ici que rcffleurer, de meine que d’autres ques-

tions interessantes qui se rattacbent ä l’etiide des coefficients »v,

nous reservant d’j revenir.

La Substitution directe dans le develojipement de f{x) en scric

Intermediaire des valeurs de x d"' i'osiiltent des formules (6),

donne pour les expressions des coefficients ä des developpemenls

formeis presque ideutiques ä ceiix des equations (10)

1
('■21) - 2„(—I)" n(i~ >1). . .a

p  (p\y-
■x {p — i — n){p 1 I . . .(/) — «)( 2 7i -M ) »’n'

Ces formules sout divergentes comme le proiive fexemple (17)

1 1

3( X -f- 1)'2

puisqiie la formule qui prccede nous donne par cxenqile pour la
valeiir de a

●1

I

Pour tourner la difficulto ou pourra quelquefols faire usage du
procode indiquo au Chapitre IV pour le calcul des valeurs qui
remplacent les scries alternoes non convergentes tont au moins
quand le deuxieme membre de (22) se presente sous cette forme.
Daus fexemple cito on aura d’abord

«(« -H I)2 {— l)^i(2/l + I ).av —

71=0

Or le deuxieme membre repröseate

2 I
0o(2/iH-l) =:I — 4  '
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el le calciil se coutiniie de la meine maniere pour les autres coeffi-

cients. Le ternie sous le signe 0

91

0?

n(n -i- i)

a sa somme alternöe reduite teile cjue la valeur chercliee pour a se

rediiit ä celle du niimorateur pour n = o, c’est-ä-dire ä - ●
P

7. On peul trausforiuer les formules (22) en introduisanl la
nouvelle combinaison

(23) Wa— SiTi-J-. I)«(an i)<v„.

Le Tableau III doune les preiuieres valeurs de r exprinioes uou

eu (V, mais en /(o),/(i), ....

La valeur de a„ est la llmite de r lorsque n devient infini.

Les autres valeurs des a s’expruuent aussi assez siiuplemeut eu
fonction des r

— r,i

ai
— /’y -f* 2 Ti 3 -i- 4 “j“ ● ● ●

2

a
ri-h .

6 ● ?

(3/>)!“"
(23)

n=0

et Ton peilt faire la reiuarcpie que les coefficients qui figureut
dans les seconds luembres relalifs ä iiiie valeur  a d’iudice p soul

au sigue pres, ceux que Ton trouve daus la colouue

Tableau III mullipliös par i ■

Les developpeuieuts aiusi obtenus pour los a sout loujoii

(sauf exceptionnellemont pour les preiiiiers indices) tres raplde-

meut divergeuts et Ton ne peiit les iitiliser saus artifice. On peut

remarquer toutefois que l’ou a

dup

rs

ri r.)
(■^4) 3 32 2

ce qui douue une expression de la somme des valeurs /(o),
y(i). . . . , lorsque cette somme est convergeute.
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Tableau I.

f.I5f
● ?3 li ?#»1

T I 1I II I I

z. x-h8

/(7)
^ H- 4

/(3)

57 -j- 3

/(2)

57 -1- J 5:-h 757 -t- I 57-1- 2

/(5)/(4) /(6)/(o) /(I)W

/,/. /e/. /3

n = o — I

■2—II

—662. . . .

—3o

—90
—210

—4'20

—756

3 2012

i4o
56o

4 —70
—63o

—3i5o
—Ii55o

20

3o 25'25
1680

4200

—924
-12012

426 2772
343256 166327

Tableau II.

W. W, We W-/ W, w. W3"0 'i

Xe XiXi X-3 X.4 X5Xo X3

n = o I

I I
I

2 2

I I I
2

63 2

9 I II
3

4 4 2020

I II 2 24
5 5 707 10

5 25 5 I II5
36 286 i4 84 252

25 I9 I 9 II
6

6 i54 84 92428 847
49 i 17 7 7 7I

88 3I2 264 343224 2648 24
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Tableau III.

/(o). /(')● /(2). /(4). /(6)./(3). /(5). /(:)●

= o. I

6I

3 —4 3o2

3 60 — i8o-4 i4o

4 63o 63o5 —120 —1120

—6 ●63oo5 —1680 5o4o210 2772

—33264

216216

6 —336 3780 34650

—138600

—16800

46200

20127
1681685o4 —7560 51480

Tableau IV.

/(o). /(2). /(3)./(■). /(4). /(3). /(6). /(")●

/i = o..

3I.. o

—52.. I 10

353.. —35o 10

/(4 —189 1264- 1 91

—189 651 —9^4 4625.. o 21

6.. 35i 4026—1749 —4290

22737

1716

—19305

I —27

36 —594 4026 6435— 13299o
/ ● ■

8. Pour ua polynome, les diflerences d’ordrc superieur ä son

degre sont niilles; noiis avons vu qu’il en ctait de meme pour les

facultes en ce qui concerne les coefficients w d’indlce superieur
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ä leur degrö. Nous sommes donc anienös, par analogie avec les

methodes eiiiployees ponr les approximations ä l’aide des diffe-

reuces dans le cas des poljnoiiies ou des Ibnctions assimilces, ä

utiliser les coefficients ee pour les calculs uumeriqvies relatifs aux

series de facuUes, ou ä d’autres series susceptibles d’y ötre ral-

tachöes. Gelte coudiliou limite ä l’avance le champ d’application

des methodes qui vont siiivre.

Proposous-iious dhibord le probleme simple de trouver la valeur

approcliöe du (n i)

seulement les ?i premicrs. Si uous pouvous faire l’hypolhese que

la Serie cu question a l’allure uumörique d’ime Serie de facultös et

notamment si les coefficients w dötermines par les termes coumis

döcroissenl rögulierement, il est naturel d’appliquer la for

mule (ii) doul le deuxieme luembre n’aura que n-\- i  termes.

Nous aurons par couscqueut comme expression de f{n)

/(«) = —

lerne terme d’uue serie dont nous counaissons

— (— w

les coefficieuts c ötant ceux du Tableau II. Ou peut verifier que c„

decroit tres rapidemeiit avec n. Parqui est egal ä («!)-
(2U)!

couscqueut ou pourra ucgliger le produit c,j(v„ qui reuferme le

seul terme iucouuu et preudre pour valeur de /(«) celle qui resul-

tera de la suppression de ce terme dans la formule.

Comme exemple numerique prenons la fouction (17) et suppo-

sons connus seulemeut les huit premiers inverses des carres des
nombres eutiers. La formule nous donnera le neuvieme avec uue

erreur egale ä
8 !

«’8
90 12.870 i.i58.3oo’

ce qui represente moins de la 14000“ parlie de la valeur du terme
lui-meme.

Toutefois riiypothese que les coefficients w sout negligeables ä

partir d’un certain rang ne peut etre utllisee indefiniment, en par-

ticulier si la somme des valeurs f(n) est convergente. Cette hypo-

ihese en effet conduit ä remplacer la fonctlon /{x) par une serie

de facultos oü le coefficient de n’est pas uul.

16 !

9. Supposons la fonctlon f exprlimie en serie intermediaire et
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fonnous la soinme Sa(o) au moyeu de la formulc (i3). Le coel'fi-

cieut du terme transcendaul cst Pour que la somme ait uue

liuilte, il faut evideiiiment que tende vers zero pour h infmi.

L’expressioii de S est alors

93

Sa
= — 3 « T H- 5 iTj — 7‘P3

ou encore
S 'T

3

el nous rctombons sur la formule (24).

Si nous ne connaissons que les h premieres valeurs de J\x),

nous aurons uue valeur approchce de la somme limite en negli

geant les valeurs des r d’indice supcrieurä h — i. La somme ainsi

obtenue sera naturellement diflerente de celle que nous aurait
donne Tadditiou des h valeurs connues. En fait tout se passera

coinme si nous avions remplacc la fonction inconnue f par une
Serie de facultes

(25) «1 ̂2 -H Uj ̂3 a/i l/,+i

ou le coefficient a serait nul, et les autres determincs par les for-

mules (aS) limitees aux h premieres valeurs des r.

On peut remarquer que si nous representons f par une serle

iutermedlaire oü nous negligeons les coefficients tv dbndice supc-

rleur äh — i, eile a pour expression

— '’oX«+ ('■i — '’o) Xi—● ● ■ + (—!)*('■/i-l — Oi-O XA-1-

La formule (20) correspond ä l’adjouctiou ä la sojnme prdco-
dente du terme (—i)'^rA_iXA qui a pour effet de rendre nul le
coefficient de .

Le resultat obtenu pour la valeur de Sa ne peut etre amcliore
que si l’ou fait des hjpotheses sur l’allure des coefficients
inconnus r. En partlculier si les premlcrs coefficients ?' conuus
sont constamment alterncs et decroissants et que l’on admette
qu’il contlnue toujours d’en etre ainsi, on en deduit immedlate-
ment que deux sommes Sa et Sa+i relatives ä deux valeurs conse-
cutlves comprennent entre elles la somme limite S.

Reprenons la fonction(i^)en supposant toujours connues seule-
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ment les huil premieres valeurs numeriqiies ; nous obtiendrons au

moyen des Tableaux 111 ou IV les valeurs

Ss= 1,6f)2...

et en remarquant que les S d’indice pair decroissent alors que les S

d’indice impair croissent, nous pouvons presumer que la valeur

limite (i,6449) est comprise entre les deux nombres precedents,

resultat interessant ä cote de la faible approximation (1,527. ● ●)
donnee par l’addilion des hnit termes connns.

La forniule (24) donne une valeur approcbee du (n  + lyemc [erine
en fonclion des precedents par un calcul analogue  ä celui fait au
paragraphe 8. lei nous supposons non plus o inais Vn — o et
dans l’exeinple choisi le neuvieme terrne sera donne avec une erreur
bgale en valeur absolue ä

S, = i,63i. . .

ra I I

9x21871)0 19G9110’218790

soit nioins de la vingt-quatre millieme partiedu terme inconnu

Les formules (28) fournissent d’ailleurs les coefficients de la Serie

de facultas qui correspond aux liypotheses faites. Pour la fonc
lion (17) la coincidence des nombres trouves

2 a., 3a:i
^ = 36, = — 094,«1 = o 2 2

avec ceux de la huitienie ligne du Tableau IV, est purement acci-
dentelle et rösulte de proprietes sur lesqiielles il est inutile de
s’ötendre ici.

11. Les Tableaux 111 et IV donnent les premieres valeurs de >'
et de S en fonclion des seules valeurs /(o), /(i), . . . . Elles onl
öte calculees pour les r par la formule

( 20 ) (— T 7-/, = (II
3 !

(H,_2lI,-HlL)/(l)+. . ..

Celles des S se deduisent facilement des precedentes. Leur expres-
sion est diailleurs

Hi)/(o) +0 iP

A
X (/I -n)X„^i—. .

_/(n ) 0 cos -
( n !)2 ai -H I _ X=Ä—1

7i=a
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Par exemple les coefficienls de/(i) ont pour valeurs

Xi—2X,H- X, IP6 Q

97

-i
I

cos X X = cosx A Hl
X +1 2 2

Les nombrcs de ces tableaux croissent Lres vilc et il convient de

constater le caractere tres special des methodes exposees daus ce

cbapitre

approximalious nnmöriques au calcid de rapporl ou de diffcreuce

de tres grauds noiiibres.

ä la fin du cbapitre pröcedent et qui rattache desou

12. Signaions sommairement, pour terminer, la transforination

que Fon peut faire subir ä l’expression de la somme S* donnce par

la formule (24) par l’application du proccde general qui resulte de

la formule (7) du Cbapitre I\ .

Si nousdölinissons unesuite de nombresp„comme les reciproques

de ceux de la suite (— i)
r,i

>  les p s’exprimeront en fonction

lineaire des valeurs /(p) au mojen des coefficients du nouveau

Tableau V et cela d’une maniere tres simple puisque dans la p

colonne de ce tableau il n’j a que p coefficients non nuls qui sont

ceux de la serie de Newton correspondant ä

n

n H- I

ieme

■ 2I

X {x — — p i){x -2).. .{x p).

Tableau V.

/(o). /(3)./(O- /(3). /(4). /(5). /(6). /(")● /(8).P„-

n = o. . . I

3I. . . i o

2 . O —-2 IO

3. . . 35o — IDO

4. . . o
5. . . I o
6. . . ! o
7- - - 1 o
8. . . o

6 126-84o

462—4 2.0

540
—3i5

0 o 70

—1980

3465
—3o8o

716o o — 20

6435
—4oo4o 24310

o o o —9009

20020o 0 o o
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Tableau VI.

/(3). /(/l). /(5)./(2). /(6). /(7). /(8)./((>). /(■).

In — o. . .

3
II. . .

2

5
I2. . .

2

35D
3. . . I

8

6374. . . I
8

238421
5. . . II

i6 i6 if)

5 264 4^96. . . II
i6 6i6

93 353 5577 6435
I In/ ● 128 128 28 128

i2i554433187 13585
8. . . I iI

28 128 128128

Les somines S/, du Tableau IV seronl remplacees par de nouvelles

expressions
I

— Po + - pi + . .. p ?h

qui se calculeront au moyen du Tableau VI.

Si les valeurs trouvees pour les p sont toutes de meme signe el

decroissantes et si uous admeltons qu’il doit continuer ä en etre

alnsi, la Serie <Jh aura, pour h infini, une limite S comprise entre o-/,
?het cta + h- ●2*

Par exemple dans l’exemple eite en faisant h = ’j nous Irouverons

i,643. . .<S<i,645. . ..

Au fond, la transformation se justifie par l’emploi conventionnel

d’hypotheses telles que

= const.,= o, PA = P/i+1r/j+2 —

r/, rh+i . = const. = o.PA+i = PA+2 =h —j— 2h + i
FIN.



ERRATA

Page. Ligne. A u Heil de : Lire :

2n-
i4 24

44g 001600

P(a; —I)

479001600i5 10

X-
■7 24 I

2-x29 9, 10, 12 e~^

34 indice pair indice impaii*30

I I
4i 11

h — I k

4i 18 (— 22

57 II

4
Ö9 X-„=«oTo-'-- . -

[>(x)p(x)

(y — 2m — i)

o, 19264736

X„=*.T„

p{x) =

(y — 2m — i)

0,19269472

-121

75 11

76 8

82 I I

3 4I 2
86 '9

(o!)^’ (i!)2 (i!)’-’ (2!)=

387 X.2 7.2

487 divergentes compliquees

88 \ l2) n+1

^9 W„ WoXo

(2 « + 3)

20

26 et 28

Tableau II

(2« -t-1)90

9a >/H-l

NOTES.

Page la formule de la ligiie 17 doit se lire

3  I (h — i) (h — 2) I
2^—12

/i (h H— I) H— 3I

2- 2 2- 2^

Ser. — Les calculs formeis des series de factorielles.



NOTES.

Page 53, apres le premier alinca, ajouter : les formules (7) el (3o) peuvenl

aussi se verifiej* en remarqiiant qiio

1

hh

n =0n = 0

vl en utilisant la formulc (i6) du Chapilre ITl.

Pag;e 75, inßne^ ajouter ; la suite des coefficients

IO 11I I

o, o 080 ̂7:>o’ 8064*7:^0

I

est autoreciproque ncgativemeiu et a pour somme — ●

Page 84, apres le quatriemc alinea, ajouter : En supposant g(s,y) developpe

en series de facultes, on determine facilement les coefficients par l’equation

fnnctionnellc et l’on obtient cnsuite par reciprocite une expression de g„(,r).

P Z! _ _ r>
*^2 2! p p\

z: I
J

n~h p -hlI:

p=0

h\
et pour n = o.

_P Z!
●  pp\

1

— eylie-y = ̂  i — P, ̂  — P, 3!

les polynomes en y etant ceux de Laguerre.

Page 88, in fine; tous les >i^sauf le premier sont positifs et la suite est

convergente.
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