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Deux transformations sur les mots. M&/"

Soit deux procédés de dégradation des mots
(mots finis et infinis, tout particuliérement les mots sur un alphabet de deux lettres).

La transformation numéro 1 remplace chaque bloc (run) par sa longueur (ou degré),
la transformation numéro 2 rabote les blocs en effacant une lettre de chaque bloc.

Et I'on itére, jusqu'a obtention d'une seule lettre (pour le procédé 1),
ou du mot vide (pour le procédé 2); le mot vide est noté e.

Exemples:

Transformation 1:
m=000100001110110010100110101111110,
f(m)=31431221112211161,f*2(m)=11111232311,
*3(m)=511112,f"4(m)=141,f"5(m)=111,f*6(m)=3.
ce mot m est de résistance 6 pour ce procédé.

Transformation 2:

m=0011100100,
f(0011100100)=£(00.111.00.1.00)=0.11.0.e.0=01100,
f(01100)=10,

f(10)=vide=e.

ce mot m est de résistance 3 pour ce procédé.

La suite de kolakoski, et celle de Golomb,
DR A T Dy By ek R D
1223344455566667777888899999.
sont toutes deux points fixes du procédé 1.

Petits essais avec la transformation numéro 1:

Les lettres de I’alphabet seront assimilées des entiers.
A toute suite, finie ou infinie, non ultimement constante lorsqu’elle est infinie, correspond la suite
des degrés des facteurs homogeénes, usuellement appelés “blocs™, ou “runs™ en anglais.

Pour le mot vide e, le nombre des blocs est 0. Soit x et y des lettres de ’alphabet,
Si le mot mx comporte n blocs, le mot mxy comporte n blocs lorsque x=y, et n+1 sinon.

Notons f cette transformation, particuliérement adaptée au cas d'un alphabet de deux lettres, (1 2).

La suite de kolakoski
ERSU T 221220 120 122 1201 2200 0y 9 e

est point fixe de la transformation, comme la suite de Golomb
1223344455566667777888899999...

Quelques exemples de transformées itérées successives:

Soit la suite s obtenue a partir de 1 par l'itération du morphisme g(1)=112, g(2)=12,

=122121%121522%1;21;2:2;1;21.224 21 2...
121111821121 LT T 12..

f2()=115131315131513151313..
f3)=211111111111111111111...



Avec le morphisme g(1)=12, g(2)=112,

N s=12122121221221212212122...
fs)=111211121211121112121...

2(s)=3131113131113111313....
5sy=1113111313111311131....,

Avec la suite s qui donne le nombre de 1 ("la norme") dans I’écriture base 2 des entiers positifs,

s=01121223122323341223233423343445...
fs)=121121121121421.12:21211211,21 121,

P R21212 12T 212121212121 2121212 .
f3(s)=2!llllllllllllllllllllllllIII....

Evidemment, pour les suites telles que celle qui donne le nombre des blocs dans I’ écriture des entiers
en base 2 (la norme des entiers successifs du code de gray)
s=01212321234323212343454323....,

comme il n’y a pas deux entiers successifs identiques, dans ce cas nous noterons f{s)=1°, tQ(s)=oo.
Pour la suite de Thue-Morse t (parité de la norme base 2 des entiers)

=011010011001011010010110..
NO=123122331.311211223211222...

f2()=1123212123232321212321...
B®=2111111111111111111111..

Sur I"alphabet (0,1), la distribution du nombre des mots de degré n dont la premiére lettre est 0 qui
comportent k blocs, ¢’est évidemment la distribution des binémiaux.

D’ot une involution sur les mots dont la premiére lettre est 0: remplacer toute transition de deux lettres
identiques par une transition de deux lettres distinctes, et inversement.
Parexemple,011010111010110100 vasur0O0O1111101111100001.

Pour la suite de Thue-morse t (parité du nombre de 1 dans I'écriture base 2 des entiers), et sa duale en
ce sens, s :

t=01101001100101101001011001101001...
s=00111100110000111100001100111100...
f(s)=2422444224224224442244422444...

2(s)=112321212323232121232121232...
SE=21111211113111111111111111...
ou, ici, f2(s)=f2(t).

Pour la suite s engendrée par le programme

s(0):=1, s(1):=:5(2):=2, k:=t:=2,
(pour i>1: s(i)=2 => k:=k+1, s(i)=0 => s(i):=k, t:=t+s(i), s(t):=s(i)),

$=1223244342555455545535554526666566665...,
fsl=121121113131213111414141314141413141...,

261121 3110111134103 14 A 0 L bl d kL1 1 L 1sss
9(s)=2111713111511871 1.......,
=131 N EFE FL AL



Les suites de pliage dragonesques s sur deux caractéres: (a,b), s limite de
m(n+1)=m(n)c(n)Mir(Batre(m(n))), m(0)=a, Mir(m)=image miroir du mot m,
Barre(m)=involution d'échange de a et b, disons que ¢ donne la charniére, ¢(n)= lettre de (a,b),
c(n)=a dans le cas classique. (C'est aussi un procédé de transformation de la suite c, le point fixe est
obtenu lorsque les charniéres c(n) sont définies en relisant la suite s elle-méme, c=s).

Les suites de pliage dragonesques ne donnent que des 1 en quatre coups.

Statistique sur les mots finis:

Début de la statistique du nombre des mots m de longueur donnée k, sur un alphabet de deux lettres,
nécessitant n itérations pour que ff(m) soit réduit 4 un unique caractére.
En ligne i colonne j, le nombre de mots de longueur i qui sont de résistance j:

8276741600

144138 1725200 0.

258248 350156400 0.

42645273440428000.0

10790 752 1500938 104000.00

213201356 30162148 348000.000

62346 2322 6092 46649484 000.000

64062 4040 12316 9830249616000.000.0

8 7164 6902 24610 20630 6120 100000.000.00

212376 11918 49072 42666 14600436 000.000.000

10 21854 20530 97692 86640 33792 1624000.000.000.0

2 37954 35200 192984 175898 76960 5288000.000.000.00
10 66666 60396 380636 353304 171862 15700000.000.000.000
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...............

entiers tous multiples de 2, du fait de I'involution qui échange 0 et 1.

Les mots 0K et 1K, k>0, sont de résistance 1.

Le nombre des mots de résistance 2 est022426264621026682 102 10...., c'est le double
du nombre d'entiers dont k est multiple (le nombre de diviseurs de k, en y incorporant 1, mais pas k:
en effet, il y a au moins deux blocs, et tous les blocs sont de méme taille).

Les mots de résistance 3, ou suites de blocs sans deux blocs consécutifs de méme taille.

A titre d’exemple, un des quatre mots de longueur 14 et de résistance maximale, 8:
01100101101001,
(les blocs sont de longueur minimale, 1 ou 2).

La résistance maximaleest 1234556667 778888888...,
le défaut par rapport a la longueurest 000001123345667891011 12...,
le nombre des mots de résistance maximale est

224448416524281043484 16 100 436 1624 5288 15700...

(Peut-étre y aurait-il intérét & examiner le cas de mots particuliers. Ainsi, se restreindre aux mots de
longueur n dont la suite de la taille des blocs est croissante (au sens large), ceux -ci représentent les
partitions de I'entier n.)

\



Petits essais-avec latransformation numéro 2:

Soit un mot m sur I'alphabet de deux lettres X=(0,1), la factorisation en blocs du mot m, et la
transformation f qui 6te un caractére par bloc.
Itérer la transformation f jusqu'a obtention du mot vide.

11 est intéressant d'appliquer la transformation itérée a quelques suites infinies, et d'observer leur
dégradation. La suite de Kolakoski fait rapidement apparaitre de longs blocs, tout comme les suites
aléatoires, d'ailleurs. La suite de Thue-Morse est terminée en deux coups.

La suite donnant le nombre de 1 des entiers en base 2 est & dégradation rapide, les 10°12 premiers
caractéres vont sur 6 en exactement 6 coups, en voici les derniers itérés, symptomatiques:
34454556455656674556566756676778455656675667677856676
77867787889, 4556566756676778, 5667, 6.

(avec 10"2n caractére, ¢a finit sur n en n coups).

Avec le morphisme fibonaccien (1 réécrit 12 et 2 rééerit 1), I'on n'obtient tout de suite que des 1.

-Pour les suites de pliage dragonesques sur deux caractéres, (a,b), ol la suite s est la limite des mots
m(n+1)=m(n)c(n)Mir(Barre(m(n))), m(0)=a, c(n) lettre de I'alphabet (a,b), Mir opération miroir,
Barre le morphisme involutif qui échange a et b,

m(n) se dégrade (en mot vide) en n coups.

La statistique de la résistance des mots de X™ (pris selon I'ordre naturel des entiers) :

234
2344322212332233345

La demi-somme des résistances des mots de longueur n sur deux lettres donne la suite
0138194498216 467 1004 2134....

Et en ligne i et colonne j, la moiti¢ du nombre des mots de longueur i et de résistance j:

1
21
Bl iy
42414821

2423516921

0816845181021

6138 1498955201121
22502822161106622122 1

94 419577 42228513278241321

126 732 1070 945 568 364 156 91 26 14 2 1

190 1214 2101 1826 1345 727 45518210528 152 1
2542073 3836 3889 2666 1816 910 560 210 1203016 2 1

..........



Petit Problénte supplémentaire:

Nous considérons des mots sur I'alphabet des entiers positifs.

Soit le morphisme f{n)=(n-1).....1, mot constitué¢ des entiers de n-1 a 1, et f(1)=e, mot vide.

Itérer ce morphisme en partant d'un entier n. A chaque itération, le caractére maximal diminue d'une
unité, et nous aboutissons au mot vide en n itérations. Le degré des mots commence par augmenter,
puis diminue.

Par exemple, suite des itérés, en partant de n=8:

8

7654321

654321543214321321211
4321432132121 1432132123131112112 %41
ST 21 211 2 L] 3 R 21121112111
/A o o ek B R e Gy 0

ou g )

1

et finalement, e.
Les mots obtenus & partir des cet exemple a pour la suite des degrés 1 72135352171,

et la suite des normes (somme des caractéres) est 8 28 56 70 56 28 8 1.
Nous reconnaissons des coefficient bindmiaux.

La somme des longueurs des mots obtenus en partant de n, est 20-1,

La somme des normes des mots produits en partant de n, est 20-1.

Si I’on applique itérativement la transformation g(n)=1 2...(n-2) (n-1), sous ’initialisation g(1)=e,
au mot infini de la suite des entiers natureils 1 23456 7....

112123123412345123456123456712345678...
bid21lh241 2311212302341 12123123412345...
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...........

Claude Lenormand. Le 17 novembre 2003.



