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ABSTRACT

We compute the regulator of the Beilinson—Deninger—Scholl elements in terms of special
values of L-functions of modular forms. The main tool is the Rogers—Zudilin method.

RESUME

Nous calculons le régulateur des éléments de Beilinson-Deninger—Scholl en termes de
valeurs spéciales de fonctions L de formes modulaires en utilisant la méthode de Rogers—
Zudilin.

1. Introduction

Soit N > 3 un entier. Soit Y (V) la courbe modulaire ouverte et E' la courbe elliptique universelle
sur Y(N). Pour un entier n > 0, notons E™ la puissance fibrée n-iéme de E au-dessus de Y (V).
Pour tout u € (Z/NZ)?, avec u # 0 si n = 0, Beilinson a défini le symbole d’Eisenstein

Eis"(u) € Hy'(E™, Q(n +1)).

Le symbole d’Eisenstein est & la base de la preuve par Beilinson et Deninger—Scholl de la
conjecture de Beilinson pour les valeurs non critiques des fonctions L des formes modulaires.

Plus précisément, donnons-nous un entier k > 0, et choisissons une décomposition k = k; + ko
avec k1, ko > 0. Considérons les projections canoniques

Elﬂ +k2
EF Ek2

Soient ui,us € (Z/NZ)?%, avec u; # 0 si k; = 0. Généralisant les constructions de Beilinson et
Deninger-Scholl, Gealy [Gea05] définit un élément dans la cohomologie motivique de E*,

Eis" % (ug, ug) = p} Eis™ (u1) U p} Eis*2 (up) € HY2(EX, Q(k + 2)). (1)

Dans le cas k = 0, on retrouve les éléments de Beilinson—Kato (cup-produits d’unités de Siegel)
dans le K» de la courbe modulaire Y (N). Considérons le régulateur de Beilinson a valeurs dans
la cohomologie de Deligne—Beilinson

B HiP2(E*, Q(k +2)) —» HE(EF/R,R(k + 2))
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et I'application analogue pour la compactification lisse E" de E* définie par Deligne. Soit f
une forme parabolique primitive de poids & 4 2 pour le groupe I'i(N). Notons K le corps des
coefficients de f, et wy € QkH(Ek) ® Ky la forme différentielle associée a f. Classiquement, le

régulateur de Beilinson associé a f est défini au moyen de ’accouplement issu de la dualité de
Poincaré

(wy) : HEP(E" /R, R(k +2)) > K; ® C.

En utilisant les éléments (1), Deninger et Scholl [DS91] et Gealy [Gea05] montrent qu’il existe
un élément = de HEQ(Ek, Q(k+2)) ® Ky tel que

<TB(x>7 wf> - Q}FL/O“’ 0)

ou Q}r est la période réelle de f. Le calcul est basé sur la méthode de Rankin—Selberg. Cela
permet de démontrer la conjecture de Beilinson pour la valeur spéciale L(f, k + 2).

Dans cet article, nous proposons une approche nouvelle, et totalement explicite, pour calculer
le régulateur. Au lieu d’intégrer le régulateur de Beilinson contre une forme parabolique, nous
pouvons l'intégrer le long des (k4 1)-cycles explicites fournis par la théorie de Shokurov [Sok80)].
Plus précisément, considérons le cycle de Shokurov X*{0,c0} (voir la §4). Dans la §6, nous
définissons une forme différentielle explicite Eis’{’)l’]€2 (u1,u2) représentant le régulateur de Beilinson
de Eis® "2 (uy, us). Considérons alors I'intégrale

/ Eis™ 2 (uy, ug). (2)
X*{0,00}

Contrairement au cas k = 0, l'intégrale (2) ne converge pas absolument en général. Pour remédier
& ce probléme, nous introduisons un paramétre complexe s € C et considérons l'intégrale

/ R{CIN Eis%’]g2 (uq,u2). (3)
X*{0,00}

Nous montrons que l'intégrale (3) converge pour R(s) < 0 et se prolonge en une fonction
méromorphe sur C, holomorphe en s = 0. Définissons alors 'intégrale régularisée

/ Eisk 2 (uy, up) (4)

Xk{0,00}

comme la valeur en s = 0 de cette fonction.
Soit H le demi-plan de Poincaré. Pour ¢ > 1, a,b € Z/NZ, définissons la série d’Eisenstein

G((f?)(’r) = CLO(GELEZ) + Z mé—lqmn + (_1)4 Z m[—lqmn (7_ c ’H,q _ e2i7r7)

m,n=1 m,n=1
m=a,n=b(N) m=—a,n=—b(N)
avec
0 sia=b=0,
1 b
—{} sia=0etb#0,
1, )2 N
aO(Ga,b) - 1 a
Z{N} sia#0etb=0,
0 sia#0etb#0,
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et pour £ > 2

1 Be({a/N})
_NCLZ28ET) Gp =0
ap(G)) = ;
0 sib#0,

ou{z}=xz— L | désigne la partie fractionnaire de z, et By est le ¢-iéme polynéme de Bernoulli.

=
=

La fonction G op st une forme modulaire (quasi-modulaire si £ =2 et a = 0) de poids £ pour le
groupe Fl(NQ)
Etant donnée une forme modulaire F = >"°° ; a,,¢" pour I'1 (M), notons

A(F,s) = M*/?(2m)~ Zann y

la fonction L complétée de F, et notons A*(F,0) la valeur régularisée de A(F,s) en s = 0 (voir
la définition 3.13).
En utilisant la méthode de Rogers—Zudilin, nous montrons le résultat suivant.

THEOREME 1.1. Soit k > 0 un entier, et soient ki,ko > 0 tels que k = k1 + ko. Soit N > 3 un
entier, et soient u; = (ay,by), uz = (az,bz) € (Z/NZ)?. Supposons u; # (0,0) si k; =0, et b; # 0
sik; =1. Alors

/ Eislg’k2 (ul, UQ)
Xk{0,00}
(k42 +2)

S hT2 ( 7T)k+1 k1 — k2+1A*(G(k2+1) (k1+1)  ~(ka+1) ~(k1+1) 0) (5>

ba,a1 bi,—az = Tba,—a1 Tbraz

Remarques 1.2. (i) Lorsque k1 = kg = 0, on retrouve la formule pour le régulateur du cup-produit
de deux unités modulaires [Zud14, Brul6|.

(ii) La forme modulaire de poids k + 2 apparaissant dans le membre de droite de (5) est
a coeflicients rationnels. Il est naturel de se demander si toute forme parabolique primitive est
combinaison linéaire de telles formes modulaires.

(iii) Si v est un (k + 1)-cycle de la forme v = >.n;(X*{0,00})|g; avec n; € Z et
gi € GLo(Z/NZ), alors on peut calculer I'intégrale de Eis%’l€2 (u1,u2) le long de v au moyen
de la formule

/EIS 1k (u1,u2) Zm/k{o ngiSkp (w1, uz) Zm/ 1’ * (w195, u2gi)-

X*o, 00}

(iv) Soit Fyy uy = Gkt gkt gkt okt 1y g6 modulaire apparaissant dans le

ba2,a1 b1,—a2 ba,—a1 ~ bi,as
membre de droite de (5). Alors Fy, 1, (7) = Fuyuy(7/N) est modulaire pour le groupe I'(N).
Supposons de plus det(u1,us) = 0, c’est-a-dire a1by — azby = 0. Alors Fy, ., € Qg N, de sorte
que Fyy uy (7 + 1) = Fyy 0y (1), et donc Fy, uy € My 2(T1(N)). Remarquons en outre que pour
tout g € GLo(Z/NZ), avec u;g # (%,0) si k; = 1, on a det(u1g,uzg) = 0 et donc Fi,gusg €
Mi42(T'1 (V).
(v) Dans le cas ou k; = 1 et b; = 0, on a un résultat partiel pour le calcul du régulateur, voir
le théoréme 9.5.

Cet article est organisé comme suit. Dans les §§2 et 3, nous introduisons les notations
concernant la fonction zéta de Hurwitz et les séries d’Eisenstein—Kronecker, et rappelons les
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résultats principaux les concernant. Dans les §§4 et 5, nous rappelons la définition des cycles
de Shokurov et la formule donnant la réalisation du symbole d’Eisenstein. Dans la §6, nous
définissons les éléments de Deninger—Scholl et explicitons leurs réalisations en cohomologie de
Deligne—Beilinson. Dans la §7, nous exposons la méthode de Rogers-Zudilin dans un cadre
suffisamment général. Dans la § 8, nous calculons le développement de Fourier de certaines séries
d’Eisenstein analytiques réelles. Enfin, nous effectuons le calcul proprement dit du régulateur
dans la §9.

Ce travail doit beaucoup a Anton Mellit et Don Zagier, qui ont les premiers proposé une
formulation analytique générale de 'astuce de Rogers—Zudilin. Je remercie Anton Mellit de
m’avoir invité a 'université de Kéln en novembre 2011, et pour les discussions trés constructives
que nous avons eues. Je remercie Odile Lecacheux pour des échanges trés stimulants autour de ces
questions, Loic Merel pour avoir porté mon attention sur les cycles de Shokurov, Wadim Zudilin
pour ses encouragements lors de la rédaction, et Michael Neururer pour ses commentaires et la
relecture de ce texte. Enfin, je remercie le rapporteur pour ses remarques utiles pour I'amélioration
de ce texte.

2. Fonction zéta de Hurwitz

Pour z € R/Z, on définit la fonction zéta de Hurwitz

Clx,8)= Yy (R(s)>1)
ygi(ol)

et la fonction zéta périodique
oo
((z,8) =D ™= (R(s) > 1).
n=1

On a donc ¢(0,s) = ((0,s) = ((s). La fonction s — ((z,s) se prolonge en une fonction
méromorphe sur C, avec un unique pole simple en s = 1, de résidu égal a 1 [KR01, Corollary 2(a)].

DEFINITION 2.1. Pour z € R/Z, on pose

¢ (o1) = tim (6(a9) - 7).

Pour z € R/Z, x # 0, la fonction s — ¢ (z,s) se prolonge en une fonction holomorphe sur
C |[KRO1, Corollary 2(c)|. Pour tout entier N > 1, en notant {y = e*™/N on a les relations

suivantes
> c%“<<;,3> - NSE(}(,,s),

2€Z/NZ

sup L s ey
D W C(N,s> =N <( N)
x€Z/NZ
La formule de Hurwitz [KRO1, (2), Corollary 2(b)] est une équation fonctionnelle reliant ¢ et ,
I'(s)

\2) e*iTl’S/2A .8 eiws/2A —2. 5
(€ ) 67 . )) (©

C(x71_8) =

_ 67i71'8/2 r.1—3s _e'ifrs/2 21— ).
F(S)(e—iﬂs _ eiws)( <( 1 ) C( , 1 )) (7)

1122

https://doi.org/10.1112/50010437X17007023 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X17007023

REGULATEURS MODULAIRES

Rappelons maintenant les résultats concernant les valeurs spéciales de ¢ et f aux entiers. Les
polynémes de Bernoulli B),(z) sont définis par

te.rt e "

Ona By(z) =1, Bi(z) =2 — %, By(z) =2 —z + ¢.

Pour z € R, on note {z} = = — |z] la partie fractionnaire de z.
Pour z € R/Z et n > 2, on a

n

On en déduit, pour x € R/Z et n > 2,

Caan) + (~1)e(—am) = —ZT B ((a)).

Pour x € R/Z, on a

1 s
-5 six =0.

‘e 0):{5—{33} six #0,

On déduit de la formule de Hurwitz que pour € R/Z, x # 0, on a

5(337 1) - 6(_'%7 1) = 2Z7T(% - {33‘}), (8>
. . ‘ 62i7TCE_|_1
C(z,1) = (=2, 1) = Wm~ (9)

Notons les relations suivantes : pour tout n > 1 et tout z € R/Z, avec x #0sin =1, on a

C(*$a1 *TL) = (*1)nC(x’1 *n)’ (10)

~ ~

(=2, 1 =n) = (=1)"C(z, 1 —n). (11)
DEFINITION 2.2. Pour u € Z/NZ, définissons les fonctions 8,4, : Z/NZ — C par
1 sin=wu(modN),
Ou(n) =
0 sin#u(modN),
duln) = > Sulx)y™ =y

2€Z/NZ

3. Séries d’Eisenstein—Kronecker

Nous définissons dans cette section les séries d’Eisenstein—Kronecker classiques [Col04, §1.3],
[Kat04, § 3|, [Sch74, ch. VII|, [Wei99, ch. VIII].
Pour k£ > 0 un entier, 7 € H, z,u € C, on pose

Ka(o 7,2 u) = I'(s) <T—T)S—k’ 3 wFz <2i7r(wu—wu)>.

, _ exp —

— k 2 _

(=2im)* \ 2im Tz lw + 2% T—T
w#E—2z
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Cette série converge pour s € C, R(s) > 1+ k/2, et posséde un prolongement méromorphe au
plan complexe, holomorphe sur C sauf éventuellement des poles simples en s =0 (si £k = 0 et
z€Z+7Z)etens=1(sik=0etueZ+7Z). La fonction Ki(s, 7, z,u) est périodique en u
de période Z + 7Z, et vérifie

207 (A — \r)

T—T

Ki(s, 7,z + A u) = exp( >1Ck(s,7',z,u) (NeZ+7Z).

En particulier la fonction z — Ki(s,7,2,0) est (Z + 7Z)-périodique. La fonction K vérifie
I'équation fonctionnelle [Wei99, ch. VIII, (32)]

2im(uz — uz)

Kr(s,7,2z,u) :exp< >1Ck(k‘—|—1 S, Ty Uy Z).

T—T

Pour £ > 1, N > 1 un entier, a,b € Z/NZ, T € H, on pose
b b
EX)(r) = Ki <k T M; o), FN(r) = Ky (/m,o, ‘”j\j )

Pour 7 € H et o € Qsg, on pose ¢ = 27T,

LEMME 3.1. Supposons k > 1, k # 2. La fonction Ec(bkb) est une série d’FEisenstein de poids k pour
le groupe I'(N), et son g-développement est donné par

() =ao(B) + 30 oM N 4 (cnf 3D bt

m,n=1 m,n=1
m=a(N) m=—a(N)

avec
0 sia=b=0,

11+¢%

EYY={35 b

a()< a,b 21_CN

1 a .
2_{N} sia#0,

A b

C(,l—k) sia=0,
ao(E)) = N

0 sia # 0.

sia=0etb#0,

et pour k > 3

LEMME 3.2. Supposons k = 2. La fonction E(g est de classe C* sur H. Elle est modulaire de
poids 2 pour le groupe I'(N), et son developpement de Fourier est donné par

ERm =B+ syt 2w e 3T ngam
m,n=1 m,n=1
m=a(N) m=—a(N)
avec

(b

C<,—1> sia =0,
N

ao(B,) =
K i . # O
12 S1 a .

En particulier E(?g E(g,?o) est une série d’Eisenstein de poids 2 pour le groupe I'(N).
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LEMME 3.3. Supposons k > 1, et (a,b) # (0,0) dans le cas k = 2. La fonction F®) ost une série

a,b
d’Eisenstein de poids k pour le groupe I'(N), et son q-développement est donné par

k k - m, k—1,_mn —bm, k—1_mn
P = aolF) + NH(CX bt S g,
m,n=1 m,n=>1
n=a(N) n=—a(N)

avec
0 sia=b=0,

N RS
ao(Fop) =921-¢%

1 a .
2_{]\7} sia # 0,

a@ﬁ%=«(§@—k):_&“?N9.

sia=0etb#0,

et pour k > 2,

LEMME 3.4 [Kat04, Lemma 3.7(1)(iii)]. Soit k > 1 un entier. Soit (a,b) € (Z/NZ)?, avec
(a,b) # (0,0) dans le cas k = 2. Alors pour tout g € SLa(Z), on a Féi)]kg = F((:,Z)g.

Nous allons maintenant définir des séries d’Eisenstein dont le g-développement est rationnel.

DEFINITION 3.5. Pour k > 1, a,b € Z/NZ, on pose

G =aGN+ S wFlgmae -k YT mh g

m,n=1 m,n=>1
m=a,n=>b(N) m=—a,n=—b(N)
avec
0 sia=b=0,
1—{b} sia=0et b+#0,
1, )2 N
a‘O(Ga b) - 1
’ S8 Ga£0etb=0
3 N sia ,
L0 siaz#0etbz#0,
et pour k > 2,
1 Be({a/N})
_NFRIZRET) Gip =0,
ag(GH)) = k ¥

0 si b 0.

LEMME 3.6. Soit k > 1, avec a # 0 si k = 2. Alors la fonction Gflkz (1/N) est modulaire de poids
k pour T'(N).

Démonstration. On vérifie 'identité

Fm) =N 3 eal(r/N).
c€Z/NZ
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Par inversion de Fourier, il vient

W) (r/N)y = N*2 3T G ER ().
c€EZ/NZ

Le résultat suit alors du lemme 3.3. O

LEMME 3.7. Si G(7/N) est modulaire de poids k pour le groupe I'(N), alors G(7) est modulaire
de poids k pour le groupe I'1(N?).

Démonstration. Cela résulte de Dinclusion (§ 9)I'y(N?)(Y (1))71 C I'(N). O
On en déduit le lemme suivant.

LEMME 3.8. Soit k > 1, avec a # 0 si k = 2. Alors ngg est une forme modulaire de poids k pour
I'1(N?).

Rappelons que l'involution d’Atkin-Lehner Wy sur M (I'1(V)) est définie par
e nr— _ 1
(WD) = Nk (<) (7 € M)
DEFINITION 3.9. Pour k > 1, a,b € Z/NZ, on pose

chb) (7_) _ a0<Hc(Lkb)> + Z (C&am—bn + (_l)kcxfm—l—bn)nk*lqmn

El

m,n=1
avec
0 sia=b=0,
11+ ¢}
—= +<§7 sia=0cetb#0,
" 21-C}
ao(Hop) = BEEREY. sia#0etb=0
21-¢% ’
1/1+ ¢ 1+<]%> .
—= + sia#0etb#0,
\ 2<1_C]C<f 1_<]b</

et pour k > 2,

Notons I'identité %) b= (—1)’“H(§k).

—a,— b

LEMME 3.10. Soit k > 1, a,b € Z/NZ. Dans le cas k = 2, supposons a # 0. Alors

(k)

En particulier H, ' est une forme modulaire de poids k pour I'1(N?).
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Démonstration. Le cas k = 1 est traité dans [Brul6, Lemma 13]. Supposons donc k > 2, avec
a # 0 si k = 2. Par définition, on a

ek k 1
Wye(G)(r) = N+t (- )

e _ _ 1
— k=R ph—2 Z CNbCFéfZ)(_M)-
c€Z/NZ

D’aprés le lemme 3.4, il vient

Wy2(G))(r) = N hNk=2 5™ e ()RR, (V)
cEZ/NZ

=N ST RN ().
c€Z/NZ

En utilisant le développement de Fourier de F*) (lemme 3.3), on obtient

Wi (GI)(r) = #N=2 ST o (FY,)

c€Z/NZ
+ika—2 Z CNbCNl—k Z (Sa(m)&(n)+(—l)k&a(m)d,c(n))nk—lqmn
c€Z/NZ m,n>1
= i*NFE Y C&bCC<;,1—k>
c€Z/NZ
k R R . R
+ o Z (6a(m)dp(n) + (=1)*6_a(m)d_p(n))n* g™
m,n=1
- N<C<—;p 1= k) + > (0a(m)dp(n) + (—1)k5_a(m)5b(n))nk1qmn) 0

Dans le cas du poids 2, on a également les résultats suivants.

LEMME 3.11. Soient b,b' € Z/NZ. La fonction G(()zg/ (t/N)— G(()Qg (t/N) est une forme modulaire

de poids 2 pour I'(N). En particulier Gé22/ — Gé? est modulaire pour I't(N?). De plus on a

2 2 1 2 2
W6l — 682 = L (12— ) a2

En particulier H(()zb)/ — Hézb) est une forme modulaire de poids 2 pour I't(N?).

(2)

Démonstration. Le caractére modulaire de Gy, — fog résulte de la formule explicite

GO (r/N) = GO /N = 3 (G -~ GPIVFD ().
c€Z/NZ
c#0

Un calcul analogue au lemme 3.10 méne alors a (12). O
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Pour terminer cette section, nous déterminons la fonction L associée a Hékg (voir |Kat04,
k k
J)) et I CE,b)).

Rappelons que si f = % a,(f)g™ est une forme modulaire de poids k£ > 1 pour I'i(N),
alors la fonction L de f est définie par L(f,s) =Y .2, an(f)n~° pour R(s) > k.

3.10] pour le cas des séries E((l

DEFINITION 3.12. Pour f € My(I'1(IV)), on pose f* = f —ao(f).
La fonction L complétée de f est définie par
A(f.8) = N(2m) “TL(f9) = N7 [ iy .
Elle se prolonge en une fonction méromorphe sur C qui Vériﬁz I’équation fonctionnelle

A(fys) = AW [, k—s) (f € Mp(T1(N))).

De plus, la fonction A(f,s) + ao(f)/s + ao(Wnf)/(k —s) est holomorphe sur C [Miy06,
Theorem 4.3.5].

DEFINITION 3.13. Les valeurs régularisées de A(f,s) en s =0 et s = k sont définies par

N (£.0) = i (A9 + ),

S

ao}i”_’]\;f))_

Notons que A*(f, k) = A*(Wn f,0) pour tout f € Mi(I'1(N)).
LEMME 3.14. Soit k > 1 et a,b € Z/NZ, avec a # 0 si k = 2. Alors

s—k

A*(f,k) == lim <A(f, s) +

~

A b A
AHY sy = N*@m) = T(s)( (===, s ) (=~ s —k+1)+ (1)
@ N N
Dans le cas k = 2, soient b,/ € Z/NZ. Alors

ACHE), — HE, 5) = N*(2m) =T ()¢ (s) (é(”’ . 1>

2P

V)
N———

I
VR
e

Va)

|

oyl

_|_

—_
N———
N——

N’
. y (b A b
() i) (b)),
Démonstration. Cela résulte des définitions. O

4. Cycles de Shokurov

Soit N > 3 un entier. Soit Y (V) le courbe modulaire de niveau N définie sur Q, et soit E la
courbe elliptique universelle au-dessus de Y (V). Fixons un entier n > 0. Notons E" la puissance
fibrée n-ieme de E au-dessus de Y (V). C’est une variété abélienne de dimension relative n sur
Y (N). Les points complexes de E™ sont décrits par I'isomorphisme [Den97, (3.6)]

E"(C) = (Z*" x SLy(Z))\(H x C" x GLy(Z/NZ)).
On note o = ((1) *01). Pour tout entier 0 < j < n, on définit le cycle de Shokurov
XIY™9{0, 00} = {(iy;it1y, - - - it Y, i1y oo tns0) 1y > 0,t1, ..ty € [0,1] )

C’est un (n+1)-cycle sur E™(C), muni de l'orientation produit. Il est naturellement fibré au-dessus
du symbole modulaire {0, 00}. Notons f; : X?Y"77{0,00} — {0, 00} cette fibration.
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DEFINITION 4.1. Pour y > 0, on note v, ; la fibre de f; au-dessus du point ¢y.

On a donc

Yoi = Ly, it1y, ... ity tigt, .. tp, 0) b, ..ty €0, 1]}

5. Symbole d’Eisenstein
On note X () la compactification de Y (NV), et on note X*° = X(N) — Y(V) 'ensemble des
pointes de X (N), vu comme sous-schéma fermé de X (V). On a une bijection
P(Z/NZ)\GLy(Z/NZ) > X
9] = g0

ol P est le sous-groupe algébrique de SLy formé des matrices de la forme :l:((l] *{) Pour tout entier
n > 0, on définit

Q1 = {7 ra@vg » i1 (5 7)s) = 10 = o)}

Ce groupe est (non canoniquement) isomorphe au groupe des diviseurs sur X°°.
Fixons un entier n > 0. On dispose d’une application résidu

Res™ : Hﬂl(E”,Q(n +1)) - Qx>

généralisant 1'application diviseur pour n = 0. Notons Vj le sous-groupe de Q[X "O](O) formé des
diviseurs de degré 0, et notons V, = Q[X*°](™ pour n > 1. L’image de 'application Res™ est
égale a V,, (généralisation du théoréme de Manin—Drinfeld). Le symbole d’Eisenstein, construit
par Beilinson, est une application canonique

B" : V,, > HyY(E", Q(n +1))

telle que Res” o B" =idy,,.
Notons w” : Q[(Z/NZ)?] — Q[X>°]™ D'application horosphérique, définie par

W (6)(g) = UE(Z%Z)Q 6(9~10) Bus ({N}) .

Dans le cas n = 0, application w® induit une surjection de Q[(Z/NZ)?\{0}] dans Vp ; dans le
cas n > 1, Papplication w™ est surjective [SS91, 7.5| (la preuve donnée dans cet article marche
également pour n = 0).

DEFINITION 5.1. Soit u € (Z/NZ)%. Dans le cas n = 0, on suppose u # 0. On définit
Eis"(u) = B" 0w (¢u) € Hy{ ' (E", Q(n + 1)) (13)
ol ¢, est la fonction caractéristique de {u}.

Notons que Eis®(u) n’est autre que 'unité de Siegel g, ® (2/N) [Kat04, § 1].

Par définition, on a Res"(Eis"(u)) = w™(¢y) ; application horosphérique donne donc les
résidus des symboles d’Eisenstein.

Le groupe G = GLo(Z/NZ) agit a gauche sur E™. Sur les points complexes, cette action est
induite par v+ (7, 2z, g) = (7, 2, ¢"y). On en déduit une action a droite de G sur Hﬂl(E”, Q(n+1)).
Les applications Res™ et B™ étant G-équivariantes, on a le lemme suivant.
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LEMME 5.2. Pour tout g € G, et pour tout u € (Z/NZ)? (avecu #0sin=0), on a
g" Eis"(u) = Eis" (ug). (14)

Dans la suite de cette section, nous rappelons la description explicite de la réalisation du
symbole d’Eisenstein en cohomologie de Deligne [Bei86, Den97, DS91|.

Commencons par quelques rappels sur la cohomologie de Deligne H% (X /R, R(j)) associée
a un schéma X lisse et quasi-projectif sur R. Notons S (X,R(n)) le complexe des formes
différentielles C* sur X (C) a valeurs dans R(n) = (2i7)"R vérifiant ¢*w = (—1)"w, o ¢ désigne la
conjugaison complexe sur X (C). Par la résolution des singularités, il existe une compactification
lisse X de X telle que X*® := X — X soit un diviseur & croisements normaux. Pour un entier
m > 0, notons Q2(X ) le C-espace vectoriel des m-formes holomorphes sur X (C) & singularités
logarithmiques le long de X°°(C). Pour toute forme différentielle « et tout entier n € Z, notons
(@) = 3(a+ (-1)"a).

ProposITION 5.3 [DS91, (2.5.1)]. Pour tout entier n > 0, on a un isomorphisme
{$p € S"(X,R(n)) | dp = mp(w) avec w € Q"YH<X°°>}
dS"1(X,R(n)) '

HEMHX/R,R(n+ 1)) =

Pour décrire la réalisation du symbole d’Eisenstein en cohomologie de Deligne, considérons
maintenant ’application régulateur notée rg gis, définie par Beilinson,

remis : Hy (B, Q(n + 1)) — HE™ (E"/R,R(n + 1)).

D’aprés la proposition 5.3, les éléments de Hp™ (E"/R,R(n + 1)) sont représentés par des
n-formes différentielles sur E"(C). Nous noterons (7; 21, ..., zn; g) les coordonnées naturelles sur
E™(C), avec 7 € H, z; € C, g € GLo(Z/NZ), et nous poserons q = €27, Pour tous entiers
a,b > 0 tels que a + b = n, définissons la n-forme différentielle sur C",

1 _ _
Yap = ! Z 6(0’)(12’0(1) A A dza(b) A dzcr(b—f—l) JANREIIVAN dza(n).
’ oeG,
D’aprés [Den97, (3.12), (3.28)] et [HK99, Remark after Lemma 7.1], on a la proposition

suivante.

PROPOSITION 5.4. Soit u € (Z/NZ)?, avec u # 0 dans le cas n = 0. L’élément 75 gis(Eis™ (u))
est représenté par une n-forme différentielle Eis%(u) vérifiant

) nln+2)7 -7 <
Bish(u) = — 2
isp(u) %N 2 az_o<

C;}QU) 1+d(gu)2

/
(C %e:Z? (T + d)*H (T + d)nti-a

>¢a,n—a mod dr, dT.

De plus, on a
d Eis’h(u) = m, (Eisp (u))
ou Eisp ;(u) est la série d’Eisenstein holomorphe de poids n + 2 définie par

c(gu)1+d(gu)2
. (n+2)! 1 Cy d
Elsﬁol(u) = T o2 7n+27/\d2’1/\/\d2’n
(2im) N(c,d)€Z2 (et +d) q

Remarque 5.5. Pour n = 0, les séries intervenant dans Eish(u) et Eis)  (u) ne convergent pas
absolument et on a recours a la sommation d’Eisenstein ou de Kronecker pour leur donner un

sens [Wei99, ch. VIII, §9|.
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6. Eléments de Deninger—Scholl

Dans cette section, nous rappelons la définition des éléments de Deninger—Scholl et calculons
explicitement leurs réalisations en cohomologie de Deligne.

Soit k > 0 un entier. On choisit une décomposition k = ki + k9 avec k1, ko > 0. Considérons les
projections canoniques p; : EF1tF2 — Ek1 et py : EFith2 5 Fk2 Teg éléments suivants, définis par
Gealy dans |Gea05], sont une généralisation des éléments de Beilinson—Kato et Deninger—Scholl.

DEFINITION 6.1. Soient u1,us € (Z/NZ)?. Dans le cas ot k; = 0, on suppose u; # 0. On pose

Eis" % (ug, ug) = p} Eis™ (u1) U p} Eis*2 (up) € HY2(EX, Q(k + 2)). (15)

Dans le cas k = 0, on retrouve les éléments de Beilinson-Kato dans le Ks de la courbe
modulaire Y (N) [Kat04]. Notons également la relation Eis®*(ug,u;) = (—1)F1 Eis®C(uy, ug),
qui découle du caractére commutatif gradué du cup-produit [DS91, (1.3), Theorem (2)].

Pour décrire la réalisation de ces éléments en cohomologie de Deligne, considérons le régulateur
de Beilinson

rg s HiP2(EP, Q(k +2)) — HEP(EY/R,R(k + 2)).

Les éléments de Hp;™2(E* /R, R(k +2)) sont représentés par des (k 4 1)-formes différentielles
fermées sur E*(C). En effet, comme E* est de dimension k + 1, il n’y a pas de (k + 2)-forme
holomorphe sur E*(C), et la proposition 5.3 entraine un isomorphisme

Hpt(E*/R,R(k +2)) 2 H*"(S'(E*/R,R(k + 1))).
LEMME 6.2. L’élément rg(Eis* "2 (uy, us)) est représenté par la forme différentielle fermée

Eisp ™ (uy, up) = pj Bisy (u1) A iy 41 (p3 Bisf?) (un))
+ (=) (0 Bis? (un)) A pl Eish2 (ug). (16)

Démonstration. Cela résulte de la proposition 5.4 et de la formule pour le cup-produit en
cohomologie de Deligne [DS91, (2.5)]. O

7. La méthode de Rogers—Zudilin

Rogers et Zudilin [RZ12] ont introduit une nouvelle méthode permettant de calculer certaines
mesures de Mahler en termes de valeurs de fonctions L. Cette méthode est basée sur un
changement de variables astucieux dans une intégrale le long du symbole modulaire {0,00}.
Dans cette section, nous expliquons cette méthode dans un cadre assez général (voir également
I'interprétation proposée dans [DNS15]). L’identité obtenue (proposition 7.2) est la clé de notre
calcul du régulateur.

Introduisons, pour des fonctions «, 8 : Z/NZ — C et des nombres complexes t,u € C, la
série suivante

Sas(m) = 22 Do alm)Bmpmtntg™ N (g =), (17)

m>1n>1

Cette série définit une fonction holomorphe sur H.
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LEMME 7.1. Pour s € C, R(s) > 0, la fonction y — S;’%(iy)ys_l est intégrable sur |0, +oo, et
on a

/Sﬁzy « 4y (?z;) T(s)L(a, s — )L(B, s — ).

Pour s € C, R(s) < 0, la fonction y — SZ%(i/y)yS_l est intégrable sur |0, +o00[, et on a

/ooo S (y)y dyy - (33) T(s) (=~ OL(B, —s ).

Démonstration (Voir [DNS15, §3]). La fonction S” ﬁ( iy) décroit exponentiellement lorsque
y — 00, et croit au plus polynomialement en 1/y lorsque y — 0. La premiére intégrale converge
donc pour R(s) > 0, et une simple interversion somme-intégrale méne alors au résultat. La
seconde assertion résulte d’un calcul similaire. |

Nous pouvons maintenant énoncer la proposition-clé & la base de la méthode de Rogers—

Zudilin.

PROPOSITION 7.2. Soient t1,u1,t9,us,s € C des nombres complexes, et soient oy, 1, s, B2 :
Z/NZ — C des fonctions. On a

> Stl’ul 3 Stz,uz St1+s tg Su1,u2—s 3 s @ (18)
0 anfi\ g )72, (@y)y 1,02 B1,52 y Yy y
Démonstration. Voir [DNS15, Theorem 3.2]. O

8. Quelques développements de Fourier

Dans cette section, nous calculons le développement de Fourier de la réalisation du symbole
d’Eisenstein en cohomologie de Deligne. Commencons par rappeler le développement de Fourier
de Eisp ;(u), qui a en fait déja été déterminé dans la § 3.

PROPOSITION 8.1. Soit n > 0 un entier, et soit u € (Z/NZ)?* (avec u # 0 sin = 0). Alors

2

ogu

Eisjo (u) = (=1)

Démonstration. Par définition, on a

CC(gu)l+d(gu)2 ( 2m)n+2

rCn - —(gu)27 + (QU)1>
- ICn 27 aov
(C%E:ZQ (cr+d)"*2 ~ (ny 1)l <”+ ’ N

(—2i7r)n+2 (n+2)
(D1 L =G (own (7)

—2ir)" 2
= e

On en déduit le résultat. O

1132

https://doi.org/10.1112/50010437X17007023 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X17007023

REGULATEURS MODULAIRES

La forme différentielle Eis',(u) étant invariante par 7 — 7+ N, elle posseéde un développement
de Fourier en la variable ¢*/N = ¢2i77/N

Introduisons, pour des entiers a,b > 0, et u = (u1,u2) € (Z/NZ)?, les séries d’Eisenstein
analytiques réelles suivantes

Egt(r) = 5 L (r € H),

a+1 b+1
()=o) (V) (m7 4+ n)*T 1 (mT +n)

b ’ gjrvnul-&-nuz
E° (1) = TEH).
u ( ) (m%:ez2 (mT + n)a+1(m?+ n)bJrl ( )
On a donc
b + b
B N e a0
z,yeZ/N
D’aprés la proposition 5.4 et la définition de Fy ’b, na
(n+2)7—
Eisp(u) = n;;r—;[ u 5 T ZF‘”” “(T)Yan—a mod dr,dT. (20)
Pour des entiers k, ¢ € Z et des fonctions « ﬂ Y/ /N Z — C, nous poserons également
Fi’%( )= Ské Z Z mkneqmn/N
m=21ln>1
PROPOSITION 8.2. Pour a,b >0 et uj,us € Z/NZ, on a
a,b . —a—b—2 U2 +b U2
Bl (1) = a2 (¢ (B2, v 2) + (1)< o4 2) )
2im a+b Uy
b
+(—1) W < a > <C<N,a+b+1>
u
+(—1)“+b§<—]\},a+b+ 1))(7—7) a=b-1
(_1)b+1 - (a+b—j)! 2im i+l a—b—1+j a—b—1
_2 _ gi— J
R < jila—j)! N (r=7)" (S by (T)
a+bgj—a—b—1,j
+(-1) SMI )
(—l)bJrl (a+b—j)! 2im )7t a—b—1+j (gi—a—b—1
+ a! = (b — ) N (r=7)" (55”73,% (7)
+(—1)PS L (7). (21)

Sy By

Démonstration. On suit la méthode classique [Sch74, ch. III, §2| pour déterminer le
développement de Fourier des séries d’Eisenstein. Pour a,b > 0, 7 € C — R et x € R, posons
1

Pa,br (1) = Z (T4+n+2) (T +n+ )bt
nez

Cette série converge et définit une fonction 1-périodique de z. Rappelons le calcul classique de
son développement de Fourier

¢a,b,7— (.T) = Z c”’(gba,b,r)e%ﬂT‘T.

reZ
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LEMME 8.3. On a

—1)b a ) — i) A o
( bl) 2im y (~1)’ W(T — F) I Qi) 2T it e Hor > 1
! j:O J! J)!
—1)b b— N
( ') xum (a+b J): (r— ?)_a_b 1+](2z7r7')362”” siteH,r<—
Cr(d)a,bn') = a: =0 ( - j)
(—1)°2im (a + b) (r —7)7ab-1 sitTeH,r=0,
a
(=), (¢ap—r) siTe—H.

Démonstration. Voir [Shi75, Lemma 1] et [Stu80, Lemma 5.

. . b
Exprimons maintenant Fy~ en termes de Gap,r- On a

1

a,b
E(ul,u2) ’LL1 0 Z a+b+2 + Z Z mT + U9 + Nn)a+1 (mT + U9 —+ Nn)b+1
n=uz(N m=u1(N)n€Z
m#0
1 1
bueo( ¥t X )
n>1 n<—1
n=uz(N) n=uz(N)

1

N 2m uzl(N)r;Z ((m7 +u2)/N + n)**t1((mT + uz) /N + n)b+

m70
o 1 a+b L
- Yu=0 Z nat+b+2 +(=1) Z nat+b+2
n>1 n>1
n=uz(NV) n=—uz(N)
+ ]\f_a_b_2 Z ¢a,b,(m7’+u2)/N(O)
m=u1 (N)
m7#0
1 1
_ —a—b—2 a+b [
= Ouy =0V < Z Tatbia T (=1) Z xa+b+2)
>0 x>0
z=(uz/N)(1) x=—(uz/N)(1)
+ N_a_b_2 Z Z CT(¢a,b,(mT+u2)/N)
m=uy(N) rez
m##0

= 8§y, —oN 27072 <g (1;\? a+b+ 2> (— )“+bg< ﬁ a+b+ 2>>
+ NﬁaibiQ ( Z Z Cr(¢a,b,(m7+u2)/N)

mz1l  reZ
mEul(N)

+ (_1)a+b Z Z cr(¢a,b,(m‘ru2)/N)> .

m>=1 reZ
m=—u1(N)
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On distingue ensuite suivant la valeur de r, ce qui donne

a,b
(uhuz)(T)

— uymgN 002 (((lﬁ a+b+ 2> + (—1)otb¢ (—?\? a+b+ 2))
R D DI 1 Gl (il B
a N

m>1
mEul(N)
FDTN TS i (80 (T R
m>=1 ¢ N
m=—u1(N)
+Nab2< Z ZCT(¢a,b,(mT+u2)/N) + (—1)et? Z ZCT(¢a,b,(m7u2)/N)>
m>=1  r>1 mz21 r>1
m=u1(N) m=—u1(N)
N < Z Z r(Pa b (mrtuz)/n) + (—1)°F° Z Z Cr(%,b,(mT_uQ)/N)) :
m>=1  r<—1 m>1 r<—1
m=u1(N) m=—u1(N)

En utilisant ’expression des coefficients de Fourier de ¢, -, il vient

ab —a—b-2 a+b U2
b 2im (a+D U
(D | g ) Slgpetetl

+(—1)a+bC<—Z]L\},a+b+1))(7_7)—0—17—1
FNTIE Z bl QZWZ a+b_])< (TN—T)>_“_b_1+j

m>1 >l Ha —j)!
m=u1(N)

)j62i7rr((m7+u2)/N)

- (2imr

(-1 +b i (mlr =)\ T
T Natbre Z Z bl 2”2 — ) N
m=1 r>1
m:—ul(N)

. (2Z-7T7ﬂ)j62i7rr((mfr—u2)/N)

4 N7a7672

Z a+b—.7 < (TN— 7-)>ab1+j

m>1  r<—1

mEul(N)
. (Qiﬂr)jeZiwr((m?-i-uz)/N)
+ (_1)(1+b ( ]_)1?2Z i (a+b—j)' <m(7__7_)> —a—b—1+j
Narhie Lo2in YT
N mel a1 @ = Jl(b—j)! N

m=—ui (N)
. (27;7T74)j€2i7rr((m?7u2)/N) )
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On obtient

a,b
E(ul,uz)(T)

= 0y =oN "7 b= 2(C<N a+b—|—2> +(_1)a+bC<—§L\?,a+b+2>>
—i—(—l)b% (a;—b) (((?G,a—l—b—i—l) (— )a+bC< T a+b+1>)( — )bl

(*1)b+1 . (a+b*] 2im ]+1 —a—b—1+j —a—b—14j,.5 ,Tu2 mr/N
+ b! jla —j)! N Z Zm roN
7=0 m>(1 )r>l
m=u1 (N
( 1)a+1 (a+b ])' 2im j+1 —a—b—1+j —a—b—1+j,.j ~—Tu2 mr/N
P X e U)o 2 mrGy
! mE—ul(N)
b
(_1)b+1 (a+b .7 ‘ 2im —a—b—1+j —a—b—1+7,.j ruz—mr/N
LR DR e S5 - 2, 2m s
7=0 m=21  r>1
mzul(N)
b +1
( 1)a+1 (a+b ] ' 2im )’ —a—b—1+j —a—b—1+j,.j rruz=mr/N
a2 Cv) 7 2. 2m re
j > Z
! mETul(N)T
d’ott le résultat. |

PROPOSITION 8.4. Pour a,b >0 et uj,us € Z/NZ, on a
a,b af U2 a+b 2 U2
F(ulm)(T) = (<N,a—|—b—|—2> + (-1) +b§<—N,a+b+2>
+ (—1)"2im <a2—b) So(ug)(r — 7)ot <C<§$,a+b+ 1>

a+br u1
+ (-1)** g(-N,a+b+1>>
(~D)*' K (a+b—3) [ 2r
b i) <_N

+(VM%££“m)

+(_1)b+1 (a+b_j)!<_2i7r>j+1(7__7_) a—b— 1+]N(S] a—b— 17](7_)

_l’_

Jj+1 i ) .

6,1‘1 ’67u2

a! e Jl(b— ) N Ouy Ouy
b—1,j
1S ) (22)
Démonstration. On utilise la proposition 8.2 et I'identité (19). O

On déduit le développement de Fourier de Eis(u) de la formule (20) et de la proposition 8.4.

9. Calcul du régulateur

Le calcul de l'intégrale de Eiskl’k2 (u1,u2) le long du cycle de Shokurov X*{0,00} procéde en

k1 ,ko

trois étapes. Dans un premier temps, nous intégrons Eispy ™2 (u1,ug) sur les fibres 7, 5, du cycle
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de Shokurov. Dans un deuxiéme temps, nous intégrons le résultat obtenu le long du symbole
modulaire {0, 00}, a 'aide de la méthode de Rogers—Zudilin. L’expression obtenue (33) comporte
six termes : un terme principal (noté A) et cinq termes supplémentaires (notés B a F') provenant
des termes constants des séries d’Eisenstein. Dans un troisiéme temps, nous montrons que tous

les termes supplémentaires se simplifient.

Soit p : E¥(C) — Y (N)(C) la projection canonique. On a une application naturelle v : H —
Y (N)(C) donnée par v(r) = [(7,0)], qui nous permet de voir le chemin {0,00} comme une
sous-variété de Y (N)(C). Considérons la sous-variété W = p~1({0,00}) de E¥(C). On a

k
w= Ut = Utin < (5357 ) <o)
+iyZ
y>0 y>0
Soient u; = (a1,b1), uz = (a2,b2) € (Z/NZ)?. Nous allons calculer la restriction de

Eisg’l€2 (u1,u2) & W. D’aprés la proposition 5.4, on a

RACESN
Eish! (ug) = — % 27:; ZF;u’jl (1) ap—a mod dr,dr.

Comme Eis%1 (u1) est invariante par o : (7,2,9) — (=1/7,2/7,09), il vient
E- kl _ * : kl
isp (u1) = o™ Eisp (u1)

k1
ki!(k1 +2) 1 . 1N\ ., B
R 5 ] ;Fgéull )T %0k —a  mod dr, dT.

En restreignant a W, il vient

. kq!(k1 + 2) ok —a N o s
PlElSI;)I(Ul)‘WZ L QT:N IZF_L? ( >(zy) (—iy) Pt P1Vaj—a mod dy
k1
kal(ki+2) _q 0 gy k k
_ ata Fori—a 1Fa ddy. (2
N Y (W) 2 ey (1) p1Yar—a mod dy. (23)

En utilisant la proposition 8.4, il vient

a —a Z —a k
F_fj <y> =a;+ (-1~ <a1> Byttt
N (—1)’““*‘1]\,2“: (ki — O [ 2im T 20\ TR pa—
(kl — a)! E'(a — E)' N Y bay 0by Y
k1 ol—k1—1,0
(b (y))

+(—1)’“1““N’“Za (= O (2 \H 2\ T
a! — !(kl —a—é)! N Yy 0—ay,0-b; y
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ay = 5<—?\1,a k1 + 2) + (—1)]“6(?\1[, k1 + 2),
B = 2imby,—o(20) 1! <§ (—?Vl,kl + 1) + (DM 5( k1 + 1>>

En reportant dans (23), il vient

avec

P} Eis (u1)lw =10 +m (24)
avec
k1
kil(ki+2) . _ e ky .
m=-"5 N h ; (—1)f1 ey Rt 4 o ) P1) P1¥aki—a;

kil(ki +2)
_ ki1+1 1 1 —k1—-1,¢ k1 ol—k1—1,¢
771 - ( 1) 2k1+371' ( 61)1 ( > + ( 1) 156—a175 by (y))QE

kil(k1 + 2) k=10 (1 —0—k1—1,¢

k141 11(ky 1— k 1

+(=D" S okit3g Z( 0-ay 0t <y> (=D 1S‘salvfsln <y)>QZ mod dy (25)
(=

ou l'on a posé, pour tout 0 < ¢ < kq,

(k= O (4T, Pﬂbakl —a
=" N Z (k1 — — o

D’autre part, en utilisant la proposition 8.1, on a

. ko +2 dq
P Bisyy (ua) = (1) == 2im) R FE (n) <5 A st
ko +2 y
— (_1)’924’127(2 )k2+1F[J(_];2u~2l>2)( )dT/\pzwk%O
d’ou
ko + 2 k . .
P> ElShol(UQ)‘W = 227( 21 ”)k2+1F£52+2) (iy) dy A p3ibry 0
N

puis

ko +2 k . +
o (2im) dy A (FU Gy s, 0 — FL y)psvon)-

Thyt1(P5 Elshol uz))|lw =i

LEMME 9.1. Soit 0 < a < k1 un entier. On a

| Pitasia At = (-1M ), (26)
Yy, k
| Pitasca Apstos = (<R ) (27)
Yy, k
Démonstration. Cela résulte d’un calcul direct. O
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LEMME 9.2. Pour tout entier 0 < £ < k1, on a

0 sil < ki,

/Wk Qo A psthry0 = o <‘j\7;>kl+1yk2 sil = kq,
0 sil <k,
[yy’k Q¢ Apytbok, = (_1)162:; (?\T;)kﬁlyk? sil =k,
B 0 sil < ky,
/7y,k Qu A pythry0 = (_Dkléf! (%r)kﬁlyk? sil = ki,
B 0 sil < ky,
/m e n vt = (—1)k/;k! (isz)klﬂy’” si = k1.

Démonstration. On applique le lemme 9.1 avec m = k = kq + ko, ce qui donne

k1
(ky — O)! (4Tt _, 1 /
0 * _ \m e § : * 3 *
/;y’k 14 A p21/}k2,0 ‘6' N Y g (kl — a)!(a — f)' o P1¢a,k1 a Aprkz,O

(R0 AT\ N (DR (i)
T (N) v < (k1 — a)l(a — 0)!

ky — O (4x A (Cpyktea
_ ( 1 ) S y E(,Ly)k Z ( _) —
14 N pre (k1 — € —a)la!
0 sil < ki,

— 4 k1+1
< W) Yt sil=k.
k!

Les autres cas se traitent de maniére similaire.

O

On intégre 1o A mg,+1(p5 Eisﬁil(ug)) sur les fibres de X*¥{0,00} — {0, 00} grace au lemme 9.1,
ce qui donne

/ No A\ 7Tk2+1(p; Eislﬁ201(u2))
Yy, k

! 2 2
- _(_1)klwi—k1 R 2 gkt dyz < 1)fi—e g~k 4 <1<C:l1> 51)

2n N 9N
: / P1%aki—a (Ffu";+ )(Zy)pzwkg,o - F (_32 )(zy)pzwo,kg)
Yy, k
kil(k+2) k + 2 B k
(e DM T2y B2 ko+1 k1 —ag kil (R
My iy dyZ( <a>51>

(F(k2+2)(iy)(—1)kl_a(iy) _F(_ICZ;FQ)(Zy)(—l)k—a(Zy) )

—ug

1139

https://doi.org/10.1112/50010437X17007023 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X17007023

F. BRUNAULT

kil(kr +2) _ k:+2 _ k
(1 MM k1 hMTa k+1 k an -1 L (M
A7 Uy v 2 Z< - - <a>61>

(DR ) P E (i) + (-1 >’f2+1F"“2”) (iy)) dy

—u —uz

kil(ky+2 k 2
— (—1)k (k1 +2) o1 2 T k2+1z <a gl (—1)kie (721) 51yk>

2N 2N

(F0 )+ () FE ) dy

—ug —u2

k kl!(kl + 2)(k2 + 2)

= —(—1) ON2 (27T)k2((k‘1 + 1)a1yk2_1 + 5k1:061yk)
(FED () 4 (1) FR ) Gy dy. (28)

On intégre n1 A mgy+1(05 Eisﬁgl(w)) sur les fibres de X*{0, 00} — {0, 00} grace au lemme 9.2,
ce qui donne

/ M A Ty 1 (03 Eis™2, (u2)
Y

Y,k
gy (k1 +2) (k2 +2) (2)fr et

ANFiI+2
o1k [T vk g—Lk . kg~ Lk P\ gLk (1
<Ssa1,5b1 (y> +(=1) Sé,al,(s by <y> +(=1) Sa,al,éfbl <y) +Séa1,6b1 <y>>
. ko+2
(PO i) + (1R E L )y dy. (29)
Puisque Saﬁ(z/y) ( /y) et comme &, = &, et (5a = 6_g, il vient

—1k [T 1)k g=Lk1 @ 1y gLk L\ gk (2
Ssal,(sbl (y> +(=1) 6—ay 0ty <y +(-1) O—ag:0-by \ y + da1 06y \ y
_ gLk (1 ki o1,k i )k g— Lk gtk (1
Séal,abl <y> +(=1) Sa,al,a b <y) +(=1) Bay0-b, \ y + d—ay 00, \ y
—1,k1 E
S‘;a1+5—a1’5b1 +(=DF18 <y>

En mettant ensemble (28) et (29), il vient

/ P} sk (u1) A 1 (5 Eisl, (1))
Yy, k

|

. ko+2
+ Ory—0B1™) (FU2 ) (i) + (1) X2 (1)) ay
i (k1 +2)(ka+2)

ki+ke+1 o—1,k1 3 (k2+2)
P GCE R S a1 48 o 0y +( 1>k15_b1<y> (Fo, ™ ()

+ (—1)RHFR D () g2 dy,

—ug
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(k2+2)
2

D’autre part, d’apres le lemme 3.3, le terme constant de la série d'Eisenstein F™
et on a

est réel,

P2 y) + (~) T (i)

—ug —ug

- << . 1) + <1>k2+1<<?3, . 1)

+ N ka—1 < Z C&bzmnk2+167(27rmny)/N + (_l)kg Z Cf\%mnngrle(Qﬂmny)/N)

m,nz=1 m,n>1
n=—az(N) n=az(N)

+ (_1)k2+1N7k271 ( Z C}b\?mnk2+167(27rmny)/N + (_1)k2

m,n>1
n=—az (N)

Z C&menk2+1€(2ﬂ-mny)/N)

m,n>1
nEag(N)

ka+1 az ko—1 @0,ka+1 .
= (1 + (=1)%=" )C<_N7—/€2 — 1) 4+ N ke S5b i( 152416 6y Oy (iy).

LEMME 9.3. Pour s € C, R(s) < 0, la fonction y — (Fﬁ’jsz) (iy) + (— 1)k2+1F@3:2) (iy))y* ! est
intégrable sur )0, +oo[, et on a

—ug —ug

: <é<?\?,—s+k2 +2> —é<—?\?,—s+k2+2>> <C<_?\?’_8+1>
b

+(—1)k2+1§<2,—3+1>>.
N

Démonstration. L’hypothése R(s) < 0 entraine que l'intégrale converge lorsque y — +00. On a

F(,k;;r 2,2 (iy)=F 9?;222) (7). Pour montrer 'intégrabilité lorsque y — 0, on effectue le changement

de variables y — 1/y et on utilise le lemme 3.4 avec g = o, ce qui donne

/ (P2 iy) + (1) O i)y 2 = b2 o) 2 (s 4y + 2)
0 Y

FUR2, (i) = (i) FG 2 ).

*az —b2 b2,a2

Il en résulte

k: 2 k 2
(FU22) (i) + (—1)F 2 (i )y
k . k s
= <zy>k2+2<F£b‘;;? (iy) + (~1)F+1 R zj” i)y,

Le terme constant de la série d’Eisenstein F (122222) + (—1)k2+1Fb(2kQan) est nul, ce qui montre la

convergence de U'intégrale de départ pour R(s) < 0. Par changement de variables dans cette méme
intégrale, on obtient

o0 . fea+2 g d
/0 (PO ) + (<1 T iy

& d
_ ik2+2/0 (F(k2+2) (iy) + (_1)k2+1F(k’2+2) (iy))y75+k2+2 @

—ba,a2 ba,a2 y
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D’aprés le lemme 3.3, on a

k . k
FU2 (i) + (—1)R LR (i)
= NS (i) + (<1280 ) + (-1

ka+1 g0kl oy gOka+l (-
5z 0t Saz B DFTLSE (i) = S5 (@)

57(12 ’5172 50,2 767b2

0,k2+1 .
= Nkl 2 ).
567 5a2,5_b2+(_1)k2+16b2( y)
Grace au lemme 7.1, on en déduit

)

00 d
ik2+2/ (F(k2+2) (iy) + (— )k2+1Fb(2kj:2_2) (Zy))y_s+k2+2 ay
0

—ba,a2 y

B Z‘k2+2 005,07k2+1 (Z ) —s+ko+2 @
— ‘Nk2+1 0 37(12_5a2,5_b2+(_1)k2+15b2 y)y Y

Zk2+2 27T s=h2—2 a 2 ko+1
- W(N) F(S_k2+2)L(5—a2 _5(12’_3+k2+2)[’(5*b2 + <_1) 2 5b2a_3+1)
_ ikat2(9 ys—ka—2p(_ d I
= "274(2m) D(—s+ka+2)(¢ N’ s+ ko +2 ¢ N s+ ko +2

¢l - b —s+ 1)+ (=1)ktl¢ b —s+1) ). O

N’ N’

Pour R(s) < 0, on en déduit
[ o ) A i (5 Bisy )
Xk{0,00}
2 2 o
e ent [T ) + 0 )

:( )kﬁ-lk ‘(

2N? u2
(k1 4+ Dagy™ ™ 4 0p, = oﬂlka )y dy
k1 (kl + 2)(k2 + 2 k1+/€2+1 Sfl k1 1
ANFk1+2 daq+0—ay0p, +(—1)*16_y, Yy

'<(1 + (-1 )C(_N’_k2 - 1) LR Y S (Zy)>ys "y
En appliquant les lemmes 7.1, 9.3 et la proposition 7.2, on obtient

/ Yo P Bisk (ur) A a1 (9 Bist?, (u2)
X*{0,00}

= (=1)k (ks + 22)]:;52 +2) (2im)k2 0 (270) 5721 (=5 + 2)

(e <) (e

- (—1)’“2“((?\2], —s— ko + 1))
k2 & 2(2¢7r)’f2(27r)5*1r(—s +1)

+ 0k =01
| (g(;;,_s+ (-2 )Y ({2 o)+ ()
s+ko+1
o BB 23 st 1 1oty (22, 1) ()
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T(—s—ky—1)- (5(%,—3 - /@) +é<—?\},—s - k2>>N5+k+1 <C<?\1f,—s —k— 1)
- (—1)’%(—?\17, —s—k— 1))

(k1 +2) (k2 +2) e
k‘l 4Nk1+2 (27T)k1+k2+1N ko—1

. s+k2,0 k1,— 1 s+ko
/0 S6a1+67a1’§b2 +(— 1)k2+1(§,b ( )Sdb +(— )klé_b1,5—a2—6a2 <y>y dy (30)

L’expression précédente est une fonction méromorphe de s, et tous les termes qui la composent
sont holomorphes au voisinage de s = 0, excepté les termes suivants :

(i) L’expression ((+ba/N,—s — ko + 1) a un pole simple lorsque k2 = 0. Mais dans ce cas

g(-?@,—s—l@ + 1) + (—1)k2+1g<?§,—s—k2+1> = g<—?\27,—s+ 1) —g<%,—s+1>

est holomorphe en s = 0; sa valeur est (*(—b2/N,1) — (*(b2/N,1).

(ii) Le facteur I'(—s—ka—1) a un poéle simple. Mais ce terme n’intervient que si kg est impair,
et dans ce cas on a

g(?\}’ _k 1) ( )k1<<_ —k - 1> Bk+2kg{_f_)l2/N}) + (_1)kBk+2(k{+b21/N}> —0.

L’expression précédente est donc holomorphe en s = 0. Nous allons calculer 'intégrale (30)
pour s = 0, soit

k2,0 -\ k1,0 AW
_[ —/ S6a1+6—a175b2 ( 1)k2+15bQ(Zy)S(Sbl'i‘(_l)kléb176—a2_6a2<y>y dy

Pour cela, nous aurons besoin du lemme suivant [Brul6, Lemmas 8 and 9.

LEMME 9.4. Soit f = > qanq" € Mi(T1(M)) et g => 2, bpg™ € My(I'1(M)) avec k, £ > 1
Soit h = Wy(g). Alors on a

MS/2/ F(iy)g < ! )y C;y A(fhy s+ 0) — agh(hys +0) —boA(fis).  (31)
En particulier, on a
M2 /OOO *(in)g" (A;y)yk ‘Zy = AY(fhE 4 0) —agA(hk+0) — bA*(f ). (32)
En faisant le changement de variables y — Ny dans I, on a

_ arke+1 k2,0 k1,0 L ko
I = N A S5a1 +(57a1,5b2 ( )k2+16 (ZNZJ)S (—l)klé—bl ,57a2 _5a2 <Ny>y dy

Par définition, on a

k270 . (kz"’_l)v (k2+1)7* .
Sgal +(§_a178b2+(*1)k2+137b2 (ZNy> Hb2 ai (Zy) + Hb?,—al (’Ly)7

k1,0 (NS ) A S W ( S p ey A
Sdbl-i-( 1)F16_p, 06— ay—bay <J\fy> 7Gb1,—a2 <N2y> Gbl,az <N2y>
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ko+1)
2,01

(k2+1)

+ H, ot g = gkt Akt
2,—a1

b1,—a2 b1,a2

En utilisant le lemme 9.4 avec M = N2, f = ng , il vient

I'=5L+1+13
avec

I = AN (f - Wnz(9), k+2)
= AN (Wn2(f) - 9,0)
e fee— * k k k k
=i RIINA(GRY + G G - Gl o),

Iy = —ao(f)A(Wn2(9), k + 2),
Is = —ag(g)N*(f, k2 + 1).

Calcul de I5. Grace aux lemmes 3.10 et 3.14, on a

Z‘kl—‘rl

ki1+1 ki1+1
AWz (g), k+2) = —— A — Pk 4-2)

Z‘k1+1

- TN]H'Q(ZW)_’“_QF(/{ +2)

~ b1 ~f a2 1 2 b1 2 a9
: (C(—N,k+2>C<N,k2+2> +(-1)* “C<N,k+2><<—N,kz +2>
—é(—%,k+2>é<—?\?,k2+2> +(—1)k1§<%,k+2>§<?§,k2+2>>
= FMTINFH (2m) R 2 (k4 1)!<§<—?\1[,k + 2> + (—1)’“1§<?\1[,k+ 2>>

: (é((ﬁ,sz) —é<—?\?,k2+2)>.

L= k1 gkt (27T)_k_2(k + 1)!GO(H(’€2+1) + H(k2+1))

b2,a1 ba,—ay

: (é(—?\lﬂk+2> +(—1)’“1§<?\1[,k+2>> (é(?\?,k2+2> —5(—?\?,k2+2>>.

Calcul de Is. Si k1 > 1 et ag # 0, alors ag(g) = 0. Si ag = 0, alors g = 0. On peut donc
supposer k1 = 0 et ag # 0. Si by # 0, alors ag(g) = 0. On peut donc supposer by = 0. Alors

N C N G G R SRR EO R

On obtient donc
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Comme a1 # 0, les fonctions (a1 /N, s) et ((—a1/N, s) sont holomorphes sur C, d’oi

A (f ke +1) =A(f ko +1) = Nk2+1(27r)—k2—1k2!(5(-?\‘?,@ + 1) + (-1)’62“5(?\2[,@ + 1))
A a1 of a1
() +e(5)

I3 = 8y =00a,2005,=0 N+ (2) 72~y (1 - 2{?5.})

: <é (—?\2[,1@ + 1> + (—1)’“2“5(?3,@ + 1)) (& (;‘\} 1> + é(—?\}, 1))

Alors l'intégrale régularisée de pj Eisle(ul) A Tyt1(D5 Eisﬁfﬂ(ug)) le long de X*{0,00} est
donnée par

On a alors

/ P} Eishd (u1) A g1 (95 Eist? (ug)) = A+ B+ C+D+E+F (33)
Xk{0,00}

avec

A= Akl’kQ (ul, 'LLQ)

_ Z'k1—/€2+1 (kl + 2)(k2 + 2)
- ANk1+ka+2

B= Bkl’kZ (ul, UQ)
= (- B DD iy (¢ (<2 2) + (1l (R +2) )

(56 (oh))

C = Ckl’k2 (ul,ug)
ko+2 . ~fa A a
B DR ED)

(2 (2N m) - re(w)

D = Dkl’]€2 (ul, UZ)

g (k1 +2) (ko + 2 R .
= —Opy=1(2)i™ ul 23\([22 )(2W)k1+2k2+2 (C(?\}, —k2> + §<—?\}7 —k2)>

-g(-?\?,—z@ -~ 1> -i%<r(s—k2 . 1)(4(?\1{,3—/-3— 1) —|—(—1)’“C<—?\1[,3—k— 1)))

E = EMR2 (4 uy)

i (k1 +2) (k2 +2) ke
— —Zkl 4Nk1+2 (27T)k1+k2+1N ko 1[2

(k1 +2) (k2 +2)(E+1)! k k
_ (_1)]’611’( 1 )(81]\72)( ) aO(HISQ?aJlrl) +H1§272_+a11))

2 b1 LA b1 ~f a2 2 a9
() i) ((Gomes) (5003,

1145
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F_Fkl’k2(ul UQ)

k1 +2)(ka+ 2
- lZN)k(lf; )(QTF)kﬁk"’HN*krlfS

kol(ke + 2 a

() rere(an))((5) +<(5)

Dans la formule pour B, le symbole ¢ *) indique que l'on prend la valeur régularisée lorsque
ko = 0.
Montrons maintenant que les termes C' et F' se simplifient. D’aprés la formule (8), on a

() ()i (3)

D’autre part, en appliquant la formule de Hurwitz (6) en s = ko + 1, il vient

C< ?\2[ kg) = (27Tk;2k!2+1 ((_i)k2+1€<_bQ,k2 + 1> + zk2+1€< ko + 1))

- (_@')"f?*l(zﬂk;iiH(é( b2 k2 + >+(—1)’“2+1<(b2 k2+1>)

De méme, on a

C(?\?, —k2> _ (_i)k2+1(27f)‘2k!2+1<é<b2 ko + > + (—1)k2+16< b2 ko + 1))
On en déduit
_j\k2+1 .
C<—?§,—k2> +(—1)’“2“C<?§ —k2> =2W <<( 2o+ )
+ (_1)k2+1é(?\?, ko + 1)) . (35)

En reportant (34) et (35) dans le terme C', on obtient

C = 61y —00p,— o(saﬁokmf(gm)kz <¢<‘;\}1> +é<—j‘\},1>>
(1 —i)k2 1| b 12D
.2m<2 — {ﬁ})zW(g( 22 k2—|—1> + (—=1)* +1<<A277k2+1>>
kol (ko + 2
I CENEEE )

(D)ol

=-—F

Nous allons maintenant simplifier d’autres termes, en distinguant les cas suivant ks.
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Premier cas: ko = 0.
On a alors D = 0. Nous allons montrer que B+ E =0. On a

B= (—1)klm <é<—?\1,, k1 + 2) + (—1)’“166\}, ki + 2>>

{G2) - Cw) e (5) ()

+HD )

ba,—ay

et

|
'ao(H(l)

b2,a1

() romd(mn ) ) ((52) -(52)

Si by = 0, alors ay + HY = 0et donc B =F = 0. Nous pouvons donc supposer bs # 0.

0,a1 0,—a1 —
D’apres la formule (9), on a

b b L | 1+
g*<—2,1> —g*(2,1> :mcfjb Ak +C§)V.
N N (v2—1 1— (e

D’aprés la définition 3.9 et en utilisant 'identité

L+CR T+ B
- 1—(&“_0 (a € Z/NZ — {0}),

il vient
b
(1) W y_ L+
aO(Hb%al + Hb2,—¢11) - 1— b’
N

En reportant dans B et E, on obtient B + F = 0. Au final, on a donc dans ce cas

/ i Eiskp1 (u1) A Thy11 (05 Eisﬁil(ug)) =A
Xk{0,00}

— Z‘k‘l—f—l (kl + 2) (27r)k1+1A*((G(1)

k k
N b T G- (G0 = G )0)

b2,—a1 b1,—a2 b1,a2

Second cas: ko > 1.

Puisque ((—ba/N, —ko +1) = (=1)k2¢(by/N, —ks +1), on a B = 0 (lorsque ks = 1, on utilise
ici ’hypothése by # 0).

Comparons les termes D et E. On a

a5 )

: <é<—?\17,k+2> +(—1)k15<?¢,k+2>) (é(?\i,k2+2) —5(—?\?,1{#2)).

D’apres (11), on a ((—a1 /N, —kg) 4+ C(a1/N, —ky) = 0 si ky est pair. Donc E = 0 dés que ko est
pair, et nous supposons désormais ko impair. Par la formule d’Hurwitz en s = ko + 2, on obtient
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% _ (kQ + 1)‘ Nko+2 F % ko+2 + %
<<—N,—k‘2—1>—(27r)k2+2 (—2) ¢ —N,k?2—|—2 + 1 ¢ N,kI2+2

ko+2 . ~
_ e A L) (2757)’“5;21)! <g (?\? ko + 2> - g<—‘;5, ko + 2>>

Appliquons maintenant la formule d’Hurwitz aux termes a I'intérieur de la limite dans D. Il vient

+ e(irr/2)(k+2—s)g< %1 kE+2— s))
+e(iw/2)(k+25)é<?\1ﬂ k+2— S>>,

d’out on déduit

b]_ k‘l _bil _ —
g(N,s—k:—1>+(—1) C( STk 1)
_Tk+2-5) (e—(iw/2)(k+2—s)(1 —m)g< k42— s>

(2m)F+2—s
+ /2 (k+2=8) (] _ gims) ¢ (—bl k+2— s>> .

Lorsque s — 0, on a I'(s — kg — 1) ~ (1/(k2 + 1)!)s7 ! et 1 — €™ ~ Fims d’ou

li_r)r(1)<f‘(s — ko — 1)(4(?\1[,3 —k— 1) + (—1)’%(—?\1[,3 — k- 1>>)
=Gt e (0 (ot v 2) 2o (< e2))
_(k+ D)=k 2in by paf b1
- (C(Fere) revee(-gare) )
En reportant dans D, on obtient

oo M) (5o
((kkji)llg&;)ﬂ);z (C(bl k+2) (- 1)’“((— k+2)>
:_i(k1+2)(lgjr;3)(k+1).<6<A},_k2>+§<_]\}’_k2>>
.<é<a2,k2+2> —§<—a2,k2+2>>
-<g<bl k+2> (— )'ﬂg( k+2>>

=—F.

1148

https://doi.org/10.1112/50010437X17007023 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X17007023

REGULATEURS MODULAIRES

Au final, on a donc dans ce cas

*
/ i Eis'f)1 (u1) A Ty 1 (05 Eisﬁf)l(uQ)) = A.
Xk{0,00}

Dans tous les cas, on a donc

*
/ P Eishd (u1) A g1 (95 Eist2, (ug)) = AMHR2 (ug uy).
Xk{0,00}

Démonstration du théoréeme 1.1. Rappelons que la forme différentielle Eisg’k2 (u1,usz) est donnée
par

Bisy " (w1, uz) = p} Bisf (u1) A 7y 41(p3 Bisy) (u2))
+ (=1)"1+ e (p] Bisply (u1)) A p3 Bis (uz)
=p] Eis];)1 (u1) A Ty 1(P5 EiSﬁZI(UQ))

+ (= 1) FrF DD s k2 (u0)) A ey 11 (95 Bisy? (u1)).
Notons 0 : E¥ — E* I’isomorphisme défini par
0: EF = B* xy(y) EM 5 EM xy ) EF = B,

Cet isomorphisme laisse stable le cycle de Shokurov X*{0, 00} en multipliant I’orientation par
(—1)k1F2 11 vient donc

*
/ D3 Bis2 (uz) A gy 4 (9 Bisk (1)
Xk{0,00}

= (1) / 6 (03 Bis2 (uz) A 1y 41 (9% Eis (un)))
X*{0,00}
— (_1)k1k2Ak2,k1 (uQ,ul).

On obtient ainsi

*
/ Eisg’k2 (’U,l, ’U,Q)

X*k{0,00}
_ Akl’kQ(uh 'LL2) + (_1)k1+k2+1Ak2,k‘1 (u2’ Ul)
(k‘l + 2)(k2 + 2)

(27r)k+1 (ikl—k2+1A*((G(k2+1) + G(k2+1))(G(k1+1) . G(k1+1)), 0)

ANFk+2 b2,a1 ba,—a1 b1,—a2 b1,a2
ko — * k1+1 ki1+1 ko+1 ko+1
DR (GAY + GLDE T — Gl )0
_ (k1 +2)(k2 +2) (2 )k LRk
ANFE+2
* (k2+1) (ka+1 (k1+1) k141 k141 (k1+1) ko+1 (k2+1)
A ((Gb;&l + sz?*al))(Gbl,lfaz o Gl()hlaz )) o (Gl(n,laz : + Gbl,lfaz)(ng,Q*al) - Gb2,2a1 )’ 0)
(k14 2)(k2 +2) Jor— o (kat1) (k141 kot 1) ~(k1+1
= e emf R A G e - GG o). -

Nous terminons par un résultat partiel pour le calcul du régulateur dans le cas ou k; = 1 et

b = 0.
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THEOREME 9.5. Soit k > 0 un entier. Soit N > 3 un entier, et soient a,a’, b, c € Z/NZ. Supposons
(a,b),(a’,b) #(0,0) si k=0, et b#0sik=1. Alors

/ ' Eis5L((a, ), (¢, 0)) — Eiss((a,b), (¢, 0))

Xk+1{0,00}
3(k+2) a2 2) \ ~(k+1 2 2 kt1
= Sy @OFEEA (G - 6ENG ) - (G, - G )G 0.
Notons que les séries d’Eisenstein G((fg sont seulement quasi-modulaires, mais que les

2)

différences G(() P G((]Q()l, sont modulaires.

Démonstration. On a comme dans le calcul précédent

/ p} (Eish (a, ) — Eish (a, b)) A m2(p Eishoy (e, 0))
X*k+1{0,00}

= A8 ((a,b), (¢,0)) — AR (d,), (¢, 0)) + B L((a,), (¢, 0)) = B!((@,b), (c,0))
+ M ((a,b), (¢,0)) = O™ (@, 1), (¢,0)) + D ((a,b), (¢,0)) = D ((d',b). (¢, 0)
+Ek71((a7 b)v (C7 O)) - EkJ((a,a b)> (Ca 0)) + FkJ((a’ b)v (67 O)) - FkJ((a/v b)’ (C’ O))

Comme B*!((a,b), (c,0)) ne dépend pas de a, on a B*¥!((a,b), (c,0)) — B¥((a’,b), (c,0)) = 0.
On a également

C*Y((a,b), (¢,0)) + F*((a,b), (¢,0)) = 0,
CF((d',b), (c,0)) + F*((d',b), (¢,0)) = 0.

Par ailleurs les termes D et E ne font pas intervenir by, donc le calcul précédent montre que

D"((a,b), (¢, 0)) + E*'((a,b), (¢,0)) = 0,
DRY((d!,b), (c,0)) + EM((d, 1), (¢,0)) = 0.

Il reste

/ P} (Eish (a, ) — Bish (', ) A ma(p Eishor (¢, 0))
Xk+1{0,00}

= Ak71((av b)7 (Cv 0)) - Ak71((a/7 b)a (C> O))

13k +2) (2 2 2 2 k1 k1
=" Sy (2 PAN(GR — G+ G0 = ol )G = GiT)0) (36)
D’autre part, en notant ¢, : E'T% — E et ¢ : E'* — E¥ les deux projections canoniques, il
vient
*
[ i Eish(e,0) A 3 (Bishy (a0 b) ~ Bishy (0,)
XF+1{0,00}

= A ((¢,0), (a,b)) = A ((¢,0), (', b)) + BY*((c,0), (a, b)) = B"*((c,0), (', b))
+ Cl’k((ca 0)7 (CL, b)) - Cl’k((g 0)? (a,’ b)) + Dl’k((ca 0)7 (CL, b)) - Dl’k((cv O)a (alv b))
+E17k((67 0)7 (a7 b)) - El’k((cﬂ 0)7 (a/7 b)) + Fl’k((go)v (a7 b)) - Fl’k((cv 0)7 (alv b))
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On vérifie directement que tous les termes B & F' sont nuls, et il reste

/ 4} Eish (e, 0) A my1 (43 (Bisfey (0, b) — Bisk(a, 1)
XF+1{0,00}

= Al’k((cv 0)7 (a, b)) - Al’k((cv 0)7 (alv b))

23k +2) w0 ((2) 2)
= PP (2m) M PP (Gy L, — Gy

2 2 k+1 k+1
LT3 2  — GO+ GDNGET 1 a0, (37)

a

D’apres (36) et (37), on obtient finalement

[ B ab) (e,0) ~ Eisk (), (0

Xk+1{0,00}
= Ak,l(((% b)7 <C7 O)) - Ak,l((a/7 b)a (C7 0)) + (—l)k(Al’k((C, 0), (a, b)) — Al’k((c’ O)’ (a/7 b)))
3(k+2 s L i
= 32D oy rian (G - GEIGED - (G, - G )G, 0), .
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