
Přij́ımaćı zkouška na navazuj́ıćı magisterské studium 2018

Studijńı program: Fyzika

Studijńı obory: FFUM

Varianta A

Řešeńı př́ıklad̊u pečlivě od̊uvodněte.

Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

Nechť {xn} je posloupnost, f : R→ R je funkce a splňuj́ı

∀x ∈ R \ {0} : f(x) =
sin(sin(sin(x)))− sin(x)

sin3(x)
, (1)

(∀n ∈ N : xn 6= 0) & (∀g ∈ N,∃ε ∈ N, ∀δ ∈ N : δ > ε⇒ |xδ| < arccotg(g).)

(a) Rozhodněte, zda taková posloupnost {xn} existuje.

(b) Spočtěte limn→∞ xn.

(c) Spočtěte limx→0 f(x).

(d) Spočtěte limn→∞ f(xn).

Vysvětlete svá řešeńı.

Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

Funkce f je dána předpisem
f(x) = e

1
x (x+ 1).

(i) Určete definičńı obor funkce f .

(ii) Vypočtěte limity funkce v krajńıch a nevlastńıch bodech definičńıho oboru funkce f .

(iii) Zkoumejte monotonii této funkce. Zjistěte, zda má funkce f lokálńı extrémy, a pokud
ano, určete je. Nabývá funkce na svém definičńım oboru největš́ı a nejmenš́ı hodnoty?

(iv) Zkoumejte konvexitu (konkávnost) funkce f .

(v) Určete asymptoty funkce f .

(vi) Na základě provedených výpočt̊u načrtněte graf funkce f .



Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

Magnetická indukce homogenńıho magnetického pole je 0,5 T.
Rovina kruhové smyčky o poloměru 5 cm sv́ırá se směrem in-
dukce úhel 60◦. Tento úhel se za 0,02 s změńı na 30◦.

a) Určete pr̊uběh velikosti indukovaného napět́ı.

b) Určete pr̊uměrné indukované napět́ı.

Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

Auto o hmotnosti m jede rovnoměrně př́ımočaře rychlost́ı o ve-
likosti v0 po vodorovné silnici. V čase t0 = 0 s proti němu začala
p̊usobit celková brzdná śıla ~Fb (zahrnuj́ıćı již odpor vzduchu,
valivý odpor vozovky apod.), jej́ıž velikost je př́ımo úměrná ve-
likosti rychlosti auta:

Fb = kv,

kde k je kladná konstanta. Kladný směr osy x uvažujte ve směru pohybu, v čase t0 je auto
v počátku souřadného systému.

1. Určete, jak se s časem měńı velikost rychlosti auta v = v(t).

2. Určete, za jak dlouho klesne rychlost auta na polovičńı hodnotu oproti času t0.

3. Určete, jak se s časem měńı souřadnice auta x = x(t).



Přij́ımaćı zkouška na navazuj́ıćı magisterské studium 2018

Studijńı program: Fyzika

Studijńı obory: FFUM

Varianta B

Řešeńı př́ıklad̊u pečlivě od̊uvodněte.

Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

Spoč́ıtejte integrál ∫ π/2

0

sin3 x

4 + 9 cos2 x
dx.

Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

• Rozhodněte, zda množina bod̊u [x, y, u, v] ∈ R4, které splňuj́ı vztahy

xeu+v + 2(u+ v)y = 1,

yeu−v − u

1 + v
= 2x

je v okoĺı bodu [1, 2, 0, 0] popsatelná jako graf spojitě diferencovatelné funkce [g, h](x, y) :
R2 → R2 ([g, h](x, y) = [u, v]) definované na jistém okoĺı bodu [1, 2], pro kterou je
g(1, 2) = h(1, 2) = 0.

• Spočtěte parciálńı derivaci funkce g podle y v bodě [1, 2].

Pokud použ́ıváte větu o implicitńıch funkćıch, tak ověřte jej́ı předpoklady.

Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

Část A
Dı́vka táhne naložené sáňky o hmotnosti m = 20 kg po vodorovném zasněženém chodńıku.
Rychlost sańı je konstantńı. Koeficient dynamického třeńı mezi skluznićı a chodńıkem µk je
0,1 a úhel ϕ, který sv́ırá provaz s chodńıkem, je 30◦.

Určete:

a) zrychleńı sáněk,

b) velikost tažné śıly, kterou d́ıvka p̊usob́ı na sáňky,

c) velikost tlakové śıly, kterou p̊usob́ı sáňky na chodńık,

d) velikost třećı śıly p̊usob́ıćı na sáňky.



Část B

Chlapec táhne sáňky vzh̊uru po zasněženém svahu se stoupáńım β za provázek, který sv́ırá s
rovinou svahu úhel α. Najděte takovou velikost úhlu α, při kterém bude śıla vynaložená na
tažeńı sańı nejmenš́ı. Koeficient smykového třeńı mezi saněmi a sněhem je f = 0,1 a rychlost
sańı z̊ustává stálá.

Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

Uvnitř koule o poloměru R je nerovnoměrně rozmı́stěn náboj, a to s objemovou hustotou
př́ımo úměrnou vzdálenosti od středu koule r:

%(r) = Ar,

kde A je konstanta.

1. Spoč́ıtejte celkový náboj koule Q.

2. Najděte závislost velikosti intenzity elektrického pole v okoĺı koule na vzdálenosti od
jej́ıho středu, tj. závislost E = E(r) pro r > R.

3. Najděte závislost velikosti intenzity elektrického pole uvnitř koule na vzdálenosti od
jej́ıho středu, tj. závislost E = E(r) pro r≤R.

4. Do grafu načrtněte pr̊uběh E = E(r) pro r≥ 0.



Přij́ımaćı zkouška na navazuj́ıćı magisterské studium 2018

Studijńı program: Fyzika

Studijńı obory: FFUM

Varianta A — řešeńı

Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

(a) Posloupnost arccotg(n) splňuje

∀g ∈ N,∃ε ∈ N,∀δ ∈ N : δ > ε⇒ |xδ| < arccotg(g). (1)

pro ε = g.

(b) Z (1), z kladnosti funkce arccotg(x) a z limx→+∞ arccotg(x) = 0 plyne, že limn→∞ xn = 0.

(c) Použijeme Taylor̊uv polynom funkce sin(sin(x)) = x− x3

3 + o(x3) a substituci sin(x) = y. Tedy

lim
x→0

sin(sin(sin(x)))− sin(x)

sin3(x)
= lim

y→0

sin(sin(y))− y
y3

= lim
y→0

−y3

3 + o(y3)

y3
= −1

3
.

V prvńı rovnosti jsme využili větu o limitě složené funkce, prostotu funkce sin(x) na okoĺı 0
(např.(−1, 1)) a limx→0 sin(x) = 0.

(d) Použijeme Heineho větu. Lze snadno nahlédnout, že xn 6= 0 pro n ∈ N. Z (b) a (c) pak plyne,
že

lim
n→∞

f(xn) = −1

3
.



Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

(i) Definičńı obor funkce je
D(f) = (−∞, 0) ∪ (0,∞).

(ii) limx→−∞ f(x) = −∞, limx→0− f(x) = 0, limx→0+ f(x) =∞ a limx→∞ =∞.

(iii) Snadno vypočteme

f ′(x) = e
1
x · x

2 − x− 1

x2
= e

1
x ·
(
x− 1

2

)2 − 5
4

x2
.

Ze znaménka derivace dostaneme

– f ′(x) > 0, a tedy f je rostoućı, na intervalu (−∞, 12 −
√
5
2 ).

– f ′(x) < 0, a tedy f je klesaj́ıćı, na intervalu (12 −
√
5
2 , 0).

– f ′(x) < 0, a tedy f je klesaj́ıćı, na intervalu (0, 12 +
√
5
2 ).

– f ′(x) > 0, a tedy f je rostoućı, na intervalu (12 +
√
5
2 ,∞).

Funkce f má lokálńı maximum v bodě 1
2 −

√
5
2 a lokálńı minimum v bodě 1

2 +
√
5
2 . Jelikož neńı

funkce f na D(f) omezená shora ani zdola, tak nenabývá na D(f) maxima ani minima.

(iv) Vypočteme druhou derivaci

f ′′(x) = e
1
x · 3x+ 1

x4
.

Za znaménka druhé derivace dostaneme

– f ′′(x) < 0, a tedy f je konkávńı, na intervalu (−∞,−1
3).

– f ′′(x) > 0, a tedy f je konvexńı, na intervalu (−1
3 , 0).

– f ′′(x) > 0, a tedy f je konvexńı, na intervalu (0,∞).

(v) Funkce f má v bodech −∞ a ∞ asymptotu v(x) = x+ 2.

(vi) Náčrt grafu funkce f na základě uvedených výpočt̊u:





Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

a) Pr̊uběh velikosti indukovaného napět́ı při rovnoměrném otáčeńı závitu

Budeme předpokládat, že se ćıvka rovnoměrně otáč́ı z polohy 1 do polohy 2. Naš́ım ćılem bude určit
pr̊uběh indukovaného napět́ı, nikoli pouze jeho pr̊uměrnou hodnotu.

Úhel mezi kolmićı k ploše a indukčńımi čarami α se měńı s časem t podle vztahu

α = ϕo − ωt,

kde pro počátečńı úhel otočeńı plat́ı:

ϕo =
π

3
.

Úhlovou rychlost ω muśıme zvolit tak, aby pro čas t = 0,02 s platilo

α = ϕo − ωt =
π

6
.

Vyjádř́ıme velikost úhlové rychlosti ω

π

6
=
π

3
− 0, 02ω ⇒ ω =

π

6 · 0, 02
s−1.

Pro magnetický indukčńı tok plat́ı vztah

Φ = BS cos(ϕo − ωt).

Velikost elektromotorického napět́ı indukovaného ve vodivé smyčce je rovna rychlosti změny magnet-
ického indukčńıho toku procházej́ıćı plochou smyčky, tj.:

|Ui| =
∣∣∣∣dΦ

dt

∣∣∣∣ .
Protože nás zaj́ımá pouze velikost indukovaného napět́ı, vystupuj́ı ve vztahu absolutńı hodnoty.

Do tohoto vztahu dosad́ıme výraz pro magnetický indukčńı tok

Ui =

∣∣∣∣d(BS cos (ϕo − ωt))
dt

∣∣∣∣ ,
Po derivováńı dostaneme vztah:

Ui = BSω sin (ϕo − ωt).

b) Rozbor situace

Elektromotorické napět́ı se ve smyčce indukuje tehdy, když se měńı magnetický indukčńı tok plochou
smyčky. Magnetický indukčńı tok si můžeme představit jako “počet magnetických indukčńıch čar,



které protnou plochu smyčky”. Úhel, který sv́ırá magnetická indukce a smyčka, určujeme mezi
směrem magnetické indukce a kolmićı k ploše smyčky. V našem př́ıpadě sv́ırá smyčka se směrem
indukce úhel 60◦. To znamená, že indukčńıch čar projde plochou smyčky méně, než kdyby smyčka
sv́ırala se směrem indukce nulový úhel.

Úhel mezi kolmićı k ploše smyčky a směrem indukce se změńı z 60◦ na 30◦. T́ım se vlastně efektivně
změńı (zvětš́ı) počet magnetických indukčńıch čár prot́ınaj́ıćıch plochu. Ve smyčce se bude indukovat
napět́ı.

Velikost elektromotorického napět́ı indukovaného ve vodivé smyčce je rovna změně magnetického
indukčńıho toku za čas. Vypoč́ıtáme si tedy magnetické toky pro obě polohy smyčky, velikost jejich
rozd́ılu a vyděĺıme je časem, za který se poloha smyčky změnila. T́ım źıskáme pr̊uměrné indukované
napět́ı.

Pro výpočet velikosti indukovaného napět́ı plat́ı vztah:

|Ui| =
∣∣∣∣∆Φ

∆t

∣∣∣∣ ,
kde za ∆Φ dosad́ıme velikost rozd́ılu tok̊u v obou polohách.

Rozd́ıl hodnot ṕı̌seme do absolutńıch hodnot, protože nás zaj́ımá pouze velikost indukovaného napět́ı:

|∆Φ| = |Φ2 − Φ1|

Pro toky v jednotlivých polohách plat́ı vztahy:

Φ1 = BS cosα1 = Bπr2 cosα1

Φ2 = BS cosα2 = Bπr2 cosα2.

Vztah dosad́ıme do vzorce pro elektromotorické napět́ı:

|Ui| =
|Φ2 − Φ1|

∆t
=
Bπr2| cosα2 − cosα1|

∆t
.

Po dosazeńı č́ıselných hodnot dostaneme pro pr̊uměrné indukované napět́ı:

Ui =
Bπr2 |cos 60◦ − cos 30◦|

∆t
=

0,5 · π · 0, 052 ·
∣∣∣12 − √32 ∣∣∣

0, 02
V = 0,07 V



Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

1. Pro řešeńı prvńı části úlohy je pro nás zásadńı znát ty śıly, které maj́ı složku do směru osy x.
V této situaci je taková śıla jediná, a to brzdná śıla ~Fb. Pro zrychleńı auta ~a tak podle
2. Newtonova zákona plat́ı:

~Fb = m~a.

Protože nás zaj́ımá pr̊uběh velikosti rychlosti, přejdeme od vektorového zápisu ke skalárńımu.
Vzhledem k tomu, že brzdná śıla p̊usob́ı proti směru osy x, uvažujeme ji se záporným znaménkem:

−kv = ma = m
dv

dt
.

Jednoduchou úpravou dostáváme pro velikost rychlosti obyčejnou diferenciálńı rovnici prvńıho
řádu s konstantńımi koeficienty:

dv

dt
+
k

m
v = 0,

jej́ıž řešeńı nalezneme separaćı proměnných následovně:∫
dv

v
= −

∫
k

m
dt.

Po zintegrováńı tak źıskáváme:

ln |v| = − k
m
t+ C,

kde C je integračńı konstanta. Odlogaritmujeme:

|v| = e−
k
m
t+C = e−

k
m
teC .

Protože rychlost nabývá kladných hodnot, nemuśıme dále psát absolutńı hodnotu. Konstantu
eC označ́ıme jako C ′:

v = C ′e−
k
m
t.

Konstantu C ′ zjist́ıme z počátečńıch podmı́nek. V čase t0 plat́ı:

v0 = C ′e−
k
m
·0 ⇒ v0 = C ′.

Pro závislost rychlosti na čase tak nakonec dostáváme:

v(t) = v0e
− k

m
t.

2. S pomoćı výše źıskaného vztahu snadno zodpov́ıme druhou část úkolu – hledáme nyńı čas τ ,
pro který plat́ı v(τ) = v0/2, č́ımž dostáváme rovnici:

v0
2

= v0e
− k

m
τ .

Triviálńı úpravou docháźıme k výsledku:

τ =
m

k
ln 2.



3. Pr̊uběh x-ové souřadnice na čase źıskáme jednoduchou integraćı pr̊uběhu rychlosti:

x(t) =

∫
v(t)dt = −m

k
v0e
− k

m
t +D,

kde D je integračńı konstanta, kterou opět urč́ıme z počátečńıch podmı́nek, konkrétně z infor-
mace, že v čase t0 je x = 0, tedy:

0 = −m
k
v0e
− k

m
·0 +D ⇒ D =

m

k
v0.

Pro závislost souřadnice x na čase tak nakonec dostáváme:

x(t) =
mv0
k

(
1− e−

k
m
t
)
.
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Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

Integračńı obor je kompaktńı, integrand je na něm spojitý, integrál tud́ıž existuje. Přepǐsme ho do
tvaru ∫ π/2

0

sinx(1− cos2 x)

4 + 9 cos2 x
dx,

který nás vyb́ıźı k substituci
ϕ(x) = cosx, ϕ′(x) = − sinx.

Tato substituce je korektńı, neboť ϕ je zřejmě spojitě diferencovatelná a prostá na [0, π/2]. Integrál
je tedy roven ∫ 0

1

1− y2

4 + 9y2
(−1)dy = −

∫ 0

1

1

4 + 9y2
dy +

∫ 0

1

y2

4 + 9y2
dy =

= −
∫ 0

1

1

4 + 9y2
dy +

∫ 0

1

(
1

9
· 4 + 9y2

4 + 9y2
− 4

9
· 1

4 + 9y2

)
dy.

Spoč́ıtejme si zvlášť dvakrát se objevuj́ıćı integrál:∫ 0

1

1

4 + 9y2
dy =

1

4

∫ 0

1

1

1 +
(
3
2y
)2dy =

1

4

∫ 0

3/2

1

1 + z2
· 2

3
dz = −1

6
arctg

3

2
,

kde jsou použili snadno od̊uvodnitelnou substituci z = 3
2x. Celkovým výsledkem tedy je

−1

6
arctg

3

2
· (−1− 4

9
) +

1

9
[y]01 =

13

54
arctg

3

2
− 1

9
.



Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

(1) Ověř́ıme předpoklady věty o implicitńıch funkćıch pro vztah

[G,H](x, y, u, v) =

(
xeu+v + 2(u+ v)y − 1, yeu−v − u

1 + v
− 2x

)
= [0, 0]

a bod [1, 2, 0, 0].

– Funkce G a yeu−v−2x jsou triviálně spojitě diferencovatelné na R4. Funkce − u
1+v je spojitě

diferencovatelná všude kromě bod̊u, kde v = −1. Tedy [G,H] ∈ C1(B([1, 2, 0, 0], 1)).

– [G,H](1, 2, 0, 0) = [0, 0],

– ∣∣∣∣ Gu Gv
Hu Hv

∣∣∣∣ (1, 2, 0, 0) =

∣∣∣∣ 5 5
1 −2

∣∣∣∣ = −15 6= 0,

tedy g a h existuj́ı a jsou C1.

(2) Vektor

(
gy
hy

)
(1, 2) je řešeńım soustavy lineárńıch rovnic s pravou stranou

(
Gu Gv −Gy
Hu Hv −Hy

)
(1, 2, 0, 0) =

(
5 5 0
1 −2 −1

)
.

Tedy gy = −1
3 .



Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

Část A

a) Pokud je rychlost sáněk konstantńı, jejich rychlost se s časem neměńı a zrychleńı sáněk je tedy
rovno nule (~a = 0)

b) Pohybová rovnice pro sáňky:

~FG + ~N + ~T + ~Ft = m~a = 0

kde (po řadě): t́ıhová śıla; śıla, kterou tlač́ı chodńık na saně; hledaná tahová śıla; třećı śıla; hmotnost
sańı; zrychleńı sańı.

Rovnici rozeṕı̌seme do souřadnic:

x: T cosϕ− Ft = 0.

y: N + T sinϕ− FG = 0.

Dosazeńım a úpravou dostaneme:

T =
mgfd

cosϕ+ fd sinϕ
.

Po č́ıselném dosazeńı:

T =
20 · 9, 81 · 0, 1

cos 30◦ + 0, 1 · sin 30◦
N =

19, 62
√
2
2 + 0, 1 · 0, 5

N,

T = 21, 4 N.

c) Śıla, kterou tlač́ı saně na chodńık

Śıla, kterou tlač́ı sáňky na chodńık, je podle 3. Newtonova zákona stejně velká, jako śıla, kterou tlač́ı
chodńık na sáňky. Śıla N, kterou tlač́ı chodńık na sáně, je daná vztahem

N = mg − T sinϕ.

Po dosazeńı:

N = mg − mgfd
cosϕ+ fd sinϕ

sinϕ = mg

(
1− fd sinϕ

cosϕ+ fd sinϕ

)
=

= mg

(
cosϕ

cosϕ+ fd sinϕ

)
= mg

(
1

1 + fd tanϕ

)
.



Č́ıselně:

N = 20 · 9, 81

(
1

1 + 0, 1 tan 30◦

)
N = 196, 2

(
1

1 + 0, 1
√
3
3

)
N,

N = 185, 5 N.

d) Třećı śıla

Ft = Nfd.

Ft = mg

(
1

1 + fd tanϕ

)
fd.

Po č́ıselném dosazeńı:

Ft = 20 · 9, 81

(
1

1 + 0, 1 tan 30◦

)
0, 1 N = 19, 62

(
1

1 + 0, 1
√
3
3

)
N = 18, 6 N.

Část B

Pohybová rovnice pro sáňky:

~FG + ~N + ~T + ~Ft = m~a = 0.

Pr̊umět do osy x:

T cosα − FG sinβ − Ft = 0

Pr̊umět do osy y:

T sinα + N − FG cosβ = 0.

Pro třećı śılu plat́ı:

Ft = f (FG cosβ − T sinα) .

Tahová śıla:

T =
FG(sinβ + f cosβ)

f sinα + cosα
.

Minimum funkce T(α):



dT

dα
= FG(sinβ + f cosβ)

−(f cosα− sinα)

(f sinα+ cosα)2
.

Polož́ıme rovno nule a źıskáme:

α = arctgf.

Č́ıselně:

α = arctg0, 1 = 5◦43′.

(Opětovným derivováńım podle α ještě ověř́ıme, že jde o minimum: d2T
dα2 > 0)



Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

1. Protože koule je nabita nehomogenně, jej́ı celkový náboj Q urč́ıme integraćı – tu lze provést
r̊uznými zp̊usoby. Můžeme si např́ıklad představit, že koule je složena z velkého množstv́ı
infinitezimálně tenkých slupek o objemu dV = 4πr2dr. Celkový náboj źıskáme integraćı přes
proměnnou r:

Q =

∫
V
%dV =

∫ R

0
4π%(r)r2 dr =

∫ R

0
4πAr3 dr = AπR4.

Jiným zp̊usobem je integrace ve sférických souřadnićıch, která vede také př́ımočaře k výsledku:

Q =

∫ R

0

∫ π

0

∫ 2π

0
%(r)r2 sin θdrdθdϕ =

∫ R

0
Ar3dr

∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dϕ = AπR4.

2. Nejjednodušš́ım zp̊usobem nalezeńı intenzity elektrického pole ~E v okoĺı koule je využit́ı Gaussovy
věty elektrostatiky, která vyjadřuje vztah mezi tokem elektrické intenzity uzavřenou plochou
a celkovým nábojem Q, který se nacháźı uvnitř této plochy:

Q

ε0
=

∮
S

~E · d~S.

Za uzavřenou plochu zvoĺıme sféru se středem ve středu nabité koule – na celé této ploše má
vektor elektrické intenzity stejnou velikost a je na ni kolmý, č́ımž se Gaussova věta elektro-
statiky redukuje na tvar:

Q

ε0
= E

∮
S

dS = 4πr2E,

kde r je vzdálenost od středu koule. Protože pro r > R je veškerý elektrický náboj uzavřen
uvnitř sféry, můžeme za náboj dosadit výsledek z předcházej́ıćı části a źıskáváme závislost

E(r) =
1

4πε0

Q

r2
=

A

4ε0

R4

r2
.

3. Také pro výpočet pr̊uběhu elektrické intenzity uvnitř koule využijeme Gaussovu větu elektro-
statiky, jako uzavřenou plochu zvoĺıme opět sféru a dojdeme tak znovu ke vztahu

Q′

ε0
= E

∮
S

dS = 4πr2E.

Na rozd́ıl od předcházej́ıćıho výpočtu ale muśıme zohlednit, že ve vzdálenosti r≤R se na
toku elektrické intenzity plochou pod́ıĺı pouze náboj Q′ vymezený sférou o poloměru r, nikoliv
celkový náboj koule. Velikost tohoto náboje vyjádř́ıme integraćı, která je analogická postupu
v prvńı části úlohy:

Q′ =

∫ r

0
4π%(r)r2 dr =

∫ r

0
4πAr3 dr = Aπr4.

Dosazeńım do Gaussovy věty elektrostatiky dostáváme:

Aπr4

ε0
= 4πr2E.

Pro r≤R tedy źıskáme vztah:

E(r) =
A

4ε0
r2.

4. Na základě výše uvedených vztah̊u je zřejmé, že pro r≤R intenzita kvadraticky roste až na
hodnotu AR2

4ε0
, pro r > R pak dále klesá s kvadrátem vzdálenosti – viz obrázek ńıže.
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