PRIJIMACT ZKOUSKA NA NAVAZUJICT MAGISTERSKE STUDIUM 2018
Studijni program: Fyzika
Studijni obory: FFUM

Varianta A
Resen{ pifkladii peclivé oditvodnéte.
Piiklad 1 (25 bodi)
Necht {z,} je posloupnost, f : R — R je funkce a spliujf

_ sin(sin(sin(z))) — sin(x)

vz e R\ {0} : f(z) (o) : (1)

(VneN:xz, #0) & (VgeN,Je e N,V§ € N: § > e = |z5| < arccotg(g).)

(a) Rozhodnéte, zda takova posloupnost {z,} existuje.

(b) Spoctéte lim,, o0 ;-

(c) Spoctéte lim, o f(x).
)

(d) Spoctéte lim,, o0 f(xy).
Vysvétlete svéa teSeni.

Piiklad 2 (25 bodit)

Funkce f je dana predpisem )
F(z) = etz +1).

(i) Urcete defini¢ni obor funkce f.

(ii) Vypoctéte limity funkce v krajnich a nevlastnich bodech defini¢niho oboru funkee f.

(iii) Zkoumejte monotonii této funkce. Zjistéte, zda ma funkce f lokalni extrémy, a pokud
ano, urcete je. Nabyva funkce na svém definicnim oboru nejvétsi a nejmensi hodnoty?

(iv) Zkoumejte konvexitu (konkdvnost) funkce f.
(v) Urcete asymptoty funkce f.

(vi) Na zdkladé provedenych vypoétu nacrtnéte graf funkce f.



Piiklad 3 (25 bodii)

Magneticka indukce homogenniho magnetického pole je 0,5 T.
Rovina kruhové smycky o poloméru 5 cm svira se smérem in- 4
dukce thel 60°. Tento 1hel se za 0,02 s zméni na 30°.

a) Urcete prubéh velikosti indukovaného napéti.

b) Urcete prumérné indukované napéti.

Piiklad 4 (25 bodu)

Auto o hmotnosti m jede rovnomérné primocaie rychlosti o ve-
likosti vy po vodorovné silnici. V ¢ase t; = 0s proti nému zacala
pusobit celkova brzdna sila F, (zahrnujici jiz odpor vzduchu,
valivy odpor vozovky apod.), jejiz velikost je piimo dmérné ve-
likosti rychlosti auta:

Fb = k"U,

kde k je kladna konstanta. Kladny smér osy x uvazujte ve sméru pohybu, v case ty je auto
v poc¢atku souradného systému.

1. Urcete, jak se s casem méni velikost rychlosti auta v = v(t).
2. Urcete, za jak dlouho klesne rychlost auta na poloviéni hodnotu oproti casu tg.

3. Urcete, jak se s ¢asem méni soufadnice auta = = z(t).



PRIJIMACT ZKOUSKA NA NAVAZUJICT MAGISTERSKE STUDIUM 2018
Studijni program: Fyzika
Studijni obory: FFUM

Varianta B
Reseni pifkladi peclivé oduvodnéte.
Piiklad 1 (25 bodil)

Spocitejte integral

/”/2 sin® x
———dx.
o 4+4+9cos?x

Piiklad 2 (25 bodii)

e Rozhodnéte, zda mnozina bodt [z, y,u,v] € R, které splituji vztahy

re" ™+ 2(u+v)y = 1,
u
u—v __ - 9
ve 1+v ’

je v okoli bodu [1, 2, 0, 0] popsatelna jako graf spojité diferencovatelné funkce [g, hl(x, y) :
R? — R? ([g,h](z,y) = [u,v]) definované na jistém okoli bodu [1,2], pro kterou je
9(1,2) = h(1,2) = 0.

e Spoctéte parcialni derivaci funkce g podle y v bodeé [1, 2].
Pokud pouzivate vétu o implicitnich funkcich, tak ovéite jeji predpoklady.

Piiklad 3 (25 bodu)
Cést A
Divka tahne nalozené sanky o hmotnosti m = 20 kg po vodorovném zasnézeném chodniku.

Rychlost sani je konstantni. Koeficient dynamického tfeni mezi skluznici a chodnikem gy je
0,1 a thel ¢, ktery svira provaz s chodnikem, je 30°.

Urcete:

a) zrychleni sénék,
b) velikost tazné sily, kterou divka pusobi na sanky,
c) velikost tlakové sily, kterou pusobi sanky na chodnik,

d) velikost tieci sily pusobici na sanky.



Cast B

Chlapec tahne sanky vzhuru po zasnézeném svahu se stoupanim S za provazek, ktery svird s
rovinou svahu uhel a. Najdéte takovou velikost ihlu «, pti kterém bude sila vynalozena na
tazeni sani nejmensi. Koeficient smykového tfeni mezi sanémi a snéhem je f = 0,1 a rychlost
sani zustava stala.

Piiklad 4 (25 bodu)

Uvniti koule o poloméru R je nerovnhomérné rozmistén naboj, a to s objemovou hustotou
piimo tmérnou vzdalenosti od stfedu koule 7:

kde A je konstanta.

1. Spocitejte celkovy néaboj koule Q).

2. Najdéte zavislost velikosti intenzity elektrického pole v okoli koule na vzdalenosti od
jejiho stredu, tj. zavislost £ = E(r) pro r > R.

3. Najdéte zavislost velikosti intenzity elektrického pole uvniti koule na vzddalenosti od
jejtho stredu, tj. zavislost £ = E(r) pro r < R.

4. Do grafu nac¢rtnéte prubéh £ = E(r) pro r > 0.
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Varianta A — reSeni

Piiklad 1 (25 bodd)

(a) Posloupnost arccotg(n) spliuje
Vg e N,Je € N,Vo € N:§ > € = |zs5] < arccotg(g). (1)

pro € = g.
(b) Z (1), z kladnosti funkce arccotg(z) a z lim,_,~ arccotg(z) = 0 plyne, zZe lim, o x,, = 0.

(¢) Pouzijeme Tayloruv polynom funkce sin(sin(z)) = x — z—; + o(23) a substituci sin(z) = y. Tedy

o sin(sin(sin(x))) — sin(x) — lim sin(sin(y)) — y i 3 +o(y?) _ 1
z—0 sin® (m) y—0 y3 y—0 y3 3

V prvni rovnosti jsme vyuzili vétu o limité slozené funkce, prostotu funkce sin(z) na okoli 0
(napt.(—1,1)) a lim,_,¢sin(x) = 0.

(d) Pouzijeme Heineho vétu. Lze snadno nahlédnout, ze x,, # 0 pro n € N. Z (b) a (c) pak plyne,
ze . .
lim f(z,)=—2.

n—00 3



Piiklad 2 (25 bodi)

(i) Definiéni obor funkce je

(i) limg—s—oo f(2) = —o00, limy_o— f(x) = 0, lim,—,04 f(x) = 00 a limg_00 = 00.

(iii) Snadno vypocteme
2
AP S SRR Ut ) it
T
Ze znaménka derivace dostaneme

— f'(x) > 0, a tedy f je rostouci, na intervalu oo,% 75)

1
2

1
0,5

(z) (-
— f'(x) <0, a tedy f je klesajici, na intervalu (
(z) <0, a tedy f je klesajici, na intervalu (
(x) (

2

+

_ : . : 1445
f'(x) >0, a tedy f je rostouci, na intervalu (5 + %>, 00).

Funkce f m& lokdlni maximum v bode 1 Y5, lokalnf minimum v bodé 1 5+ \f Jelikoz neni

2
funkce f na D(f) omezend shora ani zdola tak nenabyva na D(f) maxima am minima.

(iv) Vypocteme druhou derivaci
fray=er 22

Za znaménka druhé derivace dostaneme

4

— f"(x) <0, a tedy f je konkdvni, na intervalu (—oo, —%)

1,0).

— f"(x) > 0, a tedy f je konvexni, na intervalu (0, c0).

— f"(xz) >0, a tedy f je konvexni, na intervalu (—

(v) Funkce f ma v bodech —oo a oo asymptotu v(z) = x + 2.

(vi) Nécrt grafu funkce f na zdkladé uvedenych vypoétu:






Piiklad 3 (25 bodi)

a) Prubéh velikosti indukovaného napéti pfi rovnomérném otaceni zavitu

Budeme piedpokladat, ze se civka rovnomérné otaci z polohy 1 do polohy 2. Nasim cilem bude urcit
prubéh indukovaného napéti, nikoli pouze jeho primérnou hodnotu.

Uhel mezi kolmici k plose a indukénimi ¢arami « se méni s ¢asem ¢ podle vztahu

a:s&O_Wtu

kde pro pocateéni thel otoceni plati:

(pozg-

Uhlovou rychlost w musime zvolit tak, aby pro ¢as ¢ = 0,02 s platilo

us
oz:gpo—wt:a

Vyjadiime velikost tithlové rychlosti w

™ ™
22 002 =
¢ 3 002w = w=gT

Pro magneticky indukéni tok plati vztah

® = BS cos(p, — wt).

Velikost elektromotorického napéti indukovaného ve vodivé smycce je rovna rychlosti zmény magnet-
ického indukéniho toku prochézejici plochou smycky, tj.:

do
Ul = |—].
= |5

Protoze nés zajimé pouze velikost indukovaného napéti, vystupuji ve vztahu absolutni hodnoty.

Do tohoto vztahu dosadime vyraz pro magneticky indukéni tok

. )d(BScosd(tgoo — wt)) '

Po derivovani dostaneme vztah:

U; = BSwsin (g, — wt).

b) Rozbor situace

Elektromotorické napéti se ve smycce indukuje tehdy, kdyz se méni magneticky indukéni tok plochou
smycky. Magneticky indukéni tok si muzeme piedstavit jako “pocet magnetickych indukénich car,



které protnou plochu smycky”. Uhel, ktery svirda magnetickd indukce a smycka, urcujeme mezi
smérem magnetické indukce a kolmici k plose smycky. V nasem pripadé svird smycka se smérem
indukce tihel 60°. To znamend, ze indukénich ¢ar projde plochou smycky méné, nez kdyby smycka
svirala se smérem indukce nulovy thel.

Uhel mezi kolmici k plose smycky a smérem indukce se zméni z 60° na 30°. Tim se vlastné efektivné
zméni (zvétsi) pocet magnetickych indukénich ¢ar protinajicich plochu. Ve smycce se bude indukovat
napéti.

Velikost elektromotorického napéti indukovaného ve vodivé smycce je rovna zméné magnetického
indukéniho toku za cas. Vypocitame si tedy magnetické toky pro obé polohy smycky, velikost jejich
rozdilu a vydélime je ¢asem, za ktery se poloha smycky zménila. Tim ziskdme prumérné indukované
napéti.

Pro vypocet velikosti indukovaného napéti plati vztah:
Ad

‘UZ| VIR
At

kde za A® dosadime velikost rozdilu toku v obou polohéch.

Rozdil hodnot piSeme do absolutnich hodnot, protoze nés zajima pouze velikost indukovaného napéti:

[AD[ = [y — Py

Pro toky v jednotlivych polohéach plati vztahy:

®, = BS cosay = Brr? cosay

dy = BS cosay = Brr? cos as.

Vztah dosadime do vzorce pro elektromotorické napéti:

|Py — @1 Brr?| cos ag — cos ag

Uil =—x; At

Po dosazeni ¢iselnych hodnot dostaneme pro prumérné indukované napéti:

vl

2 |1
U~_B7TT'2|COSGOO—COS?)OO‘ _0,5-7r-0,05 ‘ ‘57 ‘V-OO?V
o At B 0,02 o




Piiklad 4 (25 bodi)

1. Pro feSeni prvni ¢ésti tlohy je pro nés zdsadni znat ty sily, které maji slozku do sméru osy x.
V této situaci je takova sila jedind, a to brzdna sila Fy. Pro zrychleni auta @ tak podle
2. Newtonova zakona plati:

ﬁb = md.

Protoze nas zajima prubéh velikosti rychlosti, prejdeme od vektorového zapisu ke skalarnimu.
Vzhledem k tomu, Ze brzdn4 sila ptisobi proti sméru osy x, uvazujeme ji se zdpornym znaménkem:

dv
vV =ma=m i

Jednoduchou tpravou dostavame pro velikost rychlosti obyc¢ejnou diferencidlni rovnici prvniho
fadu s konstantnimi koeficienty:

— + —v=0,

jejiz feseni nalezneme separaci proménnych néasledovné:

d k
U:—/dt.
v m

Po zintegrovani tak ziskavame:

k
Injv| = ——t+C,
m
kde C je integra¢éni konstanta. Odlogaritmujeme:
|U| _ ef£t+C — ef%tec'

Protoze rychlost nabyva kladnych hodnot, nemusime dale psat absolutni hodnotu. Konstantu
e® oznacéime jako C':
k
v = Cle mt.
Konstantu C” zjistime z poc¢dtecnich podminek. V ¢ase tq plati:

=k e
Uo—Cem :>1)0—C.

Pro zavislost rychlosti na ¢ase tak nakonec dostavame:

v(t) = er_ﬁt.

2. S pomoci vySe ziskaného vztahu snadno zodpovime druhou ¢ast tikolu — hleddme nyni ¢as 7,
pro ktery plati v(7) = vo/2, ¢imz dostavdme rovnici:

Vo _k
— = g€ m’,
2

Trivialni dpravou dochézime k vysledku:

T = mln2.

k



3. Prabéh z-ové soufadnice na ¢ase ziskdame jednoduchou integraci pribéhu rychlosti:

2(t) = /v(t)dt - —%voe‘%t +D,

kde D je integracni konstanta, kterou opét uréime z pocatecnich podminek, konkrétné z infor-
mace, ze v ¢ase ty je x = 0, tedy:

0= —%vge_%o +D = D= %vo.

Pro zéavislost souradnice z na ¢ase tak nakonec dostavame:

muvg

2(t) = (1—e*%t).
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Varianta B — reSeni

Piiklad 1 (25 bodd)

Integraéni obor je kompaktni, integrand je na ném spojity, integrdl tudiz existuje. Ptrepisme ho do
tvaru

Z,

/”/2 sinz(1 — cos? :U)d
0 4+9cos?x

ktery nas vybizi k substituci
o(x) =cosx, ¢'(z)=—sinz.

Tato substituce je korektni, nebot ¢ je ziejmeé spojité diferencovatelnd a prostd na [0,7/2]. Integral

je tedy roven
0 2 0 0 2
-y / 1 / y
~1)dy = — dy + dy =
/1 Trop D LA+ 92T ) a2
0 0 2
1 1 449 4 1
e [ )
1 4+ 9y 1 \9 449y 9 449y

Spocitejme si zvlast dvakrat se objevujici integral:

/0 1 J 1/0 1 J 1/0 1 2d 1 . 3
—— = du== - —adz = —— arctg —,
L4192 T a ), 1+ (39)° Y= 4 )p1+223 689

kde jsou pouzili snadno oduvodnitelnou substituci z = %x Celkovym vysledkem tedy je

Lot (o1 = e L0 1B e d ]
——arctg— - (-1 — =)+ = = —arctg — — —.
66 g g/ TgWh T 5 e, Ty



Piiklad 2 (25 bodi)

(1) Ovefime predpoklady véty o implicitnich funkcich pro vztah

G, H](x,y,u,v) = (:Ue“+” +2u+v)y—1,ye" " — 1 —Iit—v - 2x> = [0,0]

a bod [1,2,0,0].
— Funkce G a ye U —2x jsou trividlné spojité diferencovatelné na R*. Funkce — Ty Je spojité
diferencovatelns véude kromé bodt, kde v = —1. Tedy [G, H] € C1(B([1,2,0,0],1)).

- [G7H](1727070) = [070]7
- G, G

5 5
g B (1,2,0,0)_‘ | _2‘_—15750,

tedy g a h existuji a jsou C'.

Iy > (1,2) je feSenim soustavy linedrnich rovnic s pravou stranou

(2) Vektor < hy
G, | -G, (5 50
_Hy>(1,2,0,0)—<1 _2_1>.

G
H, H,

S

Tedy gy = —%.



Piiklad 3 (25 bodi)

Cast A

a) Pokud je rychlost sdnék konstantni, jejich rychlost se s casem neméni a zrychleni sanék je tedy
rovno nule (@ = 0)

b) Pohybové rovnice pro sarnky:

Fo+ N+T+F, =ma=0

kde (po fadé): tihova sila; sila, kterou tlaci chodnik na sané; hledand tahova sila; tfeci sila; hmotnost
sani; zrychleni sani.

Rovnici rozepiseme do souiadnic:
x: Tcosp — Fy = 0.
y: N+ Tsinp — Fg = 0.

Dosazenim a tupravou dostaneme:

mg fd
cosp + fasing’

Po ¢iselném dosazeni:

T — 20-9,81-0,‘1 N — 19,62 N,
cos 30° + 0, 1 - sin 30° ?4_0’1.0’5
T — 21,4N.

c) Sila, kterou tlaé¢i sané na chodnik

Sila, kterou tlac¢i sanky na chodnik, je podle 3. Newtonova zdkona stejné velka, jako sila, kterou tlaci
chodnik na sanky. Sila N, kterou tla¢i chodnik na sédné, je dana vztahem

N = mg —Tsingp.
Po dosazenf:

_ mgfa
cos ¢ + fgsingp

cos ¢ 1
=mg|l———— )| =mg| —— .
g cos ¢ + fasingp g 1+ fgtan

N = mg fasinp > _

ingp = 1o Jd>¥
Sy mg< cos ¢ + fasingp



Ciselné:

1 1
N=20-98|——|N=19,2| ——— | N,
’ <1+0,1tan30°> (1_‘_071?)

N = 185,5N.

d) Tteci sila

F, = Nf,.

1
F = S
t mg(l—i—ﬂgtamp) Ja

Po ¢iselném dosazeni:

1 1
F,=20-981——————]0,1N=19,62 [ ———= | N=18,6N.
! ’ <1+0,1 tan30°> <1+0,1¢3§>
Cast B
Pohybové rovnice pro sanky:
Fo+ N+T+ F,=ma=0.
Pramét do osy x:
Tcosa — Fgsinfg — Fy =0
Pramét do osy y:
Tsina + N — Fgcosf = 0.
Pro tfeci silu plati:
F, = f(FgcosfB — Tsina).
Tahova sila:

_ Fa(sin 8 + fcosf3)

T -
fsina + cosa

Minimum funkce T'(«):



dTr —(fcosa —sina)

i = Fa(sin 8 + fcos f) (fsina+cosa)?”

Polozime rovno nule a ziskdme:

a = arctgf.

(@]
—\

selné:

a = arctg0, 1 = 5°43'.

. , N e s . .. 2
(Opétovnym derivovanim podle « jesté ovérime, ze jde o minimum: T 0)
’ do



Piiklad 4 (25 bodi)

1. Protoze koule je nabita nehomogenné, jeji celkovy naboj ) urcéime integraci — tu lze provést
ruznymi zpusoby. Muzeme si napfiklad predstavit, Ze koule je slozena z velkého mmnozstvi
infinitezimalné tenkych slupek o objemu dV = 4mr2dr. Celkovy ndboj ziskdme integraci pies
proménnou 7:

R R
Q = / odV :/ 47rg(r)7"2 dr :/ A Ar3 dr = AnR*.
1% 0 0
Jinym zpusobem je integrace ve sférickych soufadnicich, ktera vede také piimocate k vysledku:

R . 27 R T 2m
Q = / / / o(r)r? sin fdrdfdy = / Ar3dr/ sin 9d9/ dy = AnR%.
0 0 JO 0 0 0

2. Nejjednodussim zpusobem nalezeni intenzity elektrického pole E v okoli koule je vyuziti Gaussovy
vety elektrostatiky, kterda vyjadiuje vztah mezi tokem elektrické intenzity uzavienou plochou
a celkovym nabojem @), ktery se nachazi uvniti této plochy:

Q—fﬁdﬁ
€0 S

Za uzavienou plochu zvolime sféru se stiedem ve stfedu nabité koule — na celé této plose ma
vektor elektrické intenzity stejnou velikost a je na ni kolmy, ¢imz se Gaussova véta elektro-
statiky redukuje na tvar:

Q:E%ﬁszmﬂﬂ
€0 S
kde r je vzdalenost od stfedu koule. Protoze pro r > R je veSkery elektricky naboj uzavien

uvniti sféry, mizeme za naboj dosadit vysledek z predchézejici ¢asti a ziskdvame zavislost
1 Q@ A R*

E = — = .
(r) dmwegr?  deg 12

3. Také pro vypocet prubéhu elektrické intenzity uvniti koule vyuzijeme Gaussovu vétu elektro-
statiky, jako uzavienou plochu zvolime opét sféru a dojdeme tak znovu ke vztahu

/
Q::Efd5:4m%a
€0 S
Na rozdil od predchézejictho vypoctu ale musime zohlednit, Ze ve vzdélenosti » < R se na
toku elektrické intenzity plochou podili pouze ndboj Q' vymezeny sférou o poloméru r, nikoliv
celkovy naboj koule. Velikost tohoto naboje vyjadiime integraci, kterd je analogickd postupu

v prvni ¢asti dlohy:
T T
Q = / 4o(r)r? dr :/ 4 Ard dr = Anr?.
0

0
Dosazenim do Gaussovy véty elektrostatiky dostavame:
Amrt
(LE——
20
Pro r < R tedy ziskame vztah:
A
E(r) = —12.
(= 1o

4. Na zakladé ;f}'fée uvedenych vztahtu je zfejmé, ze pro r < R intenzita kvadraticky roste az na
hodnotu %, pro r > R pak dale klesa s kvadratem vzdélenosti — viz obrazek nize.



AR’
4e,
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