PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICT MAGISTERSKE STUDIUM 2018

Studijni program: Matematika
Studijni obor: Financ¢ni a pojistnd matematika

Varianta A

Reseni piikladi peclivé odivodnéte. Vénujte pozornost ovéfeni predpokladil pouzitych mate-
matickych vét.

Piiklad 1 (25 bodii)

Spoctéte

/ 8zy dxdy,
M
kde M = {(z,y) e R*: 0 <z <, 0 < y < sin(z)}.

Piiklad 2 (25 bodii)

Najdéte globdln{ extrémy funkce f(x,y,2) = xy? na mnoziné M = {(x,y,2) € R®: 2% + y? +
2?2 =1},

Piiklad 3 (25 bodi)

Uvazujme ndhodny vybér X, ..., X, z Rayleighova rozdéleni s hustotou
x x?
f(z;0) = g2 eXP {—ﬁ}z{x >0}, 6>0.

(a) Najdéte maximélné vérohodny odhad pro nezndmy parametr 6 > 0.

(b) Odvodte asymptotické rozdéleni maximélné vérohodného odhadu pro nezndmy parametr
6.

(c) Sestavte

(i) test pomérem vérohodnosti,
(ii) Raouv skérovy test,
(iii) Walduv test

pro nulovou hypotézu Hy : 0 = 1 oproti alternative Hy : 6 # 1.

Piiklad 4 (25 bodu)

Kuponova obligace v nominalni hodnoté F' = 10 s ro¢ni kuponovou sazbou C' = 1 splatna
presné za dva roky (tj. zcela jisté po datu exkuponu) se proddva za (trzni) cenu P = 399/44
(vSechny hodnoty v tisicich K¢).

1. Vyjadrete obecné soucasnou hodnotu uvedené obligace pii hodnotici irokové mifte i.
2. Formulujte vztah pro vynos do splatnosti (YTM).

3. Vypoctété vynos do splatnosti s vyse uvedenymi konkrétnimi hodnotami.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICT MAGISTERSKE STUDIUM 2018

Studijni program: Matematika
Studijni obor: Financ¢ni a pojistnd matematika

Varianta B

Reseni prikladu peclivé odiuvodnéte. Vénujte pozornost ovéfeni predpokladil pouzitych mate-
matickych vét.

Piiklad 1 (25 bodu)

Vypoctéte integral

jus .
4 2sinx — 3cosx
- dx
o Sinz+5cosw

Piiklad 2 (25 bodii)

Najdéte globaln{ extrémy funkce f(z,y, z) = xyz na mnoziné M : x2+y?+2% = 1, z+y+z = 0.

Priklad 3 (25 bodu)

Uvazujme ndhodny vybér X, ..., X, z Weibullova rozdéleni s hustotou

f(l‘, Oé,ﬁ) _ Oéﬁial’ail exp {— <%>Q}I{I > 0}, a>0,0>0,

pricemz hodnota parametru « je znama.

(a) Najdéte maximélné vérohodny odhad pro nezndmy parametr 5 > 0.

(b) Odvodte asymptotické rozdéleni maximélné vérohodného odhadu pro nezndmy parametr

.
(c) Sestavte

(i) test pomérem vérohodnosti,
(ii) Raouv skérovy test,
(iii) Waldav test

pro nulovou hypotézu Hy : 5 = [y oproti alternativée Hy : 8 # .

Piiklad 4 (25 bodu)

Uvazujte aktiva 0, 1, 2. Aktivum 0 je bezrizikové s vynosem ry = 6, vynosy aktiv 1, 2 jsou
ndhodné veli¢iny se stfednimi hodnotami r; = 10 a 7 = 8 (v8e v procentech), s rozptyly
0? =4 a 05 = 2. Kovariance mezi vynosy je o1o = 1. Pfedpokladejme, Ze investor investuje
bohatstvi ve vysi W = 1.



(i) Najdete portfolio P sklddajici se pouze z rizikovych aktiv (tj. aktiv 1, 2) a poskytujici
ocekdvany vynos rp = 9%.

(ii) Najdete portfolio P skladajici se ze vSech tii aktiv minimalizujici riziko a poskytujici
ocekdvany vynos rp = 9%. (Rizikem se zde rozumi smérodatna odchylka vynosu portfo-
lia.)
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Varianta A — resSeni

Priklad 1 (25 bodu)
Pouzijeme Fubiniho vétu, vzorec
cos(2x) = cos?(z) — sin(x) = 1 — 2sin®(z)

a integraci per partes. Dostavame

m  psin(x) ™ y2 sin(x)
/ 8xy dxdy = / / 8xy dydx = / 8x [—} dx
M o Jo 0 2 1o

:/ 4xsin2(:v)dx:/ 2x — 2x cos(2x) dx
0 0

/ sin(2z) dx
0

s
== 7T2.
0

= [3:2]6 — [z sin(22)]5 +

cos(2x)
2

:772—0+[—



Piiklad 2 (25 bodi)

Funkce f je spojitd a mnozina M kompaktni, tedy funkce f nabyvd na M svého minima a maxima.
Oznaéime-li g(z,y, 2) = 22 + y?> + y?> — 1, je Vg # 0 na M. Navic f,g € C'(R3).

Oznacme
L(z,y,2) = zy? + )\(a;2 + y2 + 22— 1),

pak vSechny body podezielé z extrému najdeme jako reSeni nédsledujicich rovnic

L, =9%+2\z =0,
Ly =2xy+2\y =0,
L,=2Xz=0,

z? + y2 +22 =1
7 rovnosti 2Az = 0 dostavame, ze A = 0 nebo z = 0.

1) Pro A = 0 dostavdme rovnice y?> = 0 a 22y = 0, tedy y = 0 a 2% + 22 = 1. Staciondrni body
jsou ve tvaru [sint, 0, cost] pro ¢ € [0, 27).

2) Pro z = 0 dostaneme

Y2+ 2y =0
222y + 2 zy = 0,

tedy y? = 222 a proto

x2—|—y2—|—22:x2+2x2:1,

tedy z = iT Y= :l:f Dostaneme staciondrni body [f %,O], [—%, %,0], [%, —\/E, 0]
a [—%, —y/2,0].
Jelikoz

f(sint, 0,cost) = 0,Vt € [0,27),

150 -
f(—ﬁ,i\@m - —ﬁ,

tak ma funkce f na mnoziné M maximum % v bodech [%,:l:\/g, 0] a minimum % v bodech

[_%ai %70]



Piiklad 3 (25 bodi)

(a) Nejdiive vyjadiime vérohodnost

"X noX?
Ln(0;X) = L’:ln ZeXp{—z%lg Z } X; >0, Vi.

Logaritmicka vérohodnost je pak

n n

1

1,(0;X) = § log X; —2nlogf — T § X7
=1 =1

Nésledné zderivovanim dostaneme skérovou statistiku
20 1 = o
Un(0;X) = =~ + @ZXZ- .
i=1

Maximalné vérohodny odhad je feSenim vérohodnostni rovnice 0l,,(0; X) /90 = 0 vzhledem k nezndmému
parametru 6, tj.

o LOUL0:X) 2 3 N
WOX) == = g g 2

kterd po vycisleni v maximalné vérohodném odhadu nabyva kladné hodnoty

n -1
1,(6;X) = 8n <Z XE) > 0.

i=1

Tim padem je nalezeny maximalné vérohodny odhad pravé jeden.

(b) Fisherovu informaci spo¢itdme jako

protoze

Pak plati, ze

ﬁ(é—@) £>N<O,942>, n — 00.

(c,i) Test podilem vérohodnosti pro nulovou hypotézu Hy : § = 1 oproti alternativé Hy : 6 # 1 je
zalozen na testové statistice

Lo(0;X) & oo 1 = .o
D, =2log 22 _NT X2 o oplog | — ) X:
= 2lon PR = X -l 5 32X

a Hy zamitdme ve prospéch Hi, kdyz D, > x3(1 — ), kde x3(1 — a) je (1 — a)-kvantil x? rozdélen{
o jedném stupni volnosti.



(c,ii) Raouv skérovy test pro nulovou hypotézu Hy : 6 = 1 oproti alternativé Hy : 6 # 1 je zalozen
napiiklad na testové statistice

2
[Un (15 X)) L - 2
S R ) ; i
a Hp zamitdme ve prospéch Hy, kdyz R, > x3(1 — a).

(c,iii) Waldav test pro nulovou hypotézu Hy : € = 1 oproti alternativé H; : 6 # 1 je zalozen
napiiklad na testové statistice

Wn:n(é—1>21(é>:4n (1—1/2?2:‘&2)2

a Hp zamitdme ve prospéch Hi, kdyz W, > x3(1 — a).



Piiklad 4 (25 bodi)

1. Soucasnou hodnotu oznac¢ime PV. Pro uvedenou situaci plati

e +C+F
Cl+d o (T+9)?

PV

2. Je-li obligace na trhu koupena za hodnotu P, je vynos do splatnosti (ozna¢me Y') vlastné
vnitini mira vynosnosti (vnitini vynosové procento) penézniho toku (—P,C,C + F'). Vynos do
splatnosti v tomto piipadé je feSenim rovnice

__C  C+F
o1+ (1414)2

vzhledem k proménné i. Z toho plynouci kvadratickd rovnice ma dva kofeny, z nichz pouze ten
vétsi mé ekonomicky smysl:

C —2P ++/C?2 +4CP + 4AFP
2P :

Y =

Alternativné po substituci trokova mira — diskontni faktor, tj. v = 1%” je mozné ziskat reseni
pro odpovidajici diskontni faktor v feSenim rovnice pro nezndmy diskontni faktor v:

P=Cv+(C+ F)’

3. Postup vypoctu pro konkrétni numerické hodnoty:

11 + 399 + 3990
diskriminant = C* + 4CP+4FP =1 +4-1-32 1 4.10- 32 = i 11+ = 400,

odmocnina z diskriminantu je tudiz 20 a vyslednd hodnota Y je

1-2-32420 3
Y=—7Fw  ~ 19
2. 3 19
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Varianta B — feSeni
Priklad 1 (25 bodu)
Pouzijeme substituci ¢t = tg x, pak sinx = \/tgﬁ’ cosT = t++1 adr = ﬁdt.
fis . 1 2t o 3 1
/42§1nx—3cos:pdx:|t:tg$’:/ \/tztﬁ \/tzﬁ 21 dt:/ 2t—23 dt.
o sinz+5cosz 0 Tt A 241 o (t+5)(t*+1)
2t — 3 A +Bt+C_A(t?+1)+(Bt+0)(1t+5)
(t+5)(t2+1) t+5 24+1 (t+5)(t2+1)
(A + B)t* = 0t?
(bB+C)t =2t
A+5C = -3,
tedy A= 1, B=1C=_1

1

Lot -3 ! -1 t—1 1 1 1
0 = dt = |—=In|t+5|+ - In|t2 + 1| — ~arctg ¢
/0 (t+5) (2 +1) /0 <2(t—|—5)+2(t2—|—1)) [ g It 514 In 7+ 1] = Sarctg

1 1 1 1 [5v/2
——§1n6+§1n5+11n2—§arctg 1=1In 5

0

00| 3



Piiklad 2 (25 bodi)

Oznaéme
L(z,y,2) = xyz + M (2® + 9> + 2° = 1) + Xa(z + y + a),
pak
L,=yz+2 \x+ X =0,
Ly=xz+2MNy+ X =0,
L,=2y+2M\z+ A2 =0,
tedy

2xz? 4 Nz = 2)\1y2 + Aoy = 2122 + Ngz = TYz.

Jelikoz je x,y i z FeSenim stejné kvadratické rovnice, tak nemiize nastat situace x # y # z. Prox =y
_ . , , L L _l _L _L l . s o
dostaneme z = —2z a tedy staciondrni{ body [\/6’ = \/6] a | N \/6]' Stejnym zpusobem

dostaneme stacionarni body [%,—%, %], [—%, %, —%], [—lﬁ, %, i(),] a [%,—%, —%].
Jelikoz 11 2 12 1 2 1 1 2
f([%7%7_%) = f(iﬁ’_%’ifi) = f(—%, 76’ 76) = _67\/6
a
1 1 2 1 2 1 2 1 1 2
f(_ia ) 7) = f(_iv T _7) = f(iv ) _7) =
V6 V6 V6 6 V6 V6 V6 V6 V6T 66
ma funkce f na mnoziné M maximum ﬁ v bodech [—%, —iﬁ, %], [—%, %, —%] a [lﬁ, —LG, —iﬁ]

a minimum —62% v bodech [%,%,—%}, [7,——6,—6] a[-2, 750 75)



Piiklad 3 (25 bodi)

(a) Nejdiive vyjadiime vérohodnost

n a—1 n a
Ln(8;X) = a™g—on <H XZ.> exp {— (?) } , X;>0,Vi.
i=1 =1

1=
Logaritmicka vérohodnost je pak

n

(8 X) = nloga —anlogf+ (a = 1) 3 X - (?)a

=1 i=1

3

Nésledné zderivovanim dostaneme skorovou statistiku

Un(B:X) = =5 +ap ="' 3_X;
=1

Maximalné vérohodny odhad je fesenim vérohodnostni rovnice 91, (3; X) /9 = 0 vzhledem k neznamému

parametru 3, tj.
5 of Z?:l X
8= .

10U(8:X) a  ala+1)
O S

kterd po vycisleni v maximalné vérohodném odhadu nabyva kladné hodnoty
. noxe\ e
I,(3; X) = o? (Zml : ) > 0.
n

Tim padem je nalezeny maximalné vérohodny odhad pravé jeden.

Pozorovana (vybérova) informace je

In(ﬁvx) - -

(b) Fisherovu informaci spocitame jako

protoze

EXZOC _ /Ooaﬁ_o‘xzo‘_lexp{— <;>a}d$ = ﬁa/ooye_ydy = Ba.
0 0

Jﬁ(B—B)AN(O,iz), n — oo.

Pak plati, ze

(c,i) Test podilem vérohodnosti pro nulovou hypotézu Hy : 5 = Sy oproti alternative Hy : 3 # (o
je zalozen na testové statistice

Ln(B;X) X\ =
Dn:2logLn(Bo;X):2anlogB0+2; % —2n—2nlog;Xia+2nlogn

a Hy zamitdme ve prospéch Hy, kdyz D,, > x3(1 — ), kde x3(1 — ) je (1 — v)-kvantil x? rozdélen{
0 jedném stupni volnosti.



(c,ii) Raouv skérovy test pro nulovou hypotézu Hy : 5 = [y oproti alternative Hy : S # [y je
zalozen napiiklad na testové statistice

X (1 xNe
oo = I By) ”(nZ(ﬁ()) 1)

=1

a Hp zamitdme ve prospéch Hy, kdyz R, > x3(1 — 7).

(c,iii) Waldav test pro nulovou hypotézu Hy : f = By oproti alternative Hy : 8 # [y je zalozen
napiiklad na testové statistice

Wn=mn (B - 50)2.7 (B) = na? (1 - Bo <ZZL:n1XZa) _1/°‘>2

a Hy zamitdme ve prospéch Hy, kdyz W, > x3(1 — 7).



Piiklad 4 (25 bodi)

Portfolio je soubor finanénich aktiv. Je reprezentovano podily (alokaci, diverzifikaci), které investor
investuje do jednotlivych aktiv. Oznaéime-li € = (x1,...,2n)7 tyto podily, pak pii investovaném
bohatstvi ve vysi 1 musi platit 1 +---+zxy = 1.

(i) Oznaéme vahy v porfoliu z1 a xo. Musi platit 1 + x9 = 1. Z toho vyplyvé, ze pro otekavany
vynos portfolia plati

rp = 10z1 + 8z = 101 + 8(1 — z1) = 221 + 8 =9,

a tedy r1 = x9 = 1/2.

(ii) Oznaéme vahy v porfoliu xg, 1 a x9. Musi platit xg + x1 + 22 = 1. Oc¢ekdvany vynos portfolia
je tedy
rp = 6xg + 1021 + 8z9 = 6 + 41 + 2x9.

Pozadujeme otekdvany vynos portfolia rp = 9, takze z posledni rovnice dostaneme

To = %(3 — 4:L’1).

Jsou-li vynosy rizikovych aktiv Ry a Ra, je rozptyl vynosu portfolia (po dosazeni za x2)
var(z1 Ry +x2Rg) = x% var(Ry)+ 2z cov(Ry, Rz)—l-.il’}% var(Rg) = 4x%+2x1x2+2x§ = %—9.&01 —|—8m%.

To je konvexni funkce, minimum ziskame tak, Ze polozime prvni derivaci rovnu nule. Derivaci
posledniho vyrazu je 16x; — 9, takze z1 = 9/16. Zpétnymi substitucemi do predchozich rovnic
dostaneme zg = 3/8, xy = 1/16.
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