PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICT MAGISTERSKE STUDIUM 2018

Studijni program: Matematika
Studijni obory: MA, MMIT, MMFT, MSTR, MNVM, MPMSE

Varianta A

Resen{ pifkladi peclivé odivodnéte. Vénujte pozornost ovéreni predpokladi pouzitych mate-
matickych vét.

Piiklad 1 (25 bodil)
Necht {z,} je posloupnost, f : R — R je funkce a spliujf

Vo € R\ {0} : f(z) = sin(sin(sin(z))) — sin(:v)7 (1)

sin®(x)

(VneN:xz, #0) & (Vg eN,Je e N,V§ € N: § > e = |z5| < arccotg(g).)

(a) Rozhodnéte, zda takova posloupnost {z,} existuje.
(b

)

) Spoctéte lim,, o .
(c) Spoctéte lim, .o f(x).

)

(d) Spoctéte lim,, o f(xy).
Vysvétlete sva feseni.

Piiklad 2 (25 bodu)

Spoctéte
/ 2y cos®(z) dxdy,
M

kde M = {(z,y) e R?: 0 <& < I, tg(x) <y < 1}.

Piiklad 3 (25 bodii)

Funkce f je dana predpisem .
flz) =e=(z+1).

(i) Urcete definiéni obor funkce f.

(ii) Vypoctéte limity funkce v krajnich a nevlastnich bodech definiéniho oboru funkce f.

(iii) Zkoumejte monotonii této funkce. Zjistéte, zda ma funkce f lokélni extrémy, a pokud
ano, urcete je. Nabyva funkce na svém definicnim oboru nejvétsi a nejmensi hodnoty?

(iv) Zkoumejte konvexitu (konkdvnost) funkce f.

(v) Urcete asymptoty funkce f.



(vi) Na zdkladé provedenych vypocétu nacrtnéte graf funkece f.

Piiklad 4 (25 bodii)

Uvazujme nésledujici soustavu linedrnich rovnic s neznamymi z,y, z,w € R a parametrem
a € R.

dr+y—z+3w=0
(a+Dzx+3y+2z+(a+Hw=1
— o +2y+22—w=0
ar+2y+2z+aw =0
e Spocitejte determinant matice soustavy.

e Rozhodnéte, pro kterd a ma danda soustava pravé jedno reseni.

e Pro tato a vypocitejte nezndmou z pomoci Cramerova pravidla.
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Varianta B

Reseni piikladi peclivé odivodnéte. Vénujte pozornost ovéfeni predpokladii pouzitych mate-
matickych vét.

Piiklad 1 (25 bodii)

e Naleznéte posloupnost b, splnujici nasledujici nerovnost:
[log(n)]! < €.

e Spoctéte limitu posloupnosti a, pro n jdouci do nekonecna, kde

[log(n)]

!
ap = B+ sin(n))" cos(n).

Symbol [z] znac¢i dolni celou ¢ést .

Piiklad 2 (25 bodii)

e Rozhodnéte, zda mnozina bodu [z, y,u,v] € R, které splituji vztahy

re" T+ 2u+v)y = 1
u
u—v __ — 9
ye T T

Y

je v okoli bodu [1, 2, 0, 0] popsatelné jako graf spojité diferencovatelné funkce [g, h](z,y) :
R? — R? ([g,h](z,y) = [u,v]) definované na jistém okoli bodu [1,2], pro kterou je
9(1,2) = h(1,2) = 0.

e Spoctéte parcialni derivaci funkce g podle y v bodeé [1,2].

Pokud pouzivate vétu o implicitnich funkcich, tak ovéite jeji predpoklady.

Piiklad 3 (25 bodii)

Spocitejte integral

/”/2 sin® x
—————du.
o 4+4+9cos?x



Piiklad 4 (25 bodii)

Ve vektorovém prostoru R* uvazujme vektory

1 ) b
! |l a+2 | 3a—10
izl o |["V27 3 |"VET| 244
1 1 2b+9

(i) Najdéte vSechny dvojice (a,b) € R?, pro které je posloupnost (vy, vy, v3) linedrné zavisla.

(ii) V pripadech kdy to jde, vyjadiete kazdy z vektoru vy, vo, vz jako linedrni kombinaci

ostatnich dvou.
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Varianta A — reSeni

Piiklad 1 (25 bodd)

(a) Posloupnost arccotg(n) spliuje
Vg e N,Je € N,Vo € N:§ > € = |zs5] < arccotg(g). (1)
pro € = g.
(b) Z (1), z kladnosti funkce arccotg(z) a z lim,_, ~ arccotg(z) = 0 plyne, zZe lim,, o0 x,, = 0.

(¢) Pouzijeme Tayloriv polynom funkce sin(sin(z)) = = — %4 + o(#*) a substituci sin(z) = y. Tedy

o sin(sin(sin(x))) — sin(x) — lim sin(sin(y)) — y i 3 +o(y?) _ 1
z—0 sin® (m) y—0 y3 y—0 y3 3

V prvni rovnosti jsme vyuzili vétu o limité slozené funkce, prostotu funkce sin(z) na okoli 0
(napt.(—1,1)) a lim,_,¢sin(x) = 0.

(d) Pouzijeme Heineho vétu. Lze snadno nahlédnout, ze x,, # 0 pro n € N. Z (b) a (c) pak plyne,
ze . .
lim f(z,)=—2.

n—00 3



Piiklad 2 (25 bodi)

Protoze tg(x) < 1 pro z € (0,%) a tg(z) > 1 pro z € [}, §), diky Fubiniho vété mame

T
/ 2y cos?(z) dedy = / / 2y cos? (z) dydx = / [y2]t1g($) cos®(x) dx
M o Jt 0

a

g()

- /0er cos?(w) — sin®(z) dz = /er cos(2r) dx = [sm(;a:)}

(=N

0



Piiklad 3 (25 bodi)

(i) Definiéni obor funkce je

(i) limg—s—oo f(2) = —o00, limy_o— f(x) = 0, lim,—,04 f(x) = 00 a limg_00 = 00.

(iii) Snadno vypocteme
2
AP S SRR Ut ) it
T
Ze znaménka derivace dostaneme

— f'(x) > 0, a tedy f je rostouci, na intervalu oo,% 75)

1
2

1
0,5

(z) (-
— f'(x) <0, a tedy f je klesajici, na intervalu (
(z) <0, a tedy f je klesajici, na intervalu (
(x) (

2

+

_ : . : 1445
f'(x) >0, a tedy f je rostouci, na intervalu (5 + %>, 00).

Funkce f m& lokdlni maximum v bode 1 Y5, lokalnf minimum v bodé 1 5+ \f Jelikoz neni

2
funkce f na D(f) omezend shora ani zdola tak nenabyva na D(f) maxima am minima.

(iv) Vypocteme druhou derivaci
fray=er 22

Za znaménka druhé derivace dostaneme

4

— f"(x) <0, a tedy f je konkdvni, na intervalu (—oo, —%)

1,0).

— f"(x) > 0, a tedy f je konvexni, na intervalu (0, c0).

— f"(xz) >0, a tedy f je konvexni, na intervalu (—

(v) Funkce f ma v bodech —oo a oo asymptotu v(z) = x + 2.

(vi) Nécrt grafu funkce f na zdkladé uvedenych vypoétu:






Piiklad 4 (25 bodi)

e Determinant poc¢itame uzitim elementérnich tprav a rozvoje.

4 1 -1 3 12 -1 3

a+1 3 2 a+1 01 2 a+1| |2 —1]_

-1 2 2 -1 00 2 -1 _‘2 o |T2atD
a 2 2 a 0 0 2 a

Determinant matice soustavy je 2(a + 1).

e Soustava mé pravé jedno FeSeni pravé tehdy, kdyz méa matice soustavy nenulovy determinant,
tj. pravé tehdy, kdyz a # —1.

e Spocitame determinant matice vzniklé nahrazenim tietiho sloupce sloupcem pravych stran.

4 10 3 110 3
a+1 3 1 a+1 0 3 1 a+1 2 —1
1 20 -1 020 -1 _‘2 a ‘__2(““)
a 2 0 a 0 2 0 a
Podle Cramerova pravidla mame
—2(a+1)
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Varianta B — reSeni

Piiklad 1 (25 bodd)

o Je ziejmé, ze k! < k*. Pak
[log(n)]! < (log(n))'98() = loglog(n)) log(n)
a tedy b, = log(log(n))log(n) spliiuje pozadovanou nerovnost.
e Budeme pouzivat vétu o dvou policajtech. Vyuzijeme nasledujici odhady a vypocty:
2 < 3 +sin(n),

2" < (3 +sin(n))".

Tedy
elog(log(n)) log(n)

0 < Hog(m)]! __ log(log(n)) log(n)—n log(2)
~ (3 +sin(n))™ — 2n
Vime, ze

1i_>m log(log(n))log(n) — nlog(2) = —oo,

lim e =0.
Tr—r—00

Z véty o dvou policajtech, Heineho véty a véty o limité slozené funkce a vyse zminénych odhadua

a vypoctu plyne, ze
[log(n)]

|
lim — =0.
R0 (3 +sin(n))”
Protoze cos(n) je omezend posloupnost, je
lim a, = 0.

n—o0



Piiklad 2 (25 bodi)

(1) Ovefime predpoklady véty o implicitnich funkcich pro vztah

G, H](x,y,u,v) = (:Ue“+” +2u+v)y—1,ye" " — 1 —Iit—v - 2x> = [0,0]

a bod [1,2,0,0].
— Funkce G a ye U —2x jsou trividlné spojité diferencovatelné na R*. Funkce — Ty Je spojité
diferencovatelns véude kromé bodt, kde v = —1. Tedy [G, H] € C1(B([1,2,0,0],1)).

- [G7H](1727070) = [070]7
- G, G

5 5
g B (1,2,0,0)_‘ | _2‘_—15750,

tedy g a h existuji a jsou C'.

Iy > (1,2) je feSenim soustavy linedrnich rovnic s pravou stranou

(2) Vektor < hy
G, | -G, (5 50
_Hy>(1,2,0,0)—<1 _2_1>.

G
H, H,

S

Tedy gy = —%.



Piiklad 3 (25 bodi)

Integraéni obor je kompaktni, integrand je na ném spojity, integrdl tudiz existuje. PtfepiSme ho do
tvaru

Z,

/”/2 sinz(1 — cos? CL’)d
0 4+9cos?x

ktery nas vybizi k substituci
o(x) =cosx, ¢'(z)=—sinz.

Tato substituce je korektni, nebot ¢ je ziejmeé spojité diferencovatelnd a prostd na [0,7/2]. Integral

je tedy roven
0 2 0 0 2
l1—y / 1 / Y
~1)dy = — dy + dy =
/1 Trop D LA+ 92T ) Ay
0 0 2
1 1 449 4 1
e [ )
1 4+9y 1 \9 449y 9 449y

Spocitejme si zvl4ast dvakrat se objevujici integral:

/0 1 J 1/0 1 J 1/0 1 2d 1 . 3
— - = — - —azZ = —— arc —
L a1 92T 1+ (3)° Y= 4 )p1+223 689

kde jsou pouzili snadno oduvodnitelnou substituci z = %x Celkovym vysledkem tedy je

—larct 3 (—1—é)+1[]0—§arct 3.1
6189 9 Yh =5 %5 7y



Piiklad 4 (25 bodi)

K vyfeseni obou tkoli nejprve upravime rovnost xvy + yve + zvs = 0. Pro pevné parametry a,b
je tato rovnost ekvivalentni soustavé linearnich rovnic, kterou upravime elementarnimi radkovymi

Upravami.
1 -2 b 0 1 -2 b 0 1 -2 b 0
-1 a+2 3a—-5b1|0 0 a 3a |0 0 1 4 0
2 -3 26+41|0 0 1 4 0 0 0 —a |0
1 1 26+9 10 0 3 b+9]0 0 0 b-3]0

(i) Posloupnost (vi,va,vs) je linedrné zavisla pravé tehdy, kdyz ma rovnice xvy + yva + 2v3 = 0
netrividlni feseni (z,y,z) # (0,0,0). Z upravené soustavy vidime, Ze to nastane pravé tehdy,
kdyz a = 0 a b = 3. Jedind dvojice, pro které je dand posloupnost linedrné zavisla je tedy
(a,b) = (0,3).

(ii) Je-li jeden z danych vektoru linedrni kombinaci ostatnich, pak je nutné posloupnost (vi,va, v3)
linedrné zavisla. Hledané vyjddieni tedy neexistuje, pokud (a,b) # (0,3). V piipadé (a,b) =
(0,3) je jednim z Feseni soustavy trojice (x,y, z) = (—11,—4,1), ¢ili plati —11v; —4vo+vs = o.
7 toho dostavame

4 1 11

Vi= Vet Ve v = - Vit ovs, va = 1lvi 4 dva.
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