
Přij́ımaćı zkouška na navazuj́ıćı magisterské studium 2018

Studijńı program: Matematika

Studijńı obory: MA, MMIT, MMFT, MSTR, MNVM, MPMSE

Varianta A

Řešeńı př́ıklad̊u pečlivě od̊uvodněte. Věnujte pozornost ověřeńı předpoklad̊u použitých mate-
matických vět.

Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

Nechť {xn} je posloupnost, f : R→ R je funkce a splňuj́ı

∀x ∈ R \ {0} : f(x) =
sin(sin(sin(x)))− sin(x)

sin3(x)
, (1)

(∀n ∈ N : xn 6= 0) & (∀g ∈ N,∃ε ∈ N, ∀δ ∈ N : δ > ε⇒ |xδ| < arccotg(g).)

(a) Rozhodněte, zda taková posloupnost {xn} existuje.

(b) Spočtěte limn→∞ xn.

(c) Spočtěte limx→0 f(x).

(d) Spočtěte limn→∞ f(xn).

Vysvětlete svá řešeńı.

Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

Spočtěte ∫
M

2y cos2(x) dxdy,

kde M = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < π
2
, tg(x) < y < 1}.

Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

Funkce f je dána předpisem
f(x) = e

1
x (x+ 1).

(i) Určete definičńı obor funkce f .

(ii) Vypočtěte limity funkce v krajńıch a nevlastńıch bodech definičńıho oboru funkce f .

(iii) Zkoumejte monotonii této funkce. Zjistěte, zda má funkce f lokálńı extrémy, a pokud
ano, určete je. Nabývá funkce na svém definičńım oboru největš́ı a nejmenš́ı hodnoty?

(iv) Zkoumejte konvexitu (konkávnost) funkce f .

(v) Určete asymptoty funkce f .



(vi) Na základě provedených výpočt̊u načrtněte graf funkce f .

Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

Uvažujme následuj́ıćı soustavu lineárńıch rovnic s neznámými x, y, z, w ∈ R a parametrem
a ∈ R.

4x+ y − z + 3w = 0

(a+ 1)x+ 3y + 2z + (a+ 1)w = 1

−x+ 2y + 2z − w = 0

ax+ 2y + 2z + aw = 0

• Spoč́ıtejte determinant matice soustavy.

• Rozhodněte, pro která a má daná soustava právě jedno řešeńı.

• Pro tato a vypoč́ıtejte neznámou z pomoćı Cramerova pravidla.
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Varianta B

Řešeńı př́ıklad̊u pečlivě od̊uvodněte. Věnujte pozornost ověřeńı předpoklad̊u použitých mate-
matických vět.

Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

• Nalezněte posloupnost bn splňuj́ıćı následuj́ıćı nerovnost:

[log(n)]! ≤ ebn .

• Spočtěte limitu posloupnosti an pro n jdoućı do nekonečna, kde

an =
[log(n)]!

(3 + sin(n))n
cos(n).

Symbol [x] znač́ı dolńı celou část x.

Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

• Rozhodněte, zda množina bod̊u [x, y, u, v] ∈ R4, které splňuj́ı vztahy

xeu+v + 2(u + v)y = 1,

yeu−v − u

1 + v
= 2x

je v okoĺı bodu [1, 2, 0, 0] popsatelná jako graf spojitě diferencovatelné funkce [g, h](x, y) :
R2 → R2 ([g, h](x, y) = [u, v]) definované na jistém okoĺı bodu [1, 2], pro kterou je
g(1, 2) = h(1, 2) = 0.

• Spočtěte parciálńı derivaci funkce g podle y v bodě [1, 2].

Pokud použ́ıváte větu o implicitńıch funkćıch, tak ověřte jej́ı předpoklady.

Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

Spoč́ıtejte integrál ∫ π/2

0

sin3 x

4 + 9 cos2 x
dx.



Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

Ve vektorovém prostoru R4 uvažujme vektory

v1 =


1
−1
2
1

 , v2 =


−2
a + 2
−3
1

 , v3 =


b

3a− b
2b + 4
2b + 9

 .

(i) Najděte všechny dvojice (a, b) ∈ R2, pro které je posloupnost (v1,v2,v3) lineárně závislá.

(ii) V př́ıpadech kdy to jde, vyjádřete každý z vektor̊u v1, v2, v3 jako lineárńı kombinaci
ostatńıch dvou.
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Varianta A — řešeńı

Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

(a) Posloupnost arccotg(n) splňuje

∀g ∈ N,∃ε ∈ N,∀δ ∈ N : δ > ε⇒ |xδ| < arccotg(g). (1)

pro ε = g.

(b) Z (1), z kladnosti funkce arccotg(x) a z limx→+∞ arccotg(x) = 0 plyne, že limn→∞ xn = 0.

(c) Použijeme Taylor̊uv polynom funkce sin(sin(x)) = x− x3

3 + o(x3) a substituci sin(x) = y. Tedy

lim
x→0

sin(sin(sin(x)))− sin(x)

sin3(x)
= lim

y→0

sin(sin(y))− y
y3

= lim
y→0

−y3

3 + o(y3)

y3
= −1

3
.

V prvńı rovnosti jsme využili větu o limitě složené funkce, prostotu funkce sin(x) na okoĺı 0
(např.(−1, 1)) a limx→0 sin(x) = 0.

(d) Použijeme Heineho větu. Lze snadno nahlédnout, že xn 6= 0 pro n ∈ N. Z (b) a (c) pak plyne,
že

lim
n→∞

f(xn) = −1

3
.



Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

Protože tg(x) < 1 pro x ∈ (0, π4 ) a tg(x) ≥ 1 pro x ∈ [π4 ,
π
2 ), d́ıky Fubiniho větě máme∫

M
2y cos2(x) dxdy =

∫ π
4

0

∫ 1

tg(x)
2y cos2(x) dydx =

∫ π
4

0
[y2]1tg(x) cos2(x) dx

=

∫ π
4

0
cos2(x)− sin2(x) dx =

∫ π
4

0
cos(2x) dx =

[sin(2x)

2

]π
4

0
=

1

2
.



Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

(i) Definičńı obor funkce je
D(f) = (−∞, 0) ∪ (0,∞).

(ii) limx→−∞ f(x) = −∞, limx→0− f(x) = 0, limx→0+ f(x) =∞ a limx→∞ =∞.

(iii) Snadno vypočteme

f ′(x) = e
1
x · x

2 − x− 1

x2
= e

1
x ·
(
x− 1

2

)2 − 5
4

x2
.

Ze znaménka derivace dostaneme

– f ′(x) > 0, a tedy f je rostoućı, na intervalu (−∞, 12 −
√
5
2 ).

– f ′(x) < 0, a tedy f je klesaj́ıćı, na intervalu (12 −
√
5
2 , 0).

– f ′(x) < 0, a tedy f je klesaj́ıćı, na intervalu (0, 12 +
√
5
2 ).

– f ′(x) > 0, a tedy f je rostoućı, na intervalu (12 +
√
5
2 ,∞).

Funkce f má lokálńı maximum v bodě 1
2 −

√
5
2 a lokálńı minimum v bodě 1

2 +
√
5
2 . Jelikož neńı

funkce f na D(f) omezená shora ani zdola, tak nenabývá na D(f) maxima ani minima.

(iv) Vypočteme druhou derivaci

f ′′(x) = e
1
x · 3x+ 1

x4
.

Za znaménka druhé derivace dostaneme

– f ′′(x) < 0, a tedy f je konkávńı, na intervalu (−∞,−1
3).

– f ′′(x) > 0, a tedy f je konvexńı, na intervalu (−1
3 , 0).

– f ′′(x) > 0, a tedy f je konvexńı, na intervalu (0,∞).

(v) Funkce f má v bodech −∞ a ∞ asymptotu v(x) = x+ 2.

(vi) Náčrt grafu funkce f na základě uvedených výpočt̊u:





Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

• Determinant poč́ıtáme užit́ım elementárńıch úprav a rozvoje.∣∣∣∣∣∣∣∣
4 1 −1 3

a+ 1 3 2 a+ 1
−1 2 2 −1
a 2 2 a

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 3
0 1 2 a+ 1
0 0 2 −1
0 0 2 a

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 2 −1
2 a

∣∣∣∣ = 2(a+ 1)

Determinant matice soustavy je 2(a+ 1).

• Soustava má právě jedno řešeńı právě tehdy, když má matice soustavy nenulový determinant,
tj. právě tehdy, když a 6= −1.

• Spoč́ıtáme determinant matice vzniklé nahrazeńım třet́ıho sloupce sloupcem pravých stran.∣∣∣∣∣∣∣∣
4 1 0 3

a+ 1 3 1 a+ 1
−1 2 0 −1
a 2 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 3
0 3 1 a+ 1
0 2 0 −1
0 2 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣ 2 −1

2 a

∣∣∣∣ = −2(a+ 1)

Podle Cramerova pravidla máme

z =
−2(a+ 1)

2(a+ 1)
= −1.
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Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

• Je zřejmé, že k! ≤ kk. Pak

[log(n)]! ≤ (log(n))log(n) = elog(log(n)) log(n)

a tedy bn = log(log(n)) log(n) splňuje požadovanou nerovnost.

• Budeme použ́ıvat větu o dvou policajtech. Využijeme následuj́ıćı odhady a výpočty:

2 ≤ 3 + sin(n),

2n ≤ (3 + sin(n))n.

Tedy

0 ≤ [log(n)]!

(3 + sin(n))n
≤ elog(log(n)) log(n)

2n
= elog(log(n)) log(n)−n log(2).

Vı́me, že
lim
n→∞

log(log(n)) log(n)− n log(2) = −∞,

lim
x→−∞

ex = 0.

Z věty o dvou policajtech, Heineho věty a věty o limitě složené funkce a výše zmı́něných odhad̊u
a výpočt̊u plyne, že

lim
n→∞

[log(n)]!

(3 + sin(n))n
= 0.

Protože cos(n) je omezená posloupnost, je

lim
n→∞

an = 0.



Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

(1) Ověř́ıme předpoklady věty o implicitńıch funkćıch pro vztah

[G,H](x, y, u, v) =

(
xeu+v + 2(u+ v)y − 1, yeu−v − u

1 + v
− 2x

)
= [0, 0]

a bod [1, 2, 0, 0].

– Funkce G a yeu−v−2x jsou triviálně spojitě diferencovatelné na R4. Funkce − u
1+v je spojitě

diferencovatelná všude kromě bod̊u, kde v = −1. Tedy [G,H] ∈ C1(B([1, 2, 0, 0], 1)).

– [G,H](1, 2, 0, 0) = [0, 0],

– ∣∣∣∣ Gu Gv
Hu Hv

∣∣∣∣ (1, 2, 0, 0) =

∣∣∣∣ 5 5
1 −2

∣∣∣∣ = −15 6= 0,

tedy g a h existuj́ı a jsou C1.

(2) Vektor

(
gy
hy

)
(1, 2) je řešeńım soustavy lineárńıch rovnic s pravou stranou

(
Gu Gv −Gy
Hu Hv −Hy

)
(1, 2, 0, 0) =

(
5 5 0
1 −2 −1

)
.

Tedy gy = −1
3 .



Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

Integračńı obor je kompaktńı, integrand je na něm spojitý, integrál tud́ıž existuje. Přepǐsme ho do
tvaru ∫ π/2

0

sinx(1− cos2 x)

4 + 9 cos2 x
dx,

který nás vyb́ıźı k substituci
ϕ(x) = cosx, ϕ′(x) = − sinx.

Tato substituce je korektńı, neboť ϕ je zřejmě spojitě diferencovatelná a prostá na [0, π/2]. Integrál
je tedy roven ∫ 0

1

1− y2

4 + 9y2
(−1)dy = −

∫ 0

1

1

4 + 9y2
dy +

∫ 0

1

y2

4 + 9y2
dy =

= −
∫ 0

1

1

4 + 9y2
dy +

∫ 0

1

(
1

9
· 4 + 9y2

4 + 9y2
− 4

9
· 1

4 + 9y2

)
dy.

Spoč́ıtejme si zvlášť dvakrát se objevuj́ıćı integrál:∫ 0

1

1

4 + 9y2
dy =

1

4

∫ 0

1

1

1 +
(
3
2y
)2dy =

1

4

∫ 0

3/2

1

1 + z2
· 2

3
dz = −1

6
arctg

3

2
,

kde jsou použili snadno od̊uvodnitelnou substituci z = 3
2x. Celkovým výsledkem tedy je

−1

6
arctg

3

2
· (−1− 4

9
) +

1

9
[y]01 =

13

54
arctg

3

2
− 1

9
.



Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

K vyřešeńı obou úkol̊u nejprve uprav́ıme rovnost xv1 + yv2 + zv3 = o. Pro pevné parametry a, b
je tato rovnost ekvivalentńı soustavě lineárńıch rovnic, kterou uprav́ıme elementárńımi řádkovými
úpravami. 

1 −2 b 0
−1 a+ 2 3a− b 0
2 −3 2b+ 4 0
1 1 2b+ 9 0

 ∼


1 −2 b 0
0 a 3a 0
0 1 4 0
0 3 b+ 9 0

 ∼


1 −2 b 0
0 1 4 0
0 0 −a 0
0 0 b− 3 0


(i) Posloupnost (v1,v2,v3) je lineárně závislá právě tehdy, když má rovnice xv1 + yv2 + zv3 = o

netriviálńı řešeńı (x, y, z) 6= (0, 0, 0). Z upravené soustavy vid́ıme, že to nastane právě tehdy,
když a = 0 a b = 3. Jediná dvojice, pro které je daná posloupnost lineárně závislá je tedy
(a, b) = (0, 3).

(ii) Je-li jeden z daných vektor̊u lineárńı kombinaćı ostatńıch, pak je nutně posloupnost (v1,v2,v3)
lineárně závislá. Hledané vyjádřeńı tedy neexistuje, pokud (a, b) 6= (0, 3). V př́ıpadě (a, b) =
(0, 3) je jedńım z řešeńı soustavy trojice (x, y, z) = (−11,−4, 1), čili plat́ı −11v1−4v2+v3 = o.
Z toho dostáváme

v1 = − 4

11
v2 +

1

11
v3, v2 = −11

4
v1 +

1

4
v3, v3 = 11v1 + 4v2.
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