PRIJIMACT ZKOUSKA NA NAVAZUJICT MAGISTERSKE STUDIUM 2018
Studijni program: Matematika

Studijni obory:

Reseni pifkladi peclive oduvodnéte.

Piiklad 1 (25 bodii)

Varianta A

MMUI

Navrhnéte deterministicky koneény automat nad abecedou {0, 1}, ktery pfijima vSechna slova
délky alespon 3 znaky, ktera zacinaji a koné¢i stejnym znakem. Napiiklad slova 101, 0100,
111111 automat prijme, zatimco slova 00, 110, 0010001 nepfijme. Ptechodovou funkci au-
tomatu zapiste ve tvaru tabulky a automat znazornéte ve tvaru prechodového diagramu.
Navrhnéte co nejjednodussi automat, tzn. takovy, ktery bude mit minimalni pocet stavu.

Minimalitu poé¢tu stavu automatu zduvodnéte.

Piiklad 2 (25 bodii)

Je dén nésledujici program (obé zadani v Pascalu a v jazyce C jsou ekvivalentni):

program AAA;
var a, b, k:
begin
a :=0
b := 0;
k :=1
while b <= 100 do
begin
while a <= b do a
b := a;
k := k + 1;
end;
writeln (b)
end.

integer;

main ()

{

}

/* AAA */

int a, b, k;

a = 0;
b = 0;
k = 1;
while (b <= 100)

{

while (a <= Db)
b = a;
k++;

a += k;

}

printf ("%sd", b);

a) Urcete, kolikrat se vykond télo vnéjsiho while-cyklu.

b) Urcete vyslednou hodnotu proménné b.

Piiklad 3 (25 bodii)

Necht {z,} je posloupnost, f : R — R je funkce a spliujf

Ve e R\ {0}: f(x)

_ sin(sin(sin(z))) — sin(x)

, (1)

sin®(z)

(VneN:x, #0) & (VgeN,Je e N,V§ € N: § > e = |z5| < arccotg(g).)

(a) Rozhodnéte, zda takova posloupnost {z,} existuje.



(b) Spoctéte lim,, o0 ;.
(c) Spoctéte lim, o f(x).
(d) Spoctéte lim,, o0 f(xy,).

Vysvétlete svéa teSeni.

Piiklad 4 (25 bodii)

Funkce f je dana predpisem )

fa) = e+ 1)
(i) Urcete defini¢ni obor funkce f.

(ii) Vypoctéte limity funkce v krajnich a nevlastnich bodech defini¢niho oboru funkce f.

(iii) Zkoumejte monotonii této funkce. Zjistéte, zda ma funkce f lokalni extrémy, a pokud
ano, urcete je. Nabyva funkce na svém definicnim oboru nejvétsi a nejmensi hodnoty?

(iv) Zkoumejte konvexitu (konkavnost) funkce f.
(v) Urcete asymptoty funkce f.

(vi) Na zdkladé provedenych vypoétu nacrtnéte graf funkce f.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2018

Studijni program: Matematika
Studijni obory: MMUI

Varianta A — reSeni

Piiklad 1 (25 bodd)

Pomoci stava automatu si musime evidovat prvni pfec¢teny znak a dosavadni délku vstupniho slova.
Ve stavech B, C byl piecten jeden znak, ve stavech D, E byly precteny dva znaky nebo je posledni
precteny znak rozdilny od prvniho, ve stavech F', G byly preCteny alespon tii znaky a posledni z nich
je shodny s prvnim. Minimalitu po¢tu stavii ovéiime redukei sestrojeného koneéného automatu.

0 1

—A | B C A = pocatecni stav

B|D D B = zacina 0, délka 1

C|FEF E C = zacind 1, délka 1

D|F D D = za¢ind 0, (délka 2 nebo konéi 1)

E|E G E = zatina 1, (délka 2 nebo konéi 0)
«F | F D F = zacina 0, délka aspon 3, konéi 0
«~G | F G G = zacind 1, délka aspon 3, konci 1



Piiklad 2 (25 bodi)

Hodnota proménné k se zvysSuje vzdy o 1, takze urcuje poradové ¢éislo iterace vnéjsiho while-cyklu.
Na zacatku kazdé iterace tohoto cyklu plati a = b, a proto se vnitini while-cyklus vykona vzdy
jenom jednou a hodnota proménné a se v ném zvysi o k. V proménné a se tedy pocitd soucet
142+3+---+k. Po k-té iteraci maji obé proménné a,b hodnotu k.(k+1)/2. Zajim4 nas, kdy tato
hodnota poprvé presdhne 100. Pfislusné k ziskdme bud fesenim kvadratické rovnice, nebo jednoduse
odhadem. Zjistime, ze pro k = 13 bude b = 91, pro k = 14 bude b = 105.

a) 14
b) 105



Piiklad 3 (25 bodi)

(a) Posloupnost arccotg(n) spliuje
Vg e N,Je € N,Vo € N:§ > € = |zs5] < arccotg(g). (1)

pro € = g.
(b) Z (1), z kladnosti funkce arccotg(z) a z lim,_, ~ arccotg(z) = 0 plyne, ze lim, o x,, = 0.

¢) Pouzijeme Tayloruv polynom funkce sin(sin(x)) = x — 2 1 o(23) a substituci sin(z) = y. Tedy
P Tayl 1 funk 3

i sin(sin(sin(z))) — sin(z) _ lim sin(sin(y)) —y _ im —% + o(y®) _

1
z—0 sin® ([L‘) y—0 y3 y—0 y3 §

V prvni rovnosti jsme vyuzili vétu o limité slozené funkce, prostotu funkce sin(z) na okoli 0
(napf.(—1,1)) a lim, o sin(z) = 0.

(d) Pouzijeme Heineho vétu. Lze snadno nahlédnout, ze x,, # 0 pro n € N. Z (b) a (c) pak plyne,
ze ' )
lim f(z,)=—=.

n—00 3



Piiklad 4 (25 bodi)

(i) Definiéni obor funkce je

(i) limg—s—oo f(2) = —o00, limy_o— f(x) = 0, lim,—,04 f(x) = 00 a limg_00 = 00.

(iii) Snadno vypocteme
2
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Ze znaménka derivace dostaneme

— f'(x) > 0, a tedy f je rostouci, na intervalu oo,% 75)

1
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— f'(x) <0, a tedy f je klesajici, na intervalu (
(z) <0, a tedy f je klesajici, na intervalu (
(x) (
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f'(x) >0, a tedy f je rostouci, na intervalu (5 + %>, 00).

Funkce f m& lokdlni maximum v bode 1 Y5, lokalnf minimum v bodé 1 5+ \f Jelikoz neni

2
funkce f na D(f) omezend shora ani zdola tak nenabyva na D(f) maxima am minima.

(iv) Vypocteme druhou derivaci
fray=er 22

Za znaménka druhé derivace dostaneme

4

— f"(x) <0, a tedy f je konkdvni, na intervalu (—oo, —%)

1,0).

— f"(x) > 0, a tedy f je konvexni, na intervalu (0, c0).

— f"(xz) >0, a tedy f je konvexni, na intervalu (—

(v) Funkce f ma v bodech —oo a oo asymptotu v(z) = x + 2.

(vi) Nécrt grafu funkce f na zdkladé uvedenych vypoétu:
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