PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2023
Studijni programy: MAP, MMFP, MSPN, MITPN, MNVP, MPSPN

Varianta A

Reseni tloh peclivé odiivodnéte. VEnujte pozornost ovéfeni predpokladii pouZitych matema-
tickych vét.

Uloha 1 (25 bodi)

Vysetfete pribéh (defini¢ni obor, spojitost, symetrie, limity v krajnich bodech, derivaci (vetné
jednostrannych derivaci a pfipadné limit derivaci v krajnich bodech), monotonii, lokdlni a glo-

bélni extrémy, obor hodnot, druhou derivaci, konvexitu, konkavitu, inflexni body, asymptoty
a nacrt grafu) funkce definované predpisem

—2023r, x =0,
flx) = R

arctg(log(x®)), jinak.
Uloha 2 (25 bodi)
At M = {(x,y) € R* x*> +y?> <3}aN = {(x,y) € R? y* < 2x|}.
(a) Spoctéte

/ |x|dx dy.

MNN

(b) Rozhodnéte, zda
/ e” cosxdxdy < +oo.
M

Uloha 3 (25 bodd)

Necht' Y > | a, je absolutn& konvergentni fada a > -, b, je neabsolutné konvergentni
fada. V zavislosti na parametrech «, 8 € R rozhodnéte o konvergenci (absolutni, neabsolutn,
divergenci) ndsledujicich fad. Sva rozhodnuti zdivodnéte.

@ ) (an + by),

n=1

(b) > (anbn),
n=1

21+ (=1)"n?
(©) Z%
n=1

Uloha 4 (25 bodi)
Uvazujme nésledujici vektor b € R? a redlnou matici A,, kterd zavisf na redlném parametru p.
1 —2p—4 p+3 1
Ay=|-1 3p+6 —p—-1], b=|-I
1 0 p+38 0

(a) Zjistéte, pro kterd p je matice A, reguldrni.
(b) Pro tato p najdéte k matici A, matici inverzni a
(c) pro stejna p najdéte feSeni soustavy linedrnich rovnic A,x = b.
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Varianta A — ReSeni

Uloha 1 (25 bodi)
Dy = R. Protoze lin}) f(x) = =7, neni f spojitd v 0, tudiz f je spojitd na Dy \ {0}. Snadno
X—>
b

rovnéz spocteme, Ze lim f(x) = %, odkud snadno vidime, Ze asymptota v 00 je y = 7.
x—>Fo0

Funkce je, sudd protoZe zavisi na x? (a nenf lich4 ani periodick4).
V dal$im kroku si spocitdme

2

fio = x(log” (x2) + 1)

x e R\ {0}

Odtud hned vidime, ze

f'(x) >0< x € (0,4+00)

f'(x) <0 & x € (—00,0).

Funkce je tedy rostouci na (0, +00) (dokonce i na [0, +00)), a klesajici na (—oo, 0) (dokonce i na
(—00, 0]). Spocteme jeste lirjlcl f'(x)=0a lir(r)ljE /' (x) = £o0. Prourceni f](0) nemiZeme

pouZit jednostrannou spojitost v 0, ale z definice snadno vidime, Ze f (0) = F-oo (a specidlné,
7Ze derivace f v 0 neexistuje). Bod 0 je tedy bodem lokalniho i globdlniho minima, bod lokalniho
(ani globdlniho) maxima neexistuje. Obor hodnot je tedy (vyuZivame spojitost na (—oo, 0)
a (0, +00), monotonii a limity v krajnich bodech téchto intervalii) {—20237} U (-7, 7).

Dile

2 (log® (x?) + 4log (x?) + 1)

f(x) =- . x e R\ {0}.
x?2 (log2 (x?) + 1)2
Plati tedy
f//(x) —0& x = e—lig’_e—lﬂ:g’

3 143

3 3
TS eIy u (e T e

f”>0 na (—e ),

f7<0 ma (=00, —e T U (=TT 00U 0. U e +oo).

. . 143 _1_B _1_3 i3 L. .
Funkce je tedy konvexni na (—e ™ !t2, —e7 1727 ) a (e717727,e7!'772) , a konkdvni na in-
NG NG NG 3 ) .
tervalech (—oo, —e~1172), (—e™1772,0), (0,e7 "2 ) a (e7'772, +00). Inflexni body jsou
—1+3 13 3 43
2 — 2 2,

—e e , e 2 ae
Na obrédzku neni pro lepsi viditelnost zobrazena hodnota v bodé 0.



Uloha 2 (25 bodi)
(a) Kfivky x2 4+ y2 = 3 a y? = 2|x| se protinaji v bodech (£1, £+/2). VyuZitim symetrie
mnoziny M N N a funkce |x| dostavame

/ |x|dxdy = 4/ xdxdy,
MNN P

kde P=MNNN{(x,y)€eR? x>0,y >0}
Dile z Fubiniovy véty dostdvame

V2 3—y2 V2 e S35z
4/xdxdy:4/ /2 x dx dy=2/ ([xz] 2 y)dyz
P 0 > 0 =7

2

V2 y4 V2 y4
ooy [ o) o
0 4 0 2

V2
2 y° 4 2 64
=6y — =y’ —=— =V2(6—-—-Z)==V2.
[y 37 10]O ( 3 5) 15
(b) MnoZina M je uzaviend a omezend, tedy kompaktni. Integrovana funkce je spojitd na M,

a proto je omezend. Celkové je tedy uvedeny integral konecny.

Uloha 3 (25 bodi)
(@) Yo7 (an + by) konverguje neabsolutné. Konvergence plyne z aritmetiky fad (soucet fad

je fada souctll). Rada nenf absolutné konvergentni nebot’ z trojihelnikové nerovnosti plyne, Ze
o0 o0 o0 o0

D lan +bal = ) |Ibal = lanl| = D 1bal = lanl = Y bl = D lan| = +o0.
n=1

n=1 n=1 n=1 n=1

(b) Y02, (anbyn) konverguje absolutng. Z konvergence Y .o, by, plyne, Ze limy,_o0 by, = 0.

Absolutni konvergence pak plyne z limitniho srovndvactho kritéria a lim “Zﬂ = 0.
n—>oo n

(¢) Pro B > a mame lim,_ H(;# # 0 a tedy fada diverguje. Nyni pfedpokladejme,
7e B < aaoznabme a, = n"% ab, = (—1)"nP~%. Z Leibnizova kritéria plyne, 7e Yoo by
je konvergentni. Je zndmo, Ze Y .., a, je absolutn& konvergentni pro @ > 1 a ) oo, by je



absolutné konvergentni pro « > f + 1. Z bodu (a) a aritmetiky fad plyne absolutni konvergence
proa > laa > B + 1, konvergence proa > 1 a« > 8 a divergence pro o < 1.

Uloha 4 (25 bodi)
Gaussovou eliminaci upravujeme matici (4, |/3).

1 —2p—4 p+3|10 0 1 —2p—4 p+3|1 00
1 3p+6 —p—1/010|~[0 p+2 2 |1 1 0]~
1 0 p+81]0 0 1 0 2p+4 5 |—1 0 1
1 0 p+7/3 2 0 1 0 0|3p+8) 2p+8) —p—7
~[o0p+2 2 |1 1 0o]~|0 p+2 0| 7 5 -2
0 0 1 |-3 —2 1 o 0 1| -3 -2 1

(a) Matice je regularni prave tehdy, kdyz p # —2.
(b) Pro p # —2 dostavame pronasobenim fadku tvar (/3 |A;1), inverzni matice je tedy

3(p+8 2p+9 —p—7
Al = 7/(p;r2) 5/(17;2) —2/(119+2)

(c) Pro p # —2 je jedinym feSenim soustavy vektor

p+38
x=A'b=|2/(p+2)
—1
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