PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2023
Studijni program: MIUPN
Varianta A

Resent tiloh peélivé odiivodnéte.

Uloha 1 (20 bodi)

Vysetiete prubéh (defini¢ni obor, spojitost, symetrie, limity v krajnich bodech, derivaci (vetné
jednostrannych derivaci a pfipadné limit derivaci v krajnich bodech), monotonii, lokdlni a glo-

bélni extrémy, obor hodnot, druhou derivaci, konvexitu, konkavitu, inflexni body, asymptoty
a nacrt grafu) funkce definované predpisem

—20237, x =0,
flx) = e

arctg(log(x®)), jinak.
Uloha 2 (20 bodi)
At M = {(x,y) e R%; x>+ y2 <3}aN = {(x,y) € R?; y2 <2|x|}.
(a) Spoctéte

/ |x|dx dy.

MNN

(b) Rozhodnéte, zda
/ e’ cosxdxdy < +oo.
M

Uloha 3 (20 bodi)

V zéasuvce je 6 pard rozhazenych, nesparovanych ponozek. Kazdy par ma odliSnou barvu,
jinak se ponozky navzdjem nijak neliSi. Ve tmé vybereme ze zdsuvky nahodile 5 ponoZzek.
Jaka je pravdépodobnost, Ze jsme vybrali alespon jeden kompletni par? Pii vypoctu postupujte
nasledovné:

(i) Urcete, kolika zpiisoby Ize ndhodné vybrat 5 ponozek ze Sesti pard. Poznamka: levou a

pravou ponozku povazujeme za rtizné, vybér tedy provadime z dvandcti riznych ponozZek.
(i1) Urcete, kolik je riznych vybéra takovych, Ze obsahuji alespon jeden kompletni par.
(iii) Pozadovanou pravdépodobnost urcete jako podil ¢isel vypocitanych v (i) a (ii).

Uloha 4 (20 bodi)

Navrhnéte nedeterministicky kone¢ny automat nad abecedou {0, 1}, ktery pfijima vSechna
slova obsahujici dvojici (po sobé jdoucich) stejnych ¢islic. Napfiklad slova 10010, 11, 0101011
automat prijme, zatimco slova 0, 101, 010101 nepfijme. Zndzornéte tento automat pomoci
prechodového diagramu. Dale tento automat preved’te na deterministicky kone¢ny automat,
vysledny automat také znazornéte pomoci prechodového diagramu.
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Varianta A — ReSeni

Uloha 1 (20 bodi)
Dy = R. Protoze lin}) f(x) = =7, neni f spojitd v 0, tudiz f je spojitd na Dy \ {0}. Snadno
X—>
b

rovnéz spocteme, Ze lim f(x) = %, odkud snadno vidime, Ze asymptota v 00 je y = 7.
x—>Fo0

Funkce je, sudd protoZe zavisi na x? (a nenf lich4 ani periodick4).
V dal$im kroku si spocitdme

2

fio = x(log” (x2) + 1)

x e R\ {0}

Odtud hned vidime, ze

f'(x) >0< x € (0,4+00)

f'(x) <0 & x € (—00,0).

Funkce je tedy rostouci na (0, +00) (dokonce i na [0, +00)), a klesajici na (—oo, 0) (dokonce i na
(—00, 0]). Spocteme jeste lirjlcl f'(x)=0a lir(r)ljE /' (x) = £o0. Prourceni f](0) nemiZeme

pouZit jednostrannou spojitost v 0, ale z definice snadno vidime, Ze f (0) = F-oo (a specidlné,
7Ze derivace f v 0 neexistuje). Bod 0 je tedy bodem lokalniho i globdlniho minima, bod lokalniho
(ani globdlniho) maxima neexistuje. Obor hodnot je tedy (vyuZivame spojitost na (—oo, 0)
a (0, +00), monotonii a limity v krajnich bodech téchto intervalii) {—20237} U (-7, 7).

Dile

2 (log® (x?) + 4log (x?) + 1)

f(x) =- . x e R\ {0}.
x?2 (log2 (x?) + 1)2
Plati tedy
f//(x) —0& x = e—lig’_e—lﬂ:g’

3 143

3 3
TS eIy u (e T e

f”>0 na (—e ),

f7<0 ma (=00, —e T U (=TT 00U 0. U e +oo).

. . 143 _1_B _1_3 i3 L. .
Funkce je tedy konvexni na (—e ™ !t2, —e7 1727 ) a (e717727,e7!'772) , a konkdvni na in-
NG NG NG 3 ) .
tervalech (—oo, —e~1172), (—e™1772,0), (0,e7 "2 ) a (e7'772, +00). Inflexni body jsou
—1+3 13 3 43
2 — 2 2,

—e e , e 2 ae
Na obrédzku neni pro lepsi viditelnost zobrazena hodnota v bodé 0.



Uloha 2 (20 bodi)
(a) Kfivky x2 4+ y2 = 3 a y2 = 2|x| se protinaji v bodech (£1, £+/2). Vyuzitim symetrie
mnoziny M N N a funkce |x| dostdvame

/ |x|dxdy = 4/ xdxdy,
MNN P

kde P =MNNN{(x,y)eR?% x>0,y >0}
Dale z Fubiniovy véty dostdvdme

V2 3—y2 V2 e Ja2
4/xdxdy=4/ / x dx dy=2/ [xz] 5 Y dy =
P 0 el 0 x=

2

V2 4 V2 %
f g [ 2)-
0 4 0 2

V2
2, S 4 2\ 64
oy -2 2 a6t =%
[y 37 10]0 ( 3 5) 15

(b) MnoZina M je uzaviena a omezend, tedy kompaktni. Integrovand funkce je spojitd na M,
a proto je omezend. Celkové je tedy uvedeny integrdl konecny.

Uloha 3 (20 bodd)

(i) Pocet vSech riznych vybéri je 12 x 11 % 10 % 9 % 8 = 95040.
(i1) Pocet riznych vybérg, které neobsahuji ani jeden kompletni par, je 12x10x8x6x4 = 23040.
TudiZ pocCet riznych vybéri obsahujicich alespon jeden kompletni par je 95040 — 23040 =

72000.
(i1i1)) Pozadovand pravdépodobnost je tedy ;gggg ~ 75.76 %.
Uloha 4 (20 bodi)

Nedeterministicky automat ({a, b, c,d, e}, {0,1},68,a,{c, e}), prechodova funkce § defino-
vand prechodovym diagramem:



N 0,1
1

0,1 <> 1

0,1

Deterministicky automat ({1, 0, 1, e}, {0, 1}, 84, A, {e}) ziskame podmnozinovou konstrukci
(Ize i intuitivn¢). Pfechodova funkce 8, definovana prechodovym diagramem:
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