PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2024
Studijni program: FMUPN

Varianta A

Reseni tloh peélivé odiivodnéte.
Uloha 1 (20 bodii)
(a) Rozhodnéte, zda nasledujici posloupnost je omezena:

{(log n)logn _ n]og(logn)}oo

n=2

(b) Dokazte, Ze pro kazdé n € N plati nasledujici rovnost:

“ K2 — nn+1)2n + 1).
2 6

(c) Spoctéte nasledujici limitu:

lim /3" —n2",

n—0o0

Jednotlivé kroky vypoctu fadné zdlivodnéte.

Uloha 2 (20 bodd)
At

M = {(x,y,z) eR3: z22/x2 +y2 < 1},
N ={(x,y.2) e R?: {/x2+ y2 < z}.

Je mnoZina K := M N N omezend? Urcete objem mnoZiny K.

Uloha 3 (20 bodi)

Uvazujme planetu o hmotnosti M a poloméru R umisténou v pocéatku systému souradnic.
L. ¢ast
Odvod’'te vztah pro potencidlni energii t€lesa o hmotnosti m, které je v bodé o polohovém
vektoru 7, pfi¢emZ r > R, a psobi na n&j gravita¢ni sila planety

> M N
Fo=-G2M5

3
-
kde G je gravitacni konstanta.

II. ¢ast

Odvod’te vztah pro inikovou rychlost z povrchu planety pomoci zdkona zachovani energie.

Uloha 4 (20 bodi)
Uvazujte t€leso, které ma nenulovou pocatecni hybnost a které je ve sméru pohybu tlumeno
pruzinou azna p = 0.
I. ¢ast
Ktery z grafli na obrazku 1 by mohl odpovidat casovému pribéhu velikosti hybnosti v popsané
situaci? Sviij vybér zdiivodnéte.
II. éast
Nyni uvaZujme, Ze télesem, jehoZ pohyb je tlumen, je clovék o hmotnosti 100 kg. Jeho pocatecni
velikost hybnosti je 1000 kg - m - s™! a nulové hodnoty doséhne b&hem 0, 1 s. MiZe tento proces
prezit? Svoji odpoveéd’ zdlivodnéte.



OBRAZEK 1. Zavislost velikosti hybnosti na Case

Jako kritickou hodnotu pretiZeni, kdy ¢lovék umird, povazujte 20 g.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2024
Studijni program: FMUPN

Varianta A — ReSeni

Uloha 1 (20 bodi)
(a) Protoze (logn)'oe” = elognloglogn) — ploglogn) "mosloupnost je konstantné nulovd, a tedy téz
omezena.
(b) Dikaz provedeme indukci. Pro n = 1 je rovnost trividlni. Pfedpokladejme, Ze rovnost plati
pron € N. Pak

n+1

Y=+ 2+ YK = 1 M DCR D
k=1 k=1

6

= %(6(1@ +1)+n2n + 1)) = (n+ Dl _22)(2’1 t 3),

¢imZ je rovnost dokdzéana pro n + 1.

(c) Z rtstové skaly plyne, Ze lim,_, o ”3%” = 0. Existuje tedy ny € N takové, Ze pro kazdé

n > ngje
a1 n n2n
— < 4/1-= < 1.
2 3n

Z véty o dvou policajtech a zndmého faktu, Ze lim,, o, ¥/c = 1 pro libovolné ¢ > 0,
okamZité plyne

n 2n
lim 23" —n27 =3 lim //1—- 2 =3.1=

n—00 n—00 3n

Uloha 2 (20 bodi)

MnoZzina K neni omezend, protoZe napt. (0,0,z) € K pro libovolné z > 0. Déle plati, Ze
(x,y,z) € K, pravé kdyz z > 0 a /x2 + y2 < min{z,z 2}. Navic min{z,z72} = z pro
z < laminf{z,z72} = z72 pro z > 1. Objem mnoZiny K miZeme vyjadfit jako integral z
jednicky pfes mnoZzinu K. Nésledné tento integrél pocitime pomoci Fubiniovy véty s pouZitim
vzorce pro obsah kruhu:

1
1d(x,y,z) = / / 1d(x,y)dz+
/1;< 0 {(x,y): \/x2+y25z}

00
+ [ / 1d(x,y)dz =
1 {(x,y): «/x2+y2§z_2}

1 [ele] 1 1 1 00 2
:/ w2’ dz +/ nztdz = || 227 +|—3277| | =37
0 1 3 0 3 1 3

Uloha 3 (20 bodd)

r. (1

I. ¢ast



Gravitacéni sila a potencidlni energie souvisi podle vztahu
Fg = —grad E,. (2)
RozepiSeme si obé strany rovnice (2) do slozek:
oE, OE, Z)Ep)
dx = Ay 0z
a E, vypocitdme napiiklad z x-ové slozky. Je-li Fx = —0E,/dx, potom plati

Ep:—fodx.

S pfihlédnutim k rovnici (1) miiZeme integral rozepsat a vypocitat:

Ep:—/dex:GMm/ al T dx =
(x2_+_y2_+_z2)§

Fo=(Fy, F,, F;) = — ( = —grad E,

substituce: 1
t = x? 2472 dt GMmt 2
= | PREE =GMm [ 172> = — tc=
L=2x 2 2 -1
d%zxdx
M m
= -G +c,

VX2 4+ y? + 22
kde vyraz /x2? 4 y2? 4 z2 nahradime r a kde ¢ je integracni konstanta. ProtoZze jsme E,
pocitali z parcidlni derivace podle proménné x, je obecné ¢ = c¢(y, z). Kdybychom ale pocitali

E, z rovnice F) = —%—?’, resp. F, = —%, vySlo by ndm E, stejné a ¢ = c¢(x, z), resp.
¢ = c(x, y). Z toho ale vyplyva, Ze ¢ musi byt konstantou. Plati tedy, ze
M m
E,=-G + c.
r

Vyznam konstanty c¢ je patrny pro r — oo. Potom vyraz —G @ — 0 a ¢ je potencidlni energie
v nekonec¢nu. Ta se typicky klade rovna 0. Potencidlni energie gravitacniho pole popsaného
rovnici (1) je tedy

M m

Ep=—G——.

II. ¢ast
T¢leso, které ma uniknout gravitaénimu ptsobeni planety, musi teoreticky odletét do ,,nekonecna*,
kde Fg a E, konverguji k 0. Diky tomu, Ze tam na néj uz gravitacni sila ,,nedosahne, staci, aby
mélo téleso na zacatku prave takovou rychlost, resp. kinetickou energii Ey, aby béhem unikani
postupné zpomalovalo a ,,zastavilo se v nekonec¢nu®. Jinak feceno, pro r — oo plati, ze £, — 0
a £y — 0. Pror — oo tedy celkovd mechanicka energie konverguje k 0. Ze zdkona zachovani
mechanické energie potom vyplyv4, Ze celkova mechanicka energie musela byt rovna 0 1 na
zacatku, tj.

Ex+ E,=0.

Dosadime za vztahy pro jednotlivé energie a poloZime r = R, jelikoZ ma téleso uniknout
z povrchu planety. Ziskavame tedy vztah

1 Mm

3 mv:—G—— =0,

R



z néhoz vyjadiime rychlost:

Uloha 4 (20 bodi)
I. ¢ast
Casovy priibéh velikosti hybnosti by mohl odpovidat modrému, te¢kovanému grafu.

Pruzina brzdi téleso silou, kterd je pifimo imérna vychylce a vhodnou volbou vztazné soustavy
miZe byt vyjadiena rovnici

F = —kx, (3)

kde k je tuhost pruZiny a x okamZita vychylka z rovnovazné polohy. Resenim rovnice (3) je
harmonicky pribéh okamzité vychylky, a proto ma harmonicky pribéh i plisobici sila.

Sila a hybnost spolu souvisi podle 2. Newtonova zdkona rovnici

d
F=°L
dt
Ma-li byt sila derivaci hybnosti a zaroveni ma harmonicky pribéh, musi mit harmonicky pribéh
1 hybnost. To na obrazku 1 spliiuje pouze modry, teCkovany graf, ktery by mohl byt ¢4sti funkce

kosinus.
IL. cast
Clovék by popsany proces mohl prezit.
Ze zad4ni vyplyv4, Ze zména velikosti hybnosti je Ap = 1000 kg - m - s™! a zmé&na &asu je
At = 0, 1 s. MiZeme tedy pfiblizné urcit razovou silu, kterd na clovéka piisobi:

F =~ ﬁ,
At
coZ po dosazeni ddvd hodnotu 10000 N. Takovdto sila odpovida u 100kg ¢lovéka zrychleni
100 m-s~2. Budeme-li uvazovat g = 10 m-s~2, ziskdme hodnotu pietiZzeni 10 g, coZ je polovina
oproti kritické hodnoté 20 g.
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