PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2024
Studijni program: Finan¢ni a pojistnd matematika
Varianta A

Reseni tloh peclivé odiivodnéte. VEnujte pozornost ovéfeni predpokladii pouZitych matema-
tickych vét.

Uloha 1 (25 bodi)

Méjme

f(x,y) = xylog(4x? + 2y?).

(a) Urcete Dy (defini¢ni obor funkce f).
(b) Naleznéte body, kde V f(x, y) = [0, 0].
(c) Naleznéte vSechny lokdlni extrémy funkce f na Dy.
Jednotlivé kroky fadné zdtivodnéte.

Uloha 2 (25 bodi)
Spoctéte objem mnoziny

M = {(x,y,z) eR3: |yl >x3 x>2y2—1, |z| < |x|}.

Uloha 3 (25 bodi)
Uvazujme nahodny vybér (X1, Y)) T, ..., (X,,Y,)" zrozdéleni s hustotou

f(x.y:9) = pxexp{—¢xyjdix € (0,1),y >0}, ¢>0.
(a) Najdéte maximdlné vérohodny odhad pro nezndmy parametr ¢ > 0.
(b) Odvod’te asymptotické rozdéleni maximélné vérohodného odhadu pro nezndmy parametr ¢.
(c) Sestavte
(i) test pomérem vérohodnosti,
(i) Raolv skérovy test,
(iii) Walduv test
pro nulovou hypotézu Hy: ¢ = 1 oproti alternativé Hy: ¢ # 1.

Uloha 4 (25 bodi)
Investujeme jednordzové ¢astku C > 0 a nechame ji priibéZné zhodnocovat.
(a) Urcete, za jak dlouho (v letech) se nomindlni hodnota této investice zdvojnésobi, jestlize
uvazujeme:
(i) spojité uroceni s konstantni intenzitou § = 0.06,
(i) spojité troeni s funkci intenzity §(r) = 0.03¢2,
(ii1) jednoduché uroceni s urokovou sazbou r = 6% p.a.,
(iv) sloZené pulro¢ni troceni s nomindlni drokovou sazbou ry = 6% p.a.
(b) Nyni predpokladejte, ze doba nez se hodnota investice zdvojndsobi je ndhodna veli¢ina
majici exponencidlni rozd€leni s hustotou
1) = %e‘ltfo ?okudt > (0,
0 jinak.

Spocitejte pravdépodobnost, Ze vnitini mira vynosnosti (IRR) této investice bude alesponi 5 %.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2024
Studijni program: Finan¢ni a pojistnd matematika
Varianta A — ReSeni

Uloha 1 (25 bodii)

(a) Polynomy jsou definovdny a C? na celém R2. Logaritmus je definovdan a C2? na R™.
4x% +2y2 > 0naR? \ {[0, 0]}. Definiénim oborem funkce f, na kterém je rovnéz C2, je
tedy mnozina R? \ {[0, 0]}.

(b) Resime rovnici V f(x, y) = [0, 0]. Tedy

8x%y
Fres T
4xy*
4x2+2y2
Podle toho, zda x, y jsou ¢i nejsou rovny 0 mohou nastat 4 moZnosti.
x =y =0:Bod [0,0] neniv Dy .
x =0,y # 0: Z 1. rovnice obdrzime

log (2y2) =0,

atedy y = £ \/g Resenim jsou tedy body [0, + \/g}
y = 0, x # 0: Obdobné¢ jako v pfedchozim z 2. rovnice obdrZime

log (4x2) =0,

ylog (4x* + 2y?) +

9

x log (4)62 + 2y2) + 0.

atedy x = £1. ReSenfm jsou tedy body [+1,0].
x,y # 0: 1. rovnici podélime y, 2. rovnici x a odedteme je. Obdrzime 2x? = y?2.
Dosazenim do podélené 1. rovnice pak obdrzime

log (4y2) = —1.

Pak y = :tﬁg ax = iﬁ. Resenim jsou tedy body [:t

1 1
WAk 2¢E]'
(c) Nejprve spocitime matici druhych derivaci

) log(4x? + 2y?) + 2 X4
sz(x y) _ (2x2+y2)2 , , g( y )2 2(2x2+y2)2
’ 2 2 _yigaxt _6x2+4y?

10g(4x T Zy ) + 2(2x2-|-yz)2 2)Cy (2x2+y2)2

Postupné budeme do V2 f'(x, y) dosazovat body z &4sti (b) a z definitnosti pfislusnych matic
pak urcovat, zda se jednd o lokdlni maxima, minima, ¢i sedlové body.

v osf3) = (550) = (5 1)

Matice je indefinitni (determinant je zdporny), body [0, + \/g ] a [:I:% O] jsou tedy sedlové.

or(efest)- (7 5)



1
8e

Matice je pozitivné definitni, body =+ [ , ﬁg] jsou tedy body lokalnich minim,

ﬁ

f (4 2]) =

or(ele)- (3 %)

Matice je negativné definitni, body + [L, —

1 ([ - 7=

] jsou tedy body lokdlnich maxim,

2
8

Uloha 2 (25 bodi)
Plati

M= {(x.y.2) € R [y|s 2 x 22y” — L. |z] < |xl}.
Ze symetrie rovnéZ plati Vol(M) = 4 Vol(N), kde

N = {(x,y,z,)eR3:y% 2x22y2—1, y>0,0<z< |x|}.
Pro y > O plati y3 > 2y2 — 1 pravé tehdy, kdyz y € [0, 1], dostdvame tedy

1
y3

1 | x|
Vol(M) = 4 Vol(N) = 4/ 1 = 4/ / / 1dzdxdy.
N 0 J2y2-1Jo

Odtud
1 y% 1 x2 X=y%
Vol(M) = 4[ / |x|dxdy = 4/ [(sgnx)—] dy.
0 J2y2-1 0 2 Jio2y2
A dale
1 5 1
Vol(M) = 2/ y3dy — 2[ sgn(2y? — 1)(2y* — 1) dy.
0 0
Spocteme
1
2 3
yidy = 2.
=3
a déle

1 4= 1
\/>
I:= / sgn(2y? —1)(2y* — 1)* = —/ Sy - 1)%dy + / 2y* = 1)*dy.
0 0 e
73

Protoze

4 4
/(2y2—1)2dy=/4y4—4y2+1dy=§y5—§y3+y+C,

dostavame
4 4 4 4 7 82
1=§——+1—2(§2—§—§2—3+2—5)———‘—f

3 15 15
3 7 842 1642 + 4

Celkem dostaneme Vol(M) =2 | - — — + i = L
5 15 15 15



Uloha 3 (25 bodi)
(a) Nejdiive vyjadiime vérohodnost

n
Ln(¢:[X.Y]) = ¢" [ | Xiexp , X €(0,1), ¥; >0, Vi.
i=1

n
_¢ZXiYi
im1

Logaritmickd vérohodnost je pak

Ca(@: X, Y]) =nlogg + ) logXi —¢ ) XY

i=1 i=1

Nasledné zderivovanim dostaneme skorovou statistiku
n
n
Un(@: (X, YD = 2 Y XY
i=1

Hledany maximdalné€ vérohodny odhad je feSenim vérohodnostni rovnice 94, (¢; [X, Y])/d¢p = 0
vzhledem k nezndmému parametru ¢, tj.

N n
N YA
Pozorovana (vybérova) informace je
L XY)=———"F—"=

06 ¢
kterd po vycisleni v maximalné vérohodném odhadu nabyvé kladné hodnoty
2

L@ X.Y]) = (qul) > 0.

Tim pddem je nalezeny maximélné vérohodny odhad pravé jeden.
(b) Fisherovu informaci spoc¢itime jako

1
I (¢) =EL($:[X.Y]) = (I?
Pak plati, ze
ﬁ($—¢) 2, N(0.¢%), n— occ.

(c, i) Test podilem vérohodnosti pro nulovou hypotézu Hy : ¢ = 1 oproti alternativé
H, : ¢ # 1 je zaloZen na testové statistice

L,(¢:1X,Y "
D, = 2log Ln @ 1X. YD _ 2nlog e o —2 (1= 3 XY,
L,(1;[X,Y]) Zi=1 XiY; im1

a Hy zamitdme ve prospéch Hy, kdyz D, > y3(1 — ), kde y3(1 — @) je (1 — a)-kvantil y*
rozdéleni o jediném stupni volnosti.

(c, ii) Raotv skérovy test pro nulovou hypotézu Hy : ¢ = 1 oproti alternativé H; : ¢ # 1 je
zaloZen napiiklad na testové statistice

_WGEEYDP 1, 3 )
Bn="00 o (” ;X’Y’)

a Hy zamitame ve prospéch Hy, kdyz R, > y3(1 — ).



(c, iii) Walduv test pro nulovou hypotézu Hy : ¢ = 1 oproti alternativé H,
zaloZen napiiklad na testové statistice

Wn:n(é—l)zl(é):n(l—M)z

n

a Hy zamitdme ve prospéch Hy, kdyz W, > y3(1 — a).

Uloha 4 (25 bodi)
(a) Jednotlivé podilohy:
1)
2C =¢’'C
t 11 (2) ! log(2) = 11.6
= — 10 = — 10 = .
5 8T 006 ¢
(i1)
2C = eho30)sc
t t
integral: / 5(s)ds = / 0.03s%ds = 0.01¢3.
0 0
po dosazeni: 2C = 001 C
1 1/3
t = | ——log(2 =4.1
(0.01 0g( ))
(iii)
2C=(1+41t-r)C
1 |
t=—-=——=16.7
r 0.06
(iv)
21
20=(1+3") ¢
1 log(2 1 log(2) . 117
~ 2log(1+ ) 2log(1.03)
(b) Jednotlivé kroky:

2C = (1 +IRR)' C
IRR =2/ — 1

Vyjadieni pravdépodobnosti:

log(2
P[IRR > 0.05] = P [21/’ 1> 0.05] _p| < 18@
log(1.05)

C ¢ # 1je



Vypocet pravdépodobnosti z hustoty (pfipadné dosazend do zndmé distribu¢ni funkce):

g

1 .

Pt < T] =/ —e 10dt =1 —e 10,
o 10

tedy v naSem piipadé:

P I<M :1—8_1170%2076
~ log(1.05)
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