
Informatika - navazuj́ıćı magisterské studium
Přij́ımaćı zkouška z informatiky - 2024 - Zadáńı - Varianta A

Každá úloha (sekce) je hodnocena maximálně 25 body. V rámci podotázek nejsou body rozděleny rovnoměrně,
hodnot́ı se celkové řešeńı, věťśı váhu maj́ı náročněǰśı otázky.
Každý př́ıklad pǐste na samostatný list, odevzdejte zadáńı a 4 listy - včetně prázdných.
Všechny své odpovědi zd̊uvodněte.

1 Kombinatorika

Uvažujme všechna přirozená č́ısla, jejichž dekadický zápis je osmiciferný a obsahuje právě tři sedmičky. Určete
celkový počet č́ısel s uvedenou vlastnost́ı.

2 Algoritmy

Binárńı halda (binary heap) je specifická stromová datová struktura.

A. Definujte přesně, co je binárńı halda.

B. Může halda obsahovat dva prvky se stejnou hodnotou?

C. Popǐste přesně algoritmus pro přidáńı nového prvku do haldy. Stač́ı slovńı popis, program nepǐste.

3 Logika Informatika

Vı́me že:

(A1) Žádný motýl neńı pták.

(A2) Každý smrtihlav je motýl.

Vaš́ım úkolem bude rozhodnout, zda ze znalost́ı vyplývá, že

(D) Žádný smrtihlav neńı pták.

Postup řešeńı:

a. Tvrzeńı (A1), (A2) a (D) vyjádřete formulemi predikátové logiky prvńıho řádu s unárńımi predikáty M(x),
P (x), S(x) s významem po řadě x je motýl, pták, smrtihlav.

b. Některou dokazovaćı metodou (tablo, rezoluce, Hilbertovský kalkul) rozhodněte, zda (D) je logickým
d̊usledkem (A1) a (A2).

4 Automaty

← ⊗ →

Mějme do stran nekonečnou čtverčkovanou pásku o třech řádćıch. Na jednom poĺıčku v prostředńım řádku
se nacháźı agent ⊗. Agent se může pohybovat u-nahoru, d-dol̊u, l-doleva a r-doprava. Např́ıklad plánem urddlu
proběhne pět poĺıček vrát́ı se na p̊uvodńı mı́sto, uudd spadne při druhém kroku přes horńı okraj, ulldr skonč́ı
vlevo od počátečńıho poĺıčka, což pro nás bude přijatelná posloupnost.

Navrhněte konečný automat, který zkontroluje, zda agent nespadne nahoru ani dol̊u a skonč́ı na prostředńı
řádce. Tahy vlevo a vpravo mohou být vložené libovolně.
Automat má přij́ımat řetězce uddudu a ulld, nemá přijmout uudd (spadnul) ani udd (skončil na dolńım
řádku, ne prostředńım).
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Informatika - navazuj́ıćı magisterské studium
Přij́ımaćı zkouška z informatiky - 2024 - Řešeńı - Varianta A

Každá úloha (sekce) je hodnocena maximálně 25 body. V rámci podotázek nejsou body rozděleny rovnoměrně,
hodnot́ı se celkové řešeńı, věťśı váhu maj́ı náročněǰśı otázky.
Každý př́ıklad pǐste na samostatný list, odevzdejte zadáńı a 4 listy - včetně prázdných.
Všechny své odpovědi zd̊uvodněte.

1 Kombinatorika

Uvažujme všechna přirozená č́ısla, jejichž dekadický zápis je osmiciferný a obsahuje právě tři sedmičky. Určete
celkový počet č́ısel s uvedenou vlastnost́ı.

1.1 Řešeńı

Z požadavku osmi cifer vyplývá, že všechna uvažovaná č́ısla jsou větš́ı než 10000000 a menš́ı než 99999999.

a. Nejprve urč́ıme počet těch, která zač́ınaj́ı sedmičkou. Máme

(
7
2

)
možnost́ı, kam umı́stit zbývaj́ıćı dvě

sedmičky a 95 možnost́ı, jak obsadit zbývaj́ıćıch 5 cifer.

b. Č́ısla, která nezač́ınaj́ı sedmičkou, musej́ı zač́ıt jinou cifrou větš́ı než nula, takových je 8. Potom máme(
7
3

)
možnost́ı, kam umı́stit tři sedmičky a 94 možnost́ı, jak obsadit zbývaj́ıćı 4 cifry.

c. Celkový počet všech uvažovaných č́ısel je tedy

(
7
2

)
· 95 + 8 ·

(
7
3

)
· 94.

2 Algoritmy

Binárńı halda (binary heap) je specifická stromová datová struktura.

A. Definujte přesně, co je binárńı halda.

B. Může halda obsahovat dva prvky se stejnou hodnotou?

C. Popǐste přesně algoritmus pro přidáńı nového prvku do haldy. Stač́ı slovńı popis, program nepǐste.

2.1 Řešeńı

A. Binárńı halda je binárńı strom, který uchovávané hodnoty obsahuje ve svých vrcholech. Strom muśı
splňovat následuj́ıćı vlastnosti:

– Pro každý prvek haldy plat́ı, že žádný jeho následńık nemá menš́ı hodnotu

- tud́ıž minimálńı prvek se nacháźı vždy v kořeni haldy

– všechny hladiny haldy kromě posledńı jsou plně obsazeny

- tj. k-tá hladina haldy obsahuje právě 2k−1 prvk̊u

– prvky na posledńı hladině jsou umı́stěny
”
co nejv́ıce vlevo“ .

B. Ano, může.

C. – Pokud je halda prázdná, nový prvek se stane jej́ım kořenem.

– JINAK: Pokud je posledńı hladina haldy zaplněná, nový prvek se stane nejlevěǰśım prvkem na nové
hladině a je nutno prověřit, zda otec nového prvku nemá větš́ı hodnotu – pokud ano, tyto dva prvky
prohod́ıme a test opakujeme rekurzivně na vyšš́ı hladině, dokud se nedostaneme do kořene.

– JINAK: Nový prvek se připoj́ı napravo od nejpravěǰśıho prvku na posledńı hladině a provede se
porovnáńı s hodnotou jeho otce rekurzivně až do kořene, stejně jako v předchoźım bodě.
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3 Logika Informatika

Vı́me že:

(A1) Žádný motýl neńı pták.

(A2) Každý smrtihlav je motýl.

Vaš́ım úkolem bude rozhodnout, zda ze znalost́ı vyplývá, že

(D) Žádný smrtihlav neńı pták.

Postup řešeńı:

a. Tvrzeńı (A1), (A2) a (D) vyjádřete formulemi predikátové logiky prvńıho řádu s unárńımi predikáty M(x),
P (x), S(x) s významem po řadě x je motýl, pták, smrtihlav.

b. Některou dokazovaćı metodou (tablo, rezoluce, Hilbertovský kalkul) rozhodněte, zda (D) je logickým
d̊usledkem (A1) a (A2).

Řešeńı

Správné řešeńı sestává z formuĺı a d̊ukazu v některé z dokazovaćıch metod, zde uvád́ıme rezoluci.

3.1 Formule

(A1) ∀x(M(x)→ ¬P (x)).

(A2) ∀x(S(x)→M(x)).

(D) ∀x(S(x)→ ¬P (x)).

3.2 Rezoluce

• (A1), (A2) a negaci (D) převedeme na klauzule: ¬M(x)∨¬P (x), ¬S(x)∨M(x), S(c), P (c), kde c je nová
skolemovská konstanta.

• Rezolučńı odvozeńı je vyjádřeno stromem ńıže.

�

¬P (c)

¬M(x) ∨ ¬P (x) M(c)

¬S(x) ∨M(x) S(c)

P (c)

4 Automaty

← ⊗ →

Mějme do stran nekonečnou čtverčkovanou pásku o třech řádćıch. Na jednom poĺıčku v prostředńım řádku
se nacháźı agent ⊗. Agent se může pohybovat u-nahoru, d-dol̊u, l-doleva a r-doprava. Např́ıklad plánem urddlu
proběhne pět poĺıček vrát́ı se na p̊uvodńı mı́sto, uudd spadne při druhém kroku přes horńı okraj, ulldr skonč́ı
vlevo od počátečńıho poĺıčka, což pro nás bude přijatelná posloupnost.

Navrhněte konečný automat, který zkontroluje, zda agent nespadne nahoru ani dol̊u a skonč́ı na prostředńı
řádce. Tahy vlevo a vpravo mohou být vložené libovolně.
Automat má přij́ımat řetězce uddudu a ulld, nemá přijmout uudd (spadnul) ani udd (skončil na dolńım
řádku, ne prostředńım).
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4.1 Řešeńı

Řešeńım je automat se čtyřmi stavy {s, u, d, spadl},
abecedou {u, d, l, r}, počátečńım stavem s,
přij́ımaj́ıćım stavem {s}, přechodový diagram je
vyjádřený grafem.

u

s

d

spadl

l,r

d

u

u

d
l, r

l, r

l, r, u, d

d

u
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Informatika - navazuj́ıćı magisterské studium
Přij́ımaćı zkouška z informatiky - 2024 - Zadáńı - Varianta B

Každá úloha (sekce) je hodnocena maximálně 25 body. V rámci podotázek nejsou body rozděleny rovnoměrně,
hodnot́ı se celkové řešeńı, věťśı váhu maj́ı náročněǰśı otázky.
Každý př́ıklad pǐste na samostatný list, odevzdejte zadáńı a 4 listy - včetně prázdných.
Všechny své odpovědi zd̊uvodněte.

1 Kombinatorika

Hod́ıme-li 6x hraćı kostkou, źıskáme nahodilou posloupnost šesti č́ısel. Při každém hodu plat́ı, že každé č́ıslo
může padnout s pravděpodobnost́ı 1

6 . Jaká je pravděpodobnost, že źıskaná posloupnost obsahuje nejvýše dvě
r̊uzná č́ısla? Při výpočtu postupujte následovně:

A Symbolem PK označme počet r̊uzných posloupnost́ı délky 6, které obsahuj́ı nejvýše K r̊uzných č́ısel.
Vypoč́ıtejte P6 a P2.

B Požadovanou pravděpodobnost vypoč́ıtejte jako pod́ıl P2

P6
.

2 Grafy

Necht’ úplný graf Kn na množině vrchol̊u {1, 2, . . . , n} má každou hranu {i, j} ohodnocenou č́ıslem max(i, j).
Nalezněte minimálńı kostru a spočtěte jej́ı váhu. Svou odpověd’ zd̊uvodněte.

3 Logika

Vı́me že:

(A1) Všechna mlád’ata jsou pěkná.

(A2) Existuje slońı mládě (=slon, který je zároveň mládě).

Vaš́ım úkolem bude rozhodnout, zda ze znalost́ı vyplývá, že

(D) Existuje slon, který je pěkný.

Vaše úkoly:

a. Tvrzeńı (A1), (A2) a (D) vyjádřete formulemi predikátové logiky prvńıho řádu s unárńımi predikáty M(x),
P (x), S(x) s významem po řadě tvor x je mládě, pěkný, slon.

b. Některou dokazovaćı metodou (tablo, rezoluce, Hilbertovský kalkul) rozhodněte, zda (D) je logickým
d̊usledkem (A1) a (A2).

4 Automaty a gramatiky

Uvažujme dvě bezkontextové gramatiky G1 a G2 s počátečńımi symboly S1 resp. S2 jakožto jedinými neter-
minály, s množinami terminál̊u T1 = T2 = {1, 2,⊕,�, (, )} a pravidly

• P1 = {S1 → 1 | 2 | (S1 ⊕ S1) | (S1 � S1)}

• P2 = {S2 → 1 | 2 | S2 ⊕ S2 | S2 � S2}.

a. Uved’te př́ıklad slova generovaného prvńı gramatikou, které je deľśı než 5 znak̊u, nebo dokažte, že takové
slovo neexistuje.

b. Je možné jazyk generovaný gramatikou G1 přij́ımat deterministickým konečným automatem? Navrhněte
takový automat nebo zd̊uvodněte, že žádný neexistuje.

c. Je možné jazyk generovaný gramatikou G2 přij́ımat deterministickým konečným automatem? Navrhněte
takový automat nebo zd̊uvodněte, že žádný neexistuje.
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Informatika - navazuj́ıćı magisterské studium
Přij́ımaćı zkouška z informatiky - 2024 - Řešeńı - Varianta B

Každá úloha (sekce) je hodnocena maximálně 25 body. V rámci podotázek nejsou body rozděleny rovnoměrně,
hodnot́ı se celkové řešeńı, věťśı váhu maj́ı náročněǰśı otázky.
Každý př́ıklad pǐste na samostatný list, odevzdejte zadáńı a 4 listy - včetně prázdných.
Všechny své odpovědi zd̊uvodněte.

1 Kombinatorika

Hod́ıme-li 6x hraćı kostkou, źıskáme nahodilou posloupnost šesti č́ısel. Při každém hodu plat́ı, že každé č́ıslo
může padnout s pravděpodobnost́ı 1

6 . Jaká je pravděpodobnost, že źıskaná posloupnost obsahuje nejvýše dvě
r̊uzná č́ısla? Při výpočtu postupujte následovně:

A Symbolem PK označme počet r̊uzných posloupnost́ı délky 6, které obsahuj́ı nejvýše K r̊uzných č́ısel.
Vypoč́ıtejte P6 a P2.

B Požadovanou pravděpodobnost vypoč́ıtejte jako pod́ıl P2

P6
.

1.1 Řešeńı

A Počty r̊uzných posloupnost́ı jsou

P6 = 66

P2 = P1 + (počet posloupnost́ı obsahuj́ıćıch právě dvě r̊uzná č́ısla)

P1 = 6

Počet všech posloupnost́ı obsahuj́ıćıch právě dvě r̊uzná č́ısla urč́ıme následovně:

Jestliže posloupnost obsahuje právě dvě r̊uzná č́ısla, pak máme 15 možnost́ı, jaká to jsou č́ısla (to je šest
nad dvěma). Pro každou takovou dvojici plat́ı, že menš́ı č́ıslo může být v posloupnosti př́ıtomno

– bud’ právě jednou – takových je

(
6
1

)
= 6,

– nebo právě dvakrát – takových je

(
6
2

)
= 15,

– nebo právě třikrát – takových je

(
6
3

)
= 20,

– nebo právě čtyřikrát – takových je

(
6
4

)
= 15,

– nebo právě pětkrát – takových je

(
6
5

)
= 6.

Tud́ıž P2 = P1 + 15 · (6 + 15 + 20 + 15 + 6) = 6 + 15 · 62 = 936.

Poznámka: Alternativńı výpočet počtu r̊uzných posloupnost́ı obsahuj́ıćıch právě dvě r̊uzná č́ısla: 15 · (26−
2) = 930.

B Tedy pravděpodobnost, že náhodná posloupnost obsahuje nejvýše dvě r̊uzná č́ısla je 936
66 ≈ 2.006%.

2 Grafy

Necht’ úplný graf Kn na množině vrchol̊u {1, 2, . . . , n} má každou hranu {i, j} ohodnocenou č́ıslem max(i, j).
Nalezněte minimálńı kostru a spočtěte jej́ı váhu. Svou odpověd’ zd̊uvodněte.
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2.1 Řešeńı

Ze zadáńı je zřejmé, že v daném grafu

• pro každé ohodnoceńı hrany č́ıslem k plat́ı k ∈ {2, 3, . . . n};

• počet hran ohodnocených č́ıslem k je roven k–1;

• množinu hran s ohodnoceńım k tvoř́ı hrany {j, k} pro všechna j ∈ {1, . . . , k–1}.

Aplikujeme-li Kruskal̊uv (hladový) algoritmus pro nalezeńı minimálńı kostry, výsledkem může být např. cesta
tvořená hranami {j, j + 1} pro všechna j ∈ {1, . . . , n–1}. Váha této minimálńı kostry je zřejmě

∑n
i=2 i =

(n−1)(n+2)
2 .

3 Logika

Vı́me že:

(A1) Všechna mlád’ata jsou pěkná.

(A2) Existuje slońı mládě (=slon, který je zároveň mládě).

Vaš́ım úkolem bude rozhodnout, zda ze znalost́ı vyplývá, že

(D) Existuje slon, který je pěkný.

Vaše úkoly:

a. Tvrzeńı (A1), (A2) a (D) vyjádřete formulemi predikátové logiky prvńıho řádu s unárńımi predikáty M(x),
P (x), S(x) s významem po řadě tvor x je mládě, pěkný, slon.

b. Některou dokazovaćı metodou (tablo, rezoluce, Hilbertovský kalkul) rozhodněte, zda (D) je logickým
d̊usledkem (A1) a (A2).

Řešeńı

Správné řešeńı sestává z formuĺı a d̊ukazu v některé z dokazovaćıch metod, zde uvád́ıme rezoluci.

3.1 Formule

(A1) ∀x(M(x)→ P (x)).

(A2) ∃x(S(x) & M(x)).

(D) ∃x(S(x) & P (x)).

3.2 Rezoluce

• (A1), (A2) a negaci (D) převedeme na klauzule: ¬M(x)∨ P (x),S(c),M(c), ¬S(x)∨¬P (x), kde c je nová
skolemovská konstanta.

• Rezolučńı odvozeńı je vyjádřeno stromem ńıže.

�

¬S(c)

¬S(x) ∨ ¬P (x) P (c)

¬M(x) ∨ P (x) M(c)

S(c)
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4 Automaty a gramatiky

Uvažujme dvě bezkontextové gramatiky G1 a G2 s počátečńımi symboly S1 resp. S2 jakožto jedinými neter-
minály, s množinami terminál̊u T1 = T2 = {1, 2,⊕,�, (, )} a pravidly

• P1 = {S1 → 1 | 2 | (S1 ⊕ S1) | (S1 � S1)}

• P2 = {S2 → 1 | 2 | S2 ⊕ S2 | S2 � S2}.

a. Uved’te př́ıklad slova generovaného prvńı gramatikou, které je deľśı než 5 znak̊u, nebo dokažte, že takové
slovo neexistuje.

b. Je možné jazyk generovaný gramatikou G1 přij́ımat deterministickým konečným automatem? Navrhněte
takový automat nebo zd̊uvodněte, že žádný neexistuje.

c. Je možné jazyk generovaný gramatikou G2 přij́ımat deterministickým konečným automatem? Navrhněte
takový automat nebo zd̊uvodněte, že žádný neexistuje.

4.1 Řešeńı

a. Takových slov je nekonečně, např́ıklad (1⊕ (1� 1)).

b. Nelze. Důkaz např. užit́ım iteračńıho lemmatu. Necht’ máte takový konečný automat, počet jeho stav̊u
označ́ıme n. Uvažujme slovo jazyka zač́ınaj́ıćı 2n levými závorkami následované znakem 1 a 2n opakováńım
skupiny ⊕1). Slovo patř́ı do jazyka gramatiky. Konečný automat při čteńı levých závorek navšt́ıv́ı některý
stav dvakrát. Levé závorky přečtené mezi těmito pr̊uchody vynecháme a źıskáme slovo, které konečný
automat přijme, ale do jazyka gramatiky nepatř́ı.

c. Ano. Je přij́ımaný automatem na obrázku. Lze také poukázat na to, že od-
pov́ıdá regulárńımu výrazu (1+2) ((⊕+�)(1 + 2))

∗
, tj. začneme jedničkou

nebo dvojkou, následuje libovolný počet opakováńı dvojic: znaménko
následované č́ıslićı.

λ q p
1,2 ⊕,�

1,2

3
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