PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2024
Studijni programy: MAP, MMFP, MSPN, MITPN, MNVP, MPSPN

Varianta A
Reseni tloh peclivé odiivodnéte. VEnujte pozornost ovéfeni predpokladii pouZitych matema-
tickych vét.
Uloha 1 (25 bodi)
(a) Rozhodnéte, zda nasledujici posloupnost je omezena:

{(logn)logn _nlog(logn)} )
n=2

(b) Dokazte, Ze pro kazdé n € N plati nasledujici rovnost:

oo

“ ,  nn+1)2n+1)
];k = - :

(c) Spoctéte nasledujici limitu:

lim /3" —n2n,

n—>oo
Jednotlivé kroky vypoctu fadné zdtivodnéte.

Uloha 2 (25 bodi)

At
M ={(x.y.2) eR*: 22V 37 = 1,
V= {0 B VTR 2 3)

Je mnozina K := M N N omezend? Urcete objem mnoZiny K.

Uloha 3 (25 bodi)

Vysettete prubéh (defini¢ni obor, spojitost, symetrie, limity v krajnich bodech, derivaci (vCetné
jednostrannych derivaci), monotonii, lokdlni a globdlni extrémy, obor hodnot, druhou derivaci,
konvexitu, konkavitu, inflexni body, asymptoty a nacrt grafu) funkce definované predpisem

fx) = Vix(x = 4| = [x].

Uloha 4 (25 bodi)
Uvazujme nésledujici redlnou matici A,, kde p je redlny parametr.
1 2 0 1
I -1 1 —1
b=\ 2 42 =5
-1 1 1 p

V zavislosti na p

(a) urCete hodnost matice A4,
(b) najdéte vSechna feSeni homogenni soustavy rovnic A,Xx =0 a
(c) spocitejte determinant matice A,.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2024
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Varianta A — ReSeni

Uloha 1 (25 bodd)

(a) Protoze (logn)'oe” = elognloglogn) — ploglloen) 'hosloupnost je konstantné nulovd, a tedy téz
omezena.

(b) Diikaz provedeme indukci. Pro n = 1 je rovnost trividlni. Pfedpokladejme, Ze rovnost plati
pron € N. Pak

n+1 n
YkP=m+1)2+) K=@n+1)>+
k=1

k=1

nin+1)@2n+1)
< =
n+1 _ (m+ D +2)2n +3)

=— (6(n+1)+n@2n+1)) = c :

¢imz je rovnost dokdzéana pro n + 1.

(c) Z rtstové skaly plyne, Ze lim,_, ”%nn = 0. Existuje tedy ny € N takové, Ze pro kazdé

n > ngje
a1 n n2n
— < 4/1—= < 1.
2 3n

Z véty o dvou policajtech a zndmého faktu, Ze lim,, o, ¢/c = 1 pro libovolné ¢ > 0,
okamZité plyne

n 2n
lim 23" —n27 =3 lim //1— = =3.1=3,

n—00 n—00 3n

Uloha 2 (25 bodi)

MnoZina K neni omezena, protoze napt. (0,0,z) € K pro libovolné z > 0. Dile plati, Ze
(x,y,2) € K, pravé kdyz z > 0 a v/x2 + y2 < min{z, z"2}. Navic min{z,z"2} = z pro
z < laminf{z,z72} = z72 pro z > 1. Objem mnoZiny K miZeme vyjadfit jako integral z
jednicky pfes mnoZinu K. Nasledné tento integrél pocitime pomoci Fubiniovy véty s pouzitim
vzorce pro obsah kruhu:

1
1d(x,y,z) = / / 1d(x,y)dz+
/K 0 {(x,y): «/x2+y252}

00
+ [ / 1d(x,y)dz =
1 {(x,y): «/x2+y2§z_2}

1 (o] 1 1 1 00 2
= / 7TZ2 dZ ‘I_/ 7TZ_4 dZ =77 _Z,3 + __Z,_3 ="
0 1 3 1o 3 . 3

Uloha 3 (25 bodi)
(a) Defini¢ni obor f je R a f je na ném spojita.
(b) Funkce nenf sud4, lich4, ani periodicka.
(c) lirf f(x) =F2.
X—>T00



(d) Funkci si napiSeme ve tvaru

Vx2—4x +x, x € (—00,0],
f(x) =9v4x —x%2—x, x¢€(0,4),
Vx?2—4x —x, x €[4,+00).

Odtud

_x=2 _
m—l—l, x € (—00,0),

/ _ 2—x
flx) = e I, xe(0,4),
x—
m—l, x € (4, 400).

Navic f je spojitd v bodech 0 a 4, a tedy
o LO) = lim f(x) = o,
o fild) = lim f'(x) = oo
Specidlné f’ v bodech 0 a 4 neexistuje.
Snadno spocitime, Ze f’(x) = 0 pravé tehdy, kdyZ x = 2 — /2. Dile vidime, e
e f/(x) <0na(—00,0)U((2—+2,4),
e f/(x)>0na(0,2—+2)U (4, +00).
Odtud
e f jeklesajici na (—oo,0] a [2 — +/2, 4],
e f jerostoucina [0,2 — /2] a[4, +00),
e f mad lokalni maximum v bod& 2 — v/2,
e f ma lokalni minimum v bodech 0 a 4,
e protoze f(0) = 0 > —4 = f(4) vidime z monotonie, Ze f ma v bodé 4 globalni
minimum a déle, Ze f nem4 bod globlniho maxima ( f(2 — v/2) = 2/2 -2 < 2),
e obor hodnot f je tedy [—4, 2).
Dile

—Gzzs X € (=00,0),
f(x) = —m, x €(0,4),
4 x € (4, +00).

T (x2—4x)3/2°

Ziejmé f” < O0naR \ {0, 4}, atedy
e f je konkdvni na (—o0, 0], [0, 4] a [4, +00),
e f nema inflexni body.
Asymptoty v 200 uZ vime, jsouto y = —2, resp. y = 2.
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-1 _
-2 _
-3 _
_4 _
Uloha 4 (25 bodi)
Gaussovou eliminaci upravime matici do fddkové odstupniovaného tvaru.
I 2 0 1 1 2 0 1
I -1 1 -1 0 -3 1 =2
-2 —4 2 -5 0O 0 2 =3
-1 1 1 p 0 3 1 p+1
1 2 0 1 1 2 0 1
0 -3 1 =2 0 -3 1 =2
0 0 2 =3 0O 0 2 =3
0 0 2 p—1 0 0 0 p+2
(a) Matice je v odstuptiovaném tvaru pro kazdé p. Pro p # —2 md odstupiiovany tvar 4
nenulové fadky a hodnost matice A, je proto 4, pro p = —2 ma matice A, hodnost 3.
(b) Pro p # —2 je mnoZina vSech feSeni {0}. Pro p = —2 mame jednu volnou proménnou, a to

posledni. Bazi mnoZiny vSech feSeni tvoii jeden vektor, ktery ziskdme libovolnou nenulovou
volbou této proménné a zpétnou substituci. MnoZina vSech feSeni je LO{(—4,—1,9,6)}.

(c) Zadn4 z provedenych tiprav neméni determinant a determinant horni trojihelnikové matice
je soucin prvki na diagondle. Determinant matice A, je tedy —6(p + 2).
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